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Resumo

Neste trabalho buscamos solugoes numéricas para o problema de advecgao.
Para isso, utilizamos métodos de diferengas finitas. Foram implementados os esquemas
de diferenca para frente no espaco e no tempo, diferenca para tras no espaco e para frente
no tempo, diferenca centrada no espago, Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff. Para cada um
dos esquemas foram analisadas as solugoes obtidas e feito a analise de estabilidade de von

Neumann para avaliar as limitagoes de cada esquema.



Abstract

In this work, we seek numerical solutions for the advection problem. To do so,
we employ finite difference methods. We implemented the forward-in-space and forward-
in-time difference scheme, backward-in-space and forward-in-time difference scheme, centered-
in-space difference scheme, Lax-Friedrichs and Lax-Wendroff schemes. For each of these
schemes, the obtained solutions were analyzed, and von Neumann stability analysis was

performed to evaluate the limitations of each scheme.
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1 Introducao

Neste trabalho, estudamos como obter solugoes numéricas para um problema
hiperbdlico bastante simples, a saber, o da onda unidirecional. Inicialmente focou-se no

estudo da equacao de advecgao, também conhecido como onda unidirecional,
u; + aug, = 0, (1)
em que a é uma constante com dado inicial
u(z,0) = up(x). (2)

Por inspecao, observa-se que a solucao da equacao de advecgao é apenas a

translagao da condicao inicial, isto é,
u(z,t) = uo(x — at).

Aqui, quando a > 0 a translacao acontece para a direita e quando a < 0 a
translagao acontece para a esquerda. As linhas no plano (z,¢) nas quais x — at é constate
sao chamadas de curvas caracteristicas. Dessa maneira, percebe-se que a é a velocidade
de propagacao ao longo das caracteristicas.

Contudo, também ¢ interessante estudar o que acontece com a solucao quando
trabalha-se com a equagdo em um intervalo finito [a,b]. Neste caso, além da condigao
inicial, é necessario também fixar condicoes de contorno para o problema. Para o problema

(1) optou-se por fixar condigoes de contorno nulas,

u(a,t) =u(b,t) =0, Vt>O0.



2 Métodos Numéricos

Optamos por trabalhar com a equacao de advecgao porque apesar de ser uma
equacao simples, os métodos numéricos nos mostra problemas que poderemos encontrar
ao trabalhar com equacoes mais complexas. Neste trabalho, optamos por usar métodos
de diferengas finitas para obter uma solugdo para o problema (1) e (2). Abordamos 5
esquemas de diferencas finitas para a discretizacao da equagao (1).

Aqui, denotamos por k£ o tamanho do passo na discretizacao no tempo e h o
tamanho do passo na discretizagdo no espago. Em v’ = v(z,, t,), o superindice representa
a progessao temporal e o subindice representa a posicao na discretizagao espacial. A
obtencao dos 5 esquemas de diferencas finitas apresentados abaixo pode ser encontrada

no Apéndice A.

1. (Diferenga para frente no espago e no tempo)

k
U = 0 = (U — U (3)
h
2. (Diferenga para trés no espago e para frente no tempo)
k
o = v, = (0 — ) (4)

U = o, — S s — ) )

4. (Lax-Friedrichs)
vt = 5Wnp +om1) — %( ma1 — U1 (6)

5. (Lax-Wendroff)
AL P FULA LR BN ()

Para que seja possivel a comparacao entre os métodos, foram fixados x €

[—2,2] et €[0,10] com h = 0.04 ¢ k = 0.01 em todos os esquemas. A Figura 1 mostra a



condigao inicial utilizada. As condic¢oes de contorno foram fixadas u(—2,t) = u(2,t) =0
para todo t € [0,10]. A Figura 2 mostra a solugao analitica do problema em que a
velocidade ¢é positiva, a > 0, a solucao se trata apenas da translacao da condicao inical
u(z,t) = ug(xr — at). Todos os graficos e esquemas implementados para este trabalho
foram feito utilizando a linguagem Julia.

O Teorema a seguir nos da condi¢oes para determinar se um esquema de di-
ferencas finitas ¢é estavel. Nele é usada a analise de von Neumann que nada mais é que
ngimo

substituir v]!, por g e depois analisar a amplitude de g. A demonstracao do Teorema

pode ser encontrada em Strikwerda (2004)

Onda em t=0
1.00
/\ u(x,t)
/ \
0.75 | / \
0.50 |
/ \

0.25 | \
0.00 | J , \ ,

-2 -1 0 1 2

Figura 1: Condicao inicial utilizada na implementacao de todos os esquemas trabalhos

Teorema 1 Um esquema de diferencas finitas (com coeficientes constantes) de um passo
¢ estavel em uma regiao de estabilidade A se e somente se existe uma constante K,

independente de 0, k e h, tal que

l9(0,k,h)| <1+ Kk

com (k,h) € A. Se g(0) € independente de h e k, a condi¢ao de estabilidade acima pode

ser substituida pela restricao de estabilidade

l9(0)] < 1.
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(c) Solugao em t=2.5 (d) Solugao em t=3

Figura 2: Solugao analitica da equagao (1) com condigoes de contorno fixas em 0, condigao
inicial dada na Figura (1)

2.1 Meétodo da diferenca para frente no espago e no tempo

Ao utilizar o esquema (3),
U= U = == (U = U), (8)

sao obtidas as solugoes apresentadas nas Figuras 4 e 5. Fazendo a andlise de von Neumann,

para a > 0 o método ¢é instavel e quando a < 0 o método é estavel e converge para a

solucao esperada. Para isso, substituimos v por g"e™™’ na equacdo (3) que define o

esquema, obtendo

n im n im ak n i0(m n i0m
ngle 9296 G_F(geG( +1)_gee)7
isolando g"e™™
gn+1€1m9 — gnesz _ ah gne'LGm (619 o 1)

— g=1-¢&" +&=1+4¢—Ecos(d) — i€sin(6),



com & = e Assim,
lg(O)]> =1+ £(2 — 2cos(0)) + £2(2 — 2cos()) = 1 + (2 — 2co0s(0)) (€ + £2).

Assim, para que o esquema seja estavel, utilizando o Teorema 1, é necessario
que

(2 —2cos(9)) (€ + %) <0,

como (2 — 2cos(f)) > 0, é preciso que

Logo, o esquema de diferenca para frente no espaco é estavel apenas quando
% < a < 0. No caso de a > 0, verificamos de fato a presenca da instabilidade ao ver a
Figura 4 notando que amplitude da onda da ordem de 10'** em ¢ = 10 na escala do eixo
y dos graficos. Isso acontece apenas quando a velocidade a > 0. Para a < 0, vemos nas
Figuras 3 e 5, a solucao bem comportada que esperavamos, a onda viaja da direita para
a esquerda. E, para t = 10, a escala da amplitude da onda estd na ordem de 107°°, isto é,
a onda viajou suficientemente para a esquerda de maneira que ja ultrapassou a fronteira,

0 que observamos é apenas erro numérico.

Onda em t=1 Onda em t=2
1.00 | \ 1.00 |

ulx,t) u(x,t)
Uix.t) uix.t)

| “\\

(a) Solugao em t=1 (b) Solugao em t=2

Figura 3: Solu¢ao analitica dada pela linha vermelha, U(x,t), e a solugdo numérica utili-
zando o esquema (3) dada pela linha azul, u(z,t). Ambas solugoes para a < 0.
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Onda em t=2 Onda em t=5
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(c) Solugao em t=10

Figura 4: Solucao numérica obtida utilizando o Esquema 1 com condicoes de contorno
iguais a 0, condigao inicial dada na Figura 1, k = 0.01 e h = 0.04. Aquia =1 > 0.
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(a) Solucao em t=2 (b) Solugao em t=>5
Onda em t=10
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(c) Solugao em t=10

Figura 5: Solucao numérica obtida utilizando o Esquema 1 com condicoes de contorno
iguais a 0, condigao inicial dada na Figura 1, £k = 0.01 e h = 0.04. Aqui a = —1 < 0.
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2.2 Meétodo da diferenca para tras no espaco e para frente no

tempo

Vamos fazer a andlise de von Neumann do esquema dado por (4), substituindo

v, por g"e"™? na equacdo,

n—i—leime — gniml ak n_ imb

g g"e T(g"e gre?tmh)y,

colocando ¢"e™? em evidéncia e chamando & = %, temos
g=1-¢l-e")=1-C+&e
= g=1—&+(cosf —isinb).
Dessa maneira,
lg()]> = (1 — £(1 — cosh))? + %sin® 0
e apos algumas simplificagoes obtemos
|9(0)[* =1+ (2 — 2cos6)(&* — €).

Como (2 — 2cosf) > 0, para que consigamos que |g(#)| < 1, precisamos que

h
(€2 — ¢) < 0. Assim, o método ¢ estdvel apenas para 0 < a < T

Onda em t=1 Onda em t=2

1.00 |
ulx,t) uix,t)
Ulx.t) ufx,t)

1.00

0.50 -

(a) Solucao em t=1 (b) Solugao em t=2

Figura 6: Solucao analitica dada pela linha vermelha, U(x,t), e a solugdo numérica utili-
zando o esquema (4) dada pela linha azul, u(z,t). Ambas solugoes para a > 0.
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Onda em t=2 Onda em t=5
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(c) Solugao em t=10

Figura 7: Solucao numérica obtida utilizando o Esquema 2 com condig¢oes de contorno
iguais a 0, condicao inicial dada na Figura 1, £k = 0.01 e h = 0.04. Aquia =1 > 0.
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(c) Solugao em t=10

Figura 8: Solu¢ao numérica obtida utilizando o Esquema 2 com condig¢oes de contorno
iguais a 0, condicao inicial dada na Figura 1, £k = 0.01 e h = 0.04. Aqui a = -1 < 0.
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A partir da Figura 8 podemos observar que, de fato, o método é instavel quando
a velocidade é negativa, isto é, quando a onda propaga da direita para a esquerda. Por
outro lado, ao avaliar as Figuras 6 e 7. Vemos que o esquema ¢ estavel e a solucao

numérica apresenta o comportamento da solucao analitica para velocidades positivas.

2.3 Meétodo da diferenca centrada no espaco e para frente no

tempo

Nas Figuras 9 e 10 é notavel que tanto para velocidades a > 0 quanto para
velocidades a < 0, o esquema da diferenca centrada no espago e para frente no tempo
dado pela equagao (5) é instavel. Poderfamos nos perguntar se para um grid diferente
o esquema convergiria. Porém a partir a andlise de von Neumann mostra-se que esse

esquema ¢ incondicionalmente instavel.

Onda em t=2 Onda em t=5
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(a) Solugao em t=2
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| l‘
- Y o 1 2

(c) Solugao em t=10

Figura 9: Solucao numérica obtida utilizando o Esquema 3 com condi¢oes de contorno
iguais a 0, condigao inicial dada na Figura 1, £ = 0.01 e h = 0.04. Aquia =1 > 0.

Substituindo v, por ¢"e™™? na equacao (5)

n+1_i0m n _ibm ak n_i0(m+1)

g e’ = g'e —2h(96 g'e

I

n i@(m—l))
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isolando g"e™?

) k )
nt+l imb _ n 'Lm9 1 — CL_ 0
g"e g'e ( o =) ),
logo
k
g=1- i%sen(&).

Dessa maneira,

9O =1+ (%senw))z

e pelo Teorema 1 de estabilidade, o esquema de diferenca centrada no espaco é incondici-
onalmente instavel, pois |g(0)| > 1.
Assim, a andlise de von Neumann nos confirmou a instabilidade do esquema

de diferenca centrada no espago e para frente no tempo que ja era esperado observando a

amplitude da onda da ordem de 10 nas Figuras 9(c) e 10(c).
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2~~ \ 1.0x10° | ‘h‘
||‘
. -1'1"" .‘\\W Hj
) 5.0310° ¢ I‘“ I IW—h| |" i ,'. (It
'”"H‘I""'\L”‘l“""w‘“ \
ol “I"\||||"mu‘||u .‘"‘l”n
‘l“\‘ M |‘ “HI [l
0 UL | IR \
YV
—5.0%10° il | ‘l | IR { ‘f (I
"‘ ! | |
4 | ‘I||\ \.‘ [
—1ox10* | ||‘
) 1 6 1 2 -2 -1 6 1 2
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|
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(¢) Solugao em t=10

Figura 10: Solucao numérica obtida utilizando o Esquema 3 com condigoes de contorno
iguais a 0, condigao inicial dada na Figura 1, £k = 0.01 e h = 0.04. Aqui a = —1 < 0.

2.4 Meétodo de Lax-Friedrichs

O esquema que define o método de Lax-Friedrichs é descrito pela equagao (6).

As solugoes numéricas obtidas ao utilizé-lo para para o problema de advecgao (1) estao
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apresentadas nas Figuras 11 e 12. Podemos fazer a analise de estabilidade do esquema

subsituindo v”, por g"e™™’ no esquema (6)

. ak ; i0(m—
19(m+1)> . _(gnew(m+1) . gne o( 1)),

2h

gnJrlelmH _ 5 (gnew(mfl) + gne

: C A - a
ne™m¥ em evidéncia e chamando £ = — temos

colocando g .

gn+1€zm9 — §gnezm9(e—20 + 619) o ggnezme(ezﬁ o 6—20)

entao,

1 . ) ) .
9= 5(6710 + 629) - g(ew — eﬂa) —> g =cosf — &isind.

Dessa maneira,
lg(0)|> = cos® 0 + £?sin? 0 = 1 + (€2 — 1) sin? 6.

Assim, para que o teorema seja valido e o esquema seja estavel, é necessario

que £2 — 1 <0, o que implica a condicao CFL,
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Onda em t=2
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\
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(c) Solucao em t=10
Figura 11: Solugao numérica obtida utilizando o método de Lax-Friedrichs com condigoes

de contorno iguais a 0, condicao inicial dada na Figura 1, £ = 0.01 e h = 0.04. Aqui
a=1>0.
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Onda em t=2 Onda em t=5

0.5 N
[\ ulx,t) 0.00100 - [
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02| |

| 0.00025
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Onda em t=10

250x107%°
2.00x107 | |
1.50%x10 %
100x107° | |

5.00%x10 %

0 L 1 — 1 L
-2 -1 0 1 2

(c) Solugao em t=10

Figura 12: Solugao numérica obtida utilizando o método de Lax-Friedrichs com condicoes
de contorno iguais a 0, condi¢ao inicial dada na Figura 1, £ = 0.01 e h = 0.04. Aqui

a=-1<0.

A partir das Figuras 11 e 12 percebe-se que o comportamento de propagacao
da onda segue o que era esperado a partir da solucao analitica. Para os instantes t = 5
e t = 10, a amplitude da onda estd na ordem de 10~ e 1071°, respectivamente, isto é, a
onda ja viajou o suficiente e ultrapassou a fronteira.

Ao observar a Figura 13 percebemos que a solucao numeérica viaja para a
direita da mesma maneira que a solucao analitica. Contudo, observamos uma perda na
amplitude da onda conforme ela viaja. Podemos justificar essa perda da amplitude ao
obter a equacao diferencial modificada na qual o esquema de fato obtem solucao, essa
obten¢ao pode ser encontrada em [LeVeque (2007)]. Assim, o método de Lax-Friedrichs,

na verdade, discretriza uma equacao de advecgao-difusao dada por

Uy + AUy = EUgy, 9)

h2
em que € = — € o termo de difusdo numérica responsavel pela perda de amplitue a

medida que a onda viaja.
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Onda em t=1 Onda em t=2
1.00
U(x,t) U(x,t)

0.75

050 - / \ 050 | \

(a) Solugao em t=1 (b) Solugao em t=2

Figura 13: Solucao analitica dada pela linha vermelha, U(z,t), e a solu¢gao numérica
utilizando o esquema de Lax-Friedrichs dada pela linha azul, u(x,t). Ambas solugoes
para a > 0.

2.5 Meétodo de Lax-Wendroff

Também foi utilizado o método de Lax-Wendroff, descrito pela equagao (7)
como tentativa para obter a solu¢ao do problema de advecgao (1).

As solugbes numéricas obtidas estao dispostas na Figuras 14 e 15. Substituindo

v™ por g"e™ no esquema (7), obtem-se

. - ak . . a’k? -
n+167,9m n_ im __ " (gnezO(m—i-l) . gn619(m—1))_|_ n i0(m+1)

= g"e o W (g e . 29nei9m n i@(m—l))

g tge

; e ak
colocando ¢"e™™ em evidéncia e chamando & = W temos

2
n—l—lewm — gnewm _ §gneu9m (620 _ 6—2«9) 4 f_gnezﬁm (620 —24 e—z@) ’

g 2 2

divindo a equacdo acima por g"e®™ consegue-se

e entdo,
g=1—6+E%cos(0) —itsen(d) = 1+ *(cos(h) — 1) + i%sen(h).
Dessa maneira,
19(0))? = 1+ 26%(cos(0) — 1) + &£*(cos*(0) — 2cos(0) + 1) + E2sen?(0),

19
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juntando os termos

l9(0)|? = 1+ &%(sen*(0) + 2cos(0) — 2) + &£*(cos*(0) — 2cos(H) + 1)
e utilizando a relacao fundamental da trigonometria

19(0)]? = 1+ &%(sen*(0) + 2cos(0) — 2) — £*(sen?(#) + 2cos(0) — 2)

=1+ (sen®(0) + 2cos(f) — 2)(&* — &4).

Assim, para que o esquema seja estavel, utilizando o teorema (1), é necessario
que

(sen?(0) + 2cos() — 2)(£% — £*) < 0.

Como (sen?(0) + 2cos(f) — 2) = —(cosf — 1)? < 0, logo é necessdrio que
¢-¢20 = g1-¢ =0

Mas £2 > 0, entao

ar
como £ = —, é claro que

A principio, ao olhar para as Figuras 14 e 15 pode parecer que o esquema
configura instabilidade a solucao numérica. Porém ao olhar para o eixo y, vemos nimeros
da ordem de 107! em ¢ = 10, um valor praticamente nulo, isso nos diz que a onda viajou o
suficiente para atravessar a fronteira e o que observamos é erro numérico. Logo configura

a solugao que esperavamos.
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Onda em t=2 Onda em t=5

15
) ooy |
|
|| 0.00010 |
|
\ 1
10 “\ 0.00005 | A
i I\
:I“ I ‘I
Al 0.00000 - —\, “‘H‘||
_l [
os ~0.00005 | ‘ |
\ ‘
| —0.00010 | |
i
—0.00015 |
0.0 I /
: ; : . \ | ! | |
-2 -1 ) 1 2 - -y " 1 >
(a) Solucao em t=2 (b) Solugao em t=>5
Onda em t=10
7.50x10 11 - ,
5.00x10 ! -
250x107 -
of —
~2.50x10 1 -
|
—s5.00x10 ! | ‘I‘
" |
-7.50x10711
- = o 1 2

(c) Solucao em t=10

Figura 14: Solugao numérica obtida utilizando o método de Lax-Wendroff com condigoes
de contorno iguais a 0, condic¢ao inicial dada na Figura 1, £ = 0.01 e h = 0.04. Aqui
a=1>0.
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Onda em t=2 Onda em t=5

15
0.00015 |
i ubet) I: ulx.t)

| 0.00010 |

ol I 0.00005

0.00000 ‘ ‘

N ‘ \, -0.00005 [- | | I
| —000010 | || |
. —0.00015 |- ‘
oot ! N ———— ‘
) ) o 1 3 = = 0 1 3
(a) Solugao em t=2 (b) Solugao em t=5
Onda em t=10
7.50x10 " F ‘\
I
so00x107 F ||
I

250x1071 - [ i

NAA

a»\”“l‘: \\r—

~2.50%10 1 - il .

|
-5.00x10° 1 F ||

|
-7.50x1071 '

2 =) 0 1 z

(c) Solugao em t=10

Figura 15: Solucao numérica obtida utilizando o método de Lax-Wendroff com condicoes
de contorno iguais a 0, condicao inicial dada na Figura 1, £ = 0.01 e h = 0.04. Aqui
a=-—1<0.

Onda em t=1 Onda em t=2

1.00 | 15

ulxby a) ulx.t) ‘
Uix.t) 7\ Uit |

\ 0s |
0.25 \\. y' / ‘
/ /
0.00 | — ! . "‘; 0o f ' — ‘/ !
(a) Solucao em t=1 (b) Solugao em t=2

Figura 16: Solucao analitica dada pela linha vermelha, U(z,t), e a solu¢do numérica
utilizando o esquema de Lax-Wendroff dada pela linha azul, u(z,t). Ambas solugdes para
a > 0.

Pela inspecao da Figura 16 verificamos que a solucao numérica se propaga
corretamente, desta vez, porém, com menor dissipacao comparada a dissipacao numérica
causada pelo esquema de Lax-Friedrichs. Assim como no esquema de Lax-Friedrichz,
aqui também é possivel obter a equacao diferencial modificada [LeVeque (2007)] que é

dada mais uma vez pela equacao de advecgao-difusao (9), porém o termo de difusao
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2
/7 . rd Cl/ /
numeérica para o esquema de Lax-Wendroff é dado por € = EN Observamos também que

na fronteira o método apresenta um pouco de dispersao.

3 Conclusao

Concluimos que, mesmo a equacao de adveccao sendo um problema simples,
ao utilizar diferentes esquemas de diferengas finitas, podemos observar diferentes compor-
tamentos da solucao numérica e fica claro que a realizagao de uma analise de estabilidade
do esquema de diferencas finitas é de suma importancia no momento em que se pretende
utiliza-lo para resolver um problema. Também é importante ressaltar que o esquema em
si, pode resolver de maneira mais fiel um outro problema que pode ser obtido ao avaliar
a equacao diferencial modificada como no do método de Lax-Friedrichs.

Também podemos perceber que, apesar de um método possuir um erro de trun-
camento de ordem maior ele pode nao ser estavel, logo nao obtendo uma solugao numérica
minimamente confiavel. Tomemos como exemplo o esquema de diferenca para frente no
espaco e no tempo e o esquema de diferenca centrada no espaco. O esquema de diferenca
centrada no espaco possui um erro de truncamento de ordem maior quando comparado

ao de diferencga para frente no espaco, contudo o esquema nao apresenta estabilidade.
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A Apéndice. Deducao dos esquemas de diferencas
finitas

As discretizacoes dos operadores diferenciais utilizados aqui estao dispostos em
[LeVeque (2007)].

Para o esquema de diferenca para frente no espago e no tempo, dado pela
equagao (3), utilizamos a discretizagao para frente do operador diferencial espacial dis-

posta a seguir.
u(x + h,t) — u(z,t)

Y (10)

Uy (2, 1) =

Para essa discretizacao do operador diferencial, o erro de truncamento é da
ordem O(h). Mostramos isso ao utilizar o polinémio de Taylor para aproximar u(x+ h,t).

Assim,

u(z + h,t) = u(x,t) + hug(z,t) + O(h*) = u(x + h,t) —u(z,t) = huy(x,t) + O(h?)

u(z + h,t) — u(x,t)
h

= uz(x,t) + O(h).

O mesmo procedimento pode ser feito, s6 que dessa vez para o operador dife-

rencial temporal, em que o erro de truncamento também é de primeira ordem

u(z,t + k) —u(z,t)

w(z,t) = ’

+O(k). (11)

Ao substituir as discretizagoes (10) e (11) na equagao de advecgao (1) para um

ponto (x,,,t,) qualquer, obtemos o esquema

que denominados método da diferenca para frente no espaco e no tempo.

Para a deducao do esquema de diferenca para tras no espago e para frente
no tempo, dado pela equagao (4) também utilizamos a discretizacao para frente do ope-
rador diferencial temporal (11), porém para o operador diferencial espacial utilizamos a
discretizacao para tras

u(z,t) —u(z — h,t)

ug(x,t) =~ - : (12)
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Utilizando o polinomio de Taylor, mostramos que

u(z,t) —u(z — h,t)

u(z — h,t) = u(z,t) — hug(x,t) + O(h?) = wuy(x,t) = h

+O(h).

Isso indica que cometemos um erro de truncamento da ordem de O(h) ao
utilizar a equagao (12) para aproximar o operador diferencial espacial. Assim, utilizando
(11) e (12) na equagao de advecgao (1) para um ponto (x,,,t,) qualquer, obtemos o

esquema 2,

que chamamos de método da diferenca para tras no espaco e para frente no tempo.
Para o esquema de diferenca centrada no espaco e para frente no tempo, uti-
lizamos a discretizacao centrada do operador diferencial espacial

u(x + h,t) —u(x — h,t)

2h ’ (13)

ug(x,t) ~

ao somar a expansao de Taylor feita até segunda ordem para as discretizacoes para frente
e para tras da derivada espacial, obtemos que o erro de truncamento local ao aproximar

o operador diferencial por (13) é da ordem de O(h?), isto é,

u(x + h,t) —u(z — h,t)

uz(x,t) = 57

+ O(Rh?). (14)

Ao utilizar a diferenca centrada para discretizar a derivada espacial e diferenca

para frente para a derivada temporal na equacao (1), obtemos o esquema

ak
un+1 — un

m m ﬁ(u:%ﬂ — Up,_1),

porém como pode ser visto em [LeVeque (2007)], esse esquema ¢ invidvel considerando
questoes de estabilidade. Uma maneira de tornar o método proveitoso é substituir o
termo wu;, pela média dos pontos espaciais adjacentes, %(ufn_l + Uy, 1). Fazendo isso,
obtemos o esquema de Lax-Friedrichs dado pela equagao (6). Neste esquema temos o erro
de truncamento da ordem de O(k) pois foi utilizada a diferenca para frente no dominio
temporal e O(h?) no dominio espacial pois foi utilizada a diferenga centrada na derivada
espacial e

2

5((um71 + uerl)) = §<2um + hQ@Um) = Upy, + O<h2)
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O método de Lax-Wendroff dado pela equacao (7) pode ser obtido utilizando

expansoes em séries de Taylor diretamente na equacao de adveccao u; + au, = 0. Temos
w(z, t + k) = u(z, t) + kug(x, t) + %kzutt(:c, t) + O(K?),
substituindo u; = —au,
u(z, t+ k) = u(z, t) + —kau,(z,t) + %kQauix(x,t) + O(k?)

agora, ao utilizar diferenca centrada para u, e u,, e desconsiderar termos de mais alta
ordem, obtemos o método de Lax-Wendroff.
Obtencoes mais detalhada dos métodos de Lax-Friedrichs e Lax-Wendroff po-

dem ser encontradas em [LeVeque (2007)].
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