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Resumo

Este trabalho esta contido na area de analise numérica e discorre sobre o uso do
Meétodo dos Elementos Finitos para a resolu¢ao de Equacdes Diferenciais Parciais (EDPs), so-
bretudo de natureza eliptica. Em particular, visa apresentar os conceitos fundamentais para o
formalismo matematico do Método dos Elementos Finitos, bem como realizar experimentos
numéricos utilizando aproximagoes cldssicas do tipo Galerkin Continua. As implementagoes
computacionais foram feitas na linguagem Python, utilizando a plataforma FeniCs. Nesse viés,
os experimentos ilustram satisfatériamente os topicos estudados, corroborando a empregabili-
dade do método em diversas dreas da matematica e da engenharia. A teoria discutida, sem perda

de generalidade, pode ser extendida para problemas hiperbdlicos e parabdlicos



Abstract

The following work falls under the area of numerical analysis, and aims to utilize the
Finite Element Method for solving elliptic Partial Differential Equations (PDEs). In particular,
the goal is to introduce the fundamental concepts and the rigorous foundation of the method,
while proposing various numerical experiments utilizing classical Continuous Galerkin formu-
lations. For those implementations, the Python programming language is utilized, as well as the
FeniCs library. Those problems adequately illustrate the theoretical results, corroborating for
the vast amount of applications of the method in various areas of mathematics and engineering.
The theoretical aspects here discussed can directly be generalized for hyperbolic and parabolic

equations.
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1 Introducao

O estudo de equacdes diferenciais € uma das areas de maior importancia na matematica
contemporanea. Com aplicacdes em diversas dreas da fisica, quimica, engenharia e economia, é
amplamente utilizada na representacao de fendmenos naturais e na descri¢ao de parametros que
se modificam com o tempo. A modelagem computacional, que nos auxilia na compreensao dos
principios de um sistema fisico, depende muitas vezes da constru¢do de um modelo matematico
baseado em equacdes diferenciais. E evidente, porém, que a quantidade de problemas que
podem ser atacados analiticamente € bastante reduzido. Por conseguinte, métodos numéricos
que fornecam aproximagdes para essas solugdes sdo constantemente propostos e modificados.

O método dos Elementos finitos foi concebido na década de 50, com foco na modelagem
de estruturas e materais para a engenharia. Em suma, consiste na transi¢do da forma forte
de um problema de valor de contorno a uma forma variacional, separando o dominio em
elementos com func¢des que aproximam por partes a solu¢ao do problema, com notavel precisao.
Sua capacidade de lidar com imposi¢cdes mais complexas e o profundo controle de acuricia
definiram a interpolagdo de fungdes e a solucao de equagdes diferenciais parciais como uma das
principais aplicacdes do método, sem abandonar o foco da andlise estrutural.

Hodiernamente, a formalizacdo do método dos Elementos Finitos amalgama vérias dreas da
matematica, sendo objeto de estudo de grande interesse tedrico e pratico. Uma evidéncia disso
€ na area da hidraulica, sobretudo no transporte em meios porosos, regidos pelas equacoes de

Darcy[1], e na mecanica de fluidos incompressiveis, com destaque para o Problema de Stokes.

[2].

2 Preliminares

Nessa se¢do, iremos definir alguns conceitos da algebra linear e da anélise funcional que

serdo fundamentais na construgao tedrica do Método de Elementos Finitos.

Definicao 2.1 (Funcional Linear) Num espaco vetorial H, a funcdo f : H — R é um funcio-
nal linear se satisfaz

flau+pv) =af(u)+Bf(v)



ondeu,v e H,a,f € R

Definicao 2.2 (Espaco normado) Um espaco vetorial H é dito normado se é munido da rela¢do

.|| : H — R que satisfaz, Vu,v € H,a € R
L ||| =20, el|lv]| =0 —v=0;
2. Jav]| = lallvIl
3. |lu+v]|| < ||lul| + ||v|| (Desigualdade Triangular)

Definicao 2.3 (Espaco com produto interno) Um espaco H com produto interno é um espaco

vetorial munido da relacdo < .,. >: H — H, com as propriedades:
1. <u,v>=<v,u>
2. dados u,v,w € H,«a, B escalares, < au + fv,w >=a < u,w >+ <v,w >
3. <u,u>>0,com<u,u>=0—u=0

Um resultado muito presente nas demonstragoes € a Desigualdade de Cauchy-Schwarz. Dado H
munido de um produto interno, é valido que | < u,v > | < ||ul|gl||v||g, Yu,v € H. Destacamos
também que as funcdes quadradas-integraveis num dominio Q definem o espago L*(€),munido

do produto interno < u,v >= fQ u.vdeQ.

Definicao 2.4 (Espaco de Hilbert) Um espaco H é de Hilbert se é munido de produto interno
e é completo (toda sequéncia de Cauchy em H converge para algum elemento em H). O espago

dual H* de H ¢ o espaco de todos os funcionais lineares limitados em H.

Fica claro que todo espaco de Hilbert também é um espago de Banach, uma vez que podemos
definir a norma induzida ||u|| = V< u, u >. O espaco L?(€2) é um exemplo de Espaco de Hilbert,

e serd de extrema importancia para nossas consideracoes.

Definicao 2.5 (Forma Bilinear) Dados os espacos de Hilbert H| e H,, dizemos que a(.,.) :

HixHy; — R é uma forma bilinear se
1. a(au+ Bv,w) =aa(u,w) + Ba(v,w), onde u,v € Hy,w € Hy,a e f € R
2. a(u,av + pw) = aa(u,v) + Ba(u,w), comu € H,v,w € Hy,a e B € R
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Por exemplo, dado um espaco de Hilbert H, a aplicacao
a:HxH — R

(u,v) — a(u,v) =<u,v >g

define uma forma bilinear [3]. Veremos posteriormente que o produto interno definido a partir de
uma forma bilinear, bastante empregado em resultados de convergéncia, ¢ denominado Produto
Interno energia. Essa notacdo teve origem nas aplicacdes iniciais do método em mecanica de
estruturas [4].

Encerramos essa secdo apresentando os espacgos vetoriais que alicercam a anélise de Ele-

mentos Finitos:

Definicao 2.6 (Espacos H"(Q)) Dado m > 0 e Q € R", definimos H™ (L) como o espaco
das fungoes quadrada-integraveis e com derivadas (no sentido distribucional)[5] até ordem m

quadrada-integraveis. Com isso, temos

< U,V >pm(Q)= Z /Qéau(x)(?“v(x)dﬁ

la|<m

Em particular, H°(Q) = L?(Q). Ademais, o espaco H' () induz a norma

1 1
[Vl = (/QIVIZ+ [Vv?dQ)2 = (IIvllp2 + 119v]]2)2

€ empregaremos esse espago na formulacdo variacional de uma EDP de Poisson.

3 Forma Variacional

Com os resultados anteriores, estamos prontos para iniciar os nossos estudos do Método
dos Elementos Finitos. Inicialmente, consideremos o problema a seguir, com condicdo de

contorno de Dirichlet homogégena, num dominio Q C R", n = 1, 2, 3 aberto, conexo e limitado.



Desejamos encontrar uma fungcao u : R" — R, u € C2, satisfazendo

—Vu=f(x),xeQ
(1)

u = 0 no contorno 0Q

onde f € Qe V? é o operador Laplaciano dado por
Vi= ) —

Numericamente, poderiamos trabalhar com diferencgas finitas para obter a solu¢do aproxi-
mada sem maiores complicacdes. Mas para problemas munidos de discontinuidades ou dominios
mais complexos, a regularidade da solucdo € improvavel. Para lidar com isso, o método dos
elementos finitos propde avaliar a solucdo através de sua integracao, considerando um espacgo
de funcgdes-teste (ou peso). De fato, funcoes cuja descontinuidades se reduzem a conjuntos de
medida nula, pelo Lema de Lebesgue, continuam sendo integrdveis a Riemann.

Vamos esbocar a forma variacional para esse problema. Considere o espago vetorial infinito
V= Hé(Q) ={v:ve H(Q),v|so =0}, ev:V — R uma funcio teste.

Multiplicando (1) pela fungao v € V, e integrando no dominio, temos que:

/ fvdQ = — / vW2udQ
Q Q

Pela regra do produto, vale que
vW2u = V(vVu) — VuVy

Agora, pelo Teorema de Gauss [6],

/V(vVu)dQ:/ vVu.nds
Q 0Q

:/fdez—/ vVu.nds+/VqudQ
Q o) Q



Por hipétese, fixamos que v se anula no contorno 9Q2. Assim, ficamos com

/ VuVvdQ = / frdQ
Q Q

Perceba que essa formulagdo reduz a regularidade da solucao u, nao mais exijido que seja
duas vezes diferenciavel. Com efeito, necessitamos apenas de seu gradiente. Por isso, a

formulacao variacional € denominada, também, de formulagdo fraca.

Definicao 3.1 (Formulacao Variacional) A formulacao variacional do problema modelo (1)

consiste em encontrar u €'V tal que
a(u,v) =L(v),YveV (2)
onde utilizamos a forma bilinear:

a(u,v):/Vu.Vde
Q

e o funcional linear

L(v)z/gfde

Nessa formulacao, foi levado em conta condi¢oes de contorno de Dirichlet, de forma que
a variacao de u € zero em 0. Assim, a condicdo de que as funcgdes teste v sejam nulas no

contorno € fortemente (ou essencialmente) imposta[4].

3.1 Problema de Minimizacao abstrato

Podemos, ainda, propor um problema de minimizagao equivalente associado ao problema

(2) quando temos uma forma bilinear simétrica, dado por

Definicao 3.2 (Problema de Minimizacao) Encontrar u €V tal que

J(u) <J(v),Yv eV, 3)
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em que definimos o chamado funcional energia, dado por
1
J(v) = Ea(v, v) — L(v).

Com isso, obtemos um resultado, em particular, muito elegante do ponto de vista da andlise:

Teorema 3.1 (Equivaléncia das solucdes) Se a funcio VZu + f, conforme (1) for continua,

entdo as solucoes dos problemas (1), (2), (3) sdo equivalentes.

Demonstracao:
Vamos definir a solucao de (1) como D, a solu¢do de (2) como V, e a solugdo de (3) como M.

Ja vimos que D = V. Vamos mostrar as outras implicacdes:

* 1)V= M: SejaveV,efixew=v—u. Comou € V,entdow € V. Temos

J(v):J(u+w):%a(u+w,u+w)—L(u+w)

= %a(u, u) — L(u) +a(u,w) — L(w) + %a(w, w).
Mas como a(u,w) — L(w) =0,e a(w,w) = /Q(Vw)zdg > 0, segue que J(v) > J(u). m

* 2)M = V: Temos que J(u) < J(v),Vv € V. Assim, Ve > 0, (u+ev) e V= J(u) <

J(u+ev).Fixeg(e) =J(u+ev) = %a(u, u)—L(u)+ea(u,v)—€eL(v)+ G—;a(v, v). Entao

—dil(eo) = 0. Note que 0 € o minimo de g. Mas df’;—(eo) =a(u,v) — L(v), e o resultado segue.

* V= D: Como u € solucao de v, entdo

/Vu.Vdez/fde
Q Q

Utilizando a hipétese de que V?u + f é continua, e integrando por partes, obtemos que

/(—V2u — fvdQ=0,¥v eV
Q

Pela continuidade, a igualdade acima serd valida se e somente se (VZu + f)(x) =0, e o

resultado segue. m

11



4 Aproximacao de Galerkin

Nossa formulacao variacional foi feita em um espago V' de dimensao infinita, cuja solugao
configura um problema continuo. Queremos definir, agora, um subespaco V;, C V, com
dim(Vjy) < oo, sob o escopo de encontrar uma aproximagdo u;, C Vj de u, propondo um
problema discreto associado a (2). Essa abordagem € denominada aproximag¢ao (ou método) de

Galerkin:

Definicao 4.1 (Aproximacao de Galerkin) Encontraruy € Vj tal que a(up,vy) = L(vy), Vv, €

V.

Com isso, estamos livres para trabalhar com uma base finita de fung¢des {¢1, ¢, ...¢on}, de

forma que toda fungao teste v;, € V), € perfeitamente caracterizada pelos elementos dessa base:
N
= BB €Ri=1,.,N @)
i=1
Escrevendo a soluc¢ao aproximada uj; em termos dessa base
N
uh:Zajgoj,jzl,...,N 5)
J=1
com a; escalares a serem determinados, e substituindo (4) na aproximacao de Galerkin:
a(up, vp) = L(vi)
N N
= a(up, Zﬁi%‘) = L(Z Bivi)
i=1 i=1

N N
- Z,B,-a(uh, ;) = Z,BiL(QDi)
i=1 i=1

Mas da linearidade dos operadores, vale que

a(up, ¢;) = L(g;),i=1,2,...,N

12



Analogamente, expandindo u#;, em termos da base:

N
a() ajp;e) = L(g)
=1

J

—

N
a(ej,pi)a; = L(p;)

j=1

Isso define um sistema de equacdes lineares Aa = F,com A € R™", a, f € R" que pode ser

resolvido por métodos numéricos, onde:
* A ¢ amatriz de rigidez com a;, = a(gj, ¢;);

T sd0 as incognitas (graus de liberdade globais) da solugio uy;

e a=lay,a,...,anN]
e F ¢é o vetor de carga com F; = L(¢;).

Uma observagao € que a solucdo u € V do problema variacional continuo também satisfara
o problema discreto, no sentido que

a(u,vy) = L(vy),Yv, €V, CV

Nesse caso, dizemos que a formulag@o possui Consisténcia variacional.

Teorema 4.1 (Existéncia e Unicidade) A solucdo aproximada uy, associada ao problema (2)

existe e é unica.

Demonstracao:
Com efeito, a existéncia decorre do fato de que uj;, provém de um sistema linear dado por uma
matriz ndo-singular. Suponha, por absurdo, que exita uma outra solugdo u; do problema (2).

Destarte:

/VuthdQ:/f.de,Vv % (6)
Q Q

/VuZVde:/f.de, Vv eV (7)
Q Q

Subtraindo (7) de (6):
/ V(up —u))VvdQ =0
Q

13



Escolhendo v = V(u; —u}), a Gnica possibilidade € V(uj, — u;) corresponder a fungao nula. Por
conseguinte, u;, —u, € uma constante. Mas pela defini¢do do espago V, sabemos que u, = 0 = u),

em €. Segue que uy —u;, =0. W

4.1 Definindo as funcoes base

Agora que apresentamos a formulacdo variacional da nossa andlise de elementos finitos,
devemos nos atentar a discretizacao do dominio da nossa equacao diferencial, sob o escopo de
definir uma base para o espaco V. A escolha dessa base afeta diretamente o aspecto da matriz
de rigidez, influenciando, por conseguinte, a qualidade da solu¢ao numérica [7].

Em particular, desejamos que as funcoes de base definidas em células adjacentes no dominio
discretizado coincidam em todos os nés em comum. Por conseguinte, tais fun¢des devem ser
construidas de forma que as incognitas «; do Método de Galerkin correspondam exatamente
a solucdo aproximada u,(x) nos pontos nodais xg, X1, ..., X,,. Isso implica que cada fun¢do de

base ¢;, j = 1, ..., n deve satisfazer

¢j(x;) =06i; =

Uma possibilidade para a construgdo dessa base € utilizar os polindmios de Lagrange:

Definicao 4.2 (Polinémios de Lagrange) O polinomio de Lagrange de grau n associado ao

i-ésimo noé de uma célula é dado por

oy (—x)

Li(x) = o

k=0k#i 1 K
Para fixar as ideias, realizaremos a constru¢do do subespaco Vj, C V, utilizando fun¢des
lineares por partes. Sem perda de generalidade, vamos considerar o problema modelo unidi-

mensional, com dominio Q = [0, 1] :

—u” = f(x),x € (0,1) (8)
u(0)=u(1)=0

14



Seja uma parti¢ao de [0, 1] em células, dada por K, = 0 =x¢ < x; < ... < x4+ = 1. Note
que essa parti¢do define elementos e; = (x;_1,xj) com espagamento h; = x; — x;_1, de forma
que nosso espaco de aproximagdo V;, C V serd a o espagco dos polindmios lineares contidos em
HY((0.1)).

Nesse caso, os polindmios de Lagrange serao definidos por:

X=Xj-1
Xj—=Xj-1

,Sex €ej

¢j(x) = )2_—);1:1’ SeX € €4

0, caso contrario

Podemos notar que cada ¢; € a fungdo linear por partes que vale 1 no n6 x;, e 0 nos demais

pontos nodais, sendo chamada de "fun¢do chapéu”’por conta de seu grafico.

L
1 =

4 — : S
*5-1 % F94 !

ES

Figura 1: Fungdo de Base nodal ¢ ;. Figura extraida de [4]

Procedendo pelo método de Galerkin, vamos definir a matriz de rigidez A e o vetor de carga

F para o problema (8), considerando as bases nodais anteriores:
* i =alp.¢) = [ (6))(9)dx
« Fr=L(¢0) = [ fodx
xj—l

que define um sistema linear cuja matriz € positiva-definida e tridiagonal. No caso em que
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hj = h,¥1 < j < m (malha uniforme), a matriz de rigidez serd dada por

2 -1 0 0
-1 2 -1 0
1
A=— _
A 0 1 2 0
0 0O -1 2

4.2 Montagem da Matriz de Rigidez e Mapeamento local-global

O exemplo anterior ilustra outro motivo pelo uso dos Polindmios de Lagrange: as fun¢des
de base serdao de suporte compacto [8], sendo nao nulas apenas em um subconjunto fechado e
limitado de Q.

Um Espaco de Elementos finitos ¢ um espaco de fungdes cujos elementos sao polindmios
por partes [9]. Para a construcdo desses espacos, discretizamos nosso dominio € através de

uma malha:

Definicao 4.3 (Malha) Considere o dominio limitado Q C R"*,n = 1,2 ou 3, com fronteira
0Q suave. Uma malha M de € é um conjunto finito de células K , em que Q = UgcyK e

int(K;) Nint(K;) =0, sei # j.

1.00
0.75
0.50
0.25
000 LKA

-0.25

-0.50

—0.75

—1.00 A

T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

Figura 2: Malha bidimensional do disco unitirio com células triangulares - Imagem do préprio
autor.
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Usualmente, trabalhamos com células triangulares ou quadrildteras, como ilustrado na figura
anterior, que simplificam a modelagem computacional, mas que permitam uma discretizacao
compativel com dominios irregulares. Ademais, € imediato relacionar o nimero de pontos
nodais numa célula aos termos de uma base polinomial [10].

Ha algumas consideragdes importantes na montagem da matriz de rigidez: a primeira € que
o produto ¢;.¢; serd nao nulo se e somente se |i — j| < 1, isto €, apenas se o né i e j forem
adjacentes. Por conseguinte, a matriz de rigidez serd esparsa. A segunda € que o fato das
fungdes de base serem polinomais significa que a integracao numérica através de uma férmula
de quadratura gaussiana adequada serd exata[4]. Por fim, cada integracdo em €2 resultard em
varias integrais para a mesma célula K da malha. Nesse caso, o ideal € definir a montagem
da matriz de rigidez global como a soma das matrizes de rigidez em cada elemento[7]. Isso é
possivel pelo fato dos coeficientes da matriz de rigidez serem definidos por integrais.

Devemos, entdao, compor um espaco local de fungdes Vx em cada célula K, para em seguida
construir o subespaco global Vj,. Um Elemento Finito constitui, assim, da unido das células K

com seus respectivos espagos locais Vj,. Sua defini¢ao formal (Ciarlet, 1976) é dada por:

Definicéo 4.4 (Elemento Finito) E uma terna (K, Vi, L) em que
* A célula K c R" é compacta com interior ndo-vazio e contorno suave por partes;
* O espaco Vk C K possui dimensdo Dim(V) =n < oo;

* O conjunto de nos L ={ly, ..., 1} é uma base para o espago dual V* de V.

Vamos,agora, retornar ao calculo do sistema linear da aproximacao de Elementos Finitos:

A, =a(¢;, ¢i). Fi = L(¢i)

Como cada célula K da malha M define um elemento finito, devemos delimitar um mape-
amento que especifique a continuidade de uma célula com suas adjacentes. A constru¢cao do
espaco global Vj, = span{¢y, ..., ¢, }, assim, serd feita com um mapeamento do local ao global

[10, 8], que associa cada nd (grau de liberdade) da célula a um grau de liberdade global:

Ig : [1,1’1[(] — [I,N]
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de forma que os graus de liberdade globais possam ser definidos como:
liviy(Vi) = liK(vh|K),Vi =1,...,ngeVv, eV,

E evidente que para obtermos uma aproximacao continua entre os elementos, devemos

mapear os noés de células adjacentes ao mesmo grau de liberdade global:

Figura 3: Mapeamento local-global em Elementos triangulares de Lagrange de 2 ordem -
Imagem extraida de [8]

5 Problema variacional simétrico

Virios problemas fisicos munidos de leis de conservagdo herdam a propriedade de simetria
de maneira imediata, motivando a anélise de formulagcdes variacionais simétricas[7]. Nessa
secao, estamos interessados em estudar sob quais condi¢des a nossa formulacao variacional sera

bem posta.

Definicao 5.1 (Forma Bilinear limitada) Seja H um espaco de Hilbert, e ||.||g a sua norma

induzida. A forma bilinear a : HxH — R é limitada se AM > 0 tal que |a(v,w)| <

18



M|v||gllw||g. Em particular, toda forma bilinear limitada é continua.

Vamos demonstrar que a forma bilinear de (2) é limitada:

la(u,v)| = |/VqudQ|
Q
< ( / (Vu)2dQ)2.( / (V)2dQ)? (por Cauchy-Schwarz)
Q Q
= |[Vullp2.[[VV]] 2
< [lullgr[[v][gm

Definicao 5.2 (Forma Bilinear Coerciva) Num espaco de Hilbert H, a : HxH — R é uma

forma bilinear coercivaem'V C H se Ja > 0 tal que
2
a(v,v) = a|vly

Essa definicao deixa implicito que quaquer forma bilinear coerciva é positiva.

Para mostrar a coercividade da forma bilinear de (2), precisaremos da Desigualdade de

Poincaré [6]:

Teorema 5.1 (Desigualdade de Poincaré) Dado m > 0 e um dominio limitado Q, entdo existe
C =C(Q) > 0 tal que
||u||L2(Q) < C||Vu||Lz(Q),Vu € Hm(.Q.)

Temos que

bl = [ (9vrae+ [ a@=IvviE, + IvIE;
< (1+0O)||Vv| |iz (pela desigualdade de Poincaré)

= a(v,v) >

—IIvIE
Vil
1+Cc 1
provando a coercividade. m
Observe que se a forma Bilinear do problema (2) for coerciva e simétrica, a matriz de

rigidez do sistema linear obtido pelo Método de Galerkin também serd simétrica e positiva-

definida[9]. Ademais, esse forma define o chamado produto interno energia em H, definida
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por< .,.>,: HxH — R, < u,v >,=a(u,v). Se considerarmos a norma energia ||.||,, temos
a equivaléncia entre a norma do Espaco de Hilbert H, ||.||z € a norma energia, isto é, dado

u € H, vale que:
L vallullg < llulla < VM||ulla
1 1
2. llulla < llullnl < Llulla

De fato, como a forma bilinear € coerciva, temos que
allully; < a(u,u) = Va||ullg < Va(u,u)

= [a(u,u)]
< VM ||ully.

pois a forma € limitada, provando (1.).

Analogamente, como a forma bilinear € limitada, vale que

1 1
7latwl < llullz; = \/_MV< u,u >q < |lullg

1
< llully < —=+a(v,v)
Va
= —|lul]
va
onde utilizamos a coercividade da forma bilinear, provando (2.). Uma ultima observacao é o

fato de que ||u||, = ||Vul|;2. Agora, somos capazes de demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 5.2 Seja H um espaco de Hilbert, e a : HxH — R uma forma bilinear simétrica,
limitada em H e coerciva em um subespaco fechado V- C H. Entdo o espaco (V,a(.,.)) é de

Hilbert.

Demonstracao:
Por hipétese, assumimos simetria e linearidade. Como a € coerciva, entdo a(v,v) =< v,v >,=
0=v=0.

Seja x, sequéncia de Cauchy em V ¢ H. Como H é completo, x,, converge para algum elemento
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x € H. O fato de V ser fechado implica que x € V. Mas, por hipétese, a € limitado, logo

Va(x = xp,x = x) < AJallx =013 = Vallx — x|

Como x, — x nanorma a(., .), segue que o espago (V, a(.,.)) é completo, logo é de Hilbert.m

5.1 Teorema da Representacao de Riez

A seguir, enunciaremos o teorema da Representacao de Riez [3], para posteriormente definir
e demonstrar o Teorema de Lax-Milgram.

Seja V um espaco vetorial munido de produto interno, com dim(V) < co. Definimos
¢, V—0V

u— ¢,(u) =<u,v>

Note que ¢, € um funcional linear. Com efeito, dados u,u> € V,a € R,

oy (uy + auy) =< up + auy, v >

=<ui,v >+a < uz,v>
= ¢v(ul) +a’¢v(u2)

Teorema 5.3 (Representacao de Riez) Seja V um espaco vetorial de dimensao finita, munido

de produto interno, e ¢ : V. — R um funcional linear. Entdo existe um tinicov €V tal que

o(u) =¢,(u) =<u,v>vVueV

Demonstracao:

Fixe a base ortonormal 8 = {vy, ..., v, }. Entdo Yu € V, podemos escrever

U=<UV] > V+.d<Uuv,>v,
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 Existéncia: da linearidade, vale que

d(u) = ¢(<u,vi >vi+..+ <u, v, > .vy,)

=< u,vi > .¢(vi) + ..+ <u,v, > .¢(vy,)

Mas escrevendo v = ¢(vy).vy + ... + #(v,).v,, obtemos

<u,v>=<u,p(vy).vi+ ...+ d(vy).(vy) >

=<u,vi > ¢(v))+ ..+ <u,v, > d(v,)

Entao:

d(u) =< u,v >=¢,(u),Yu € Vm

* Unicidade: Suponha, por absurdo, que exista w € V satisfazendo

<u,w>=<u,v>VueV

Entao < u,v —w >=0,Vu € V. Como v —w € V, escolhendo u = v — w, temos que

<v-w,v—-w>=0¢—v-—-w=0—v=wn

A consequéncia fundamental desse teorema € que, dado um funcional linear f € H*, existe
uma unica funcdo L : Hx — H que associa f ao espaco H (Mapeamento de Riez). Essa
func¢ado define um isomorfismo linear [10, 2].

Finalmente, mostraremos que a formulacdo variacional (simétrica) de nosso problema mo-

delo € bem posta.

Teorema 5.4 (Problema variacional bem posto) Seja H um espaco de Hilbert, ¢ V.C H
fechado. Se a : HxH — R é uma forma bilinear simétrica, coerciva e limitada, entdo, dado

L € V*, o problema variacional

Acharu € H,a(u,v) = L(v),Yv eV
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possui solucdo unica (e, em particular, é estavel).

Demonstracao:

Temos que a(.,.) define um produto interno em V, e que (V, a) define um espaco de Hilbert
(teorema 5.1). Pelo teorema da Representacao de Riez, e considerando o funcional linear
L :V* — V, existe um unico u € V satisfazendo L(v) = a(u,v),Vv € V. A estabilidade vem

do fato do mapeamento de Riez constituir um isomorfismo. |.

5.2 Teorema de Lax-Milgram

Até aqui, trabalhamos com maior foco em formas bilineares simétricas. O teorema de
Lax-Milgram, por sua vez, garante a existéncia e unicidade para problemas variacionais inde-

pendentemente da sua simetria.

Teorema 5.5 (Lax-Milgram) Seja H um espaco de Hilbert, V. C H fechado. Se a forma

bilinear a : HxH — R ¢ limitada e coerciva, entao VYL € V*, 3 um tinico u € V tal que
a(u,v) =L(v),Yv eV

Demonstracao:

Pelo teorema da Representagao de Riez, podemos definir o funcional A : V — V satisfazendo
a(u,v) =< A(u),v >

Analogamente, VL € V*, podemos associar f € V tal que L(v) =< f,v >. Destarte, devemos

resolver a seguinte equacao funcional [5]:
A(u) = f, que pode ser escritacomo u —rA(u) +rf =u

E suficiente mostrar que 7 : V. — V,T(u) = u — rA(u) + rf é uma contragio para r sufici-
entemente pequeno [5, 10], utilizando ponto fixo de Banach. A existéncia e unicidade segue

diretamente. m
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6 Analise de Convergéncia

A qualidade da solucao de elementos finitos pode ser melhorada ao aumentar o nimero de
células na malha, ou aumentar o grau das fun¢des de base. Deve-se levar em conta, obviamente,
a suavidade do subespacgo Vj,, além da andlise numérica que alicerca o custo computacional. A

defini¢cdo de erro associado a formulacao variacional (2) decorre naturalmente:
Definicao 6.1 (Funcio erro)

e(x) = u(x) —up(x)
ou seja, a diferenca entre a solucdo exata e a aproximagao de Galerkin.

Queremos definir uma cota superior para o erro da aproximagao de Galerkin, bem como
inferir sobre a qualidade dessa aproximacao em diferentes normas (em particular, na norma
Energia e as normas induzidas por H'(Q) e L?()). O seguinte teorema é fundamental para

esse resultado:

Teorema 6.1 (Ortogonalidade de Galerkin) Seja u;, a solucdao do Método de Galerkin. Entdo

a(u—up,v) = / V(u—up).Vvdx =0
Q

Demonstracao:
Temos que

a(u,v) =L(v),Yv € V= a(u,vy) = L(v),Yv, €V},
Usando a aproximacao de Galerkin,
a(up,vy) = L(vp)
Finalmente,
a(u—up,vyp) = L(vp) — L(vp) = 0m

Geometricamente, podemos afirmar que a aproximacao de Galerkin u, € a projecdo ortogonal
no subespaco V},, considerando a norma energia[9].
Com isso em mente, o teorema de Céa fornecerd uma cota superior para o erro da aproximacao

de Galerkin.
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Teorema 6.2 (Teorema de Céa) Sejauy, asolucdo obtida pelo Método de Galerkin, num espaco

de Hilbert H. E vdlida a seguinte estimativa de erro:
M
lu —unlle < —llu=vlla. ¥v €V,

Demonstracao:

Utilizando a equivaléncia das normas, e assumindo forma bilinear coerciva, temos que
2 <
allu —uplly < lau —up,u—up)|

=a(u—up,u+v-—v-—uyp)
=a(u—up,u—v)+a(u—upv—up)

mas da ortogonalidade de Galerkin, o 2° termo se anula, e ficamos com
a(u—up,u—v) < Mllu—up||allu—v||u

M
= ||lu —upllg < EHM —V||g, Vv € Vym

Sob essas hipdteses, temos que uj, € a melhor aproximagdo de # no espago de aproximagao V,

na norma energia.

Teorema 6.3 (Melhor aproximacao) A solucdo aproximada uy, satisfaz ||le||, < ||lu—v||4, Vv €

V.

Esse resultado define um majorante de erro com base no espaco V},, considerando a norma
energia. Entretanto, nem sempre desejamos computar o erro nessa norma. Outrossim, nenhuma
consideracao € feita sobre os parametros numéricos, isto é, o tamanho de malha 4 e o grau de
aproximacao p. Realizaremos essas consideracOes a seguir.

Em particular, notemos que o Interpolante de grau k de u, que denotaremos por uy,,
pertence ao subespaco Vj,. Assim, escolhendo v = u;, podemos construir majorantes para o erro
de aproximagao por meio de seu interpolante, utilizando um teorema bem conhecido da analise

numérica:

Teorema 6.4 Considere um dominio Q discretizado numa malha com células uniformes de
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tamanho h. Dado u € H™'(Q), seja u 1, 0 interpolante de grau k de u, com 1 < m < k. Entdo
aC > 0 tal que

= wlel| g2 + 1l Vi = Vug |2 < CH* ulpay

onde |1 = ||ut||m é a Seminorma de Sobolev[10].

Por exemplo, se desejamos computar o erro na norma L2, temos, pelo teorema da melhor
aproximacgao:

llella = llu — uplla = [V — Vup|| 2
< ||Vu = Vuy ]l
< Ch*|ul

Mas, pela Desigualdade de Poincaré,
|t = unllp2 < Col|V(u = up)ll 2 < CH July

que é uma estimativa nio-6tima em L? [6], uma vez que, pelo Teorema de Céa e pelo teorema
6.4, esperamos convergéncia na ordem de A%*+!.

Para obtermos a taxa 6tima de convergéncia, utilizamos o Truque de Nitsche, definindo o
problema auxiliar

~V2w =e(x),x € Q
)

u = 0 no contorno 9Q

Como e(x) = (u — up)(x) € Vj, tomemos a fungio teste e(x). Temos que e? = —eVw =

/Q e2dQ = — /Q eVZwdQ. Utilizando o teorema de Gauss, temos que

/ede:/Ve.Vw.dQ— / e.nVwds
Q Q 0Q

——————
0, pela Ortogonalidade

= / Ve.Vw.dQ (10)
Q

Utilizando novamente a ortogonalidade de Galerkin, considerando w; € Vj, o interpolante
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da fun¢ao w, temos que

a(u—uh,w)=/VWIV(u—uh)dQ:O (11)
Q —_———

Finalmente, subtraindo (11) de (10), temos que:

/e2d£2=/V(w—w1).VedQ
Q Q

= |lu —upll7, = /QV(W —wp).VedQ
<|IViw = w2 1|IV(u — up)||;2 (Por Cauchy-Schwarz)
= |lu = unll7, < chlwl2 ||V (u = up)l| 2
= |lu = unll7> < chllu = up|| 2 |l g1

= ||u —upll2 < ch*ulga

obtendo a taxa 6tima de convergéncia. M.

7 Experimentos numéricos

De maneira sucinta, um algoritmo de Elementos Finitos é divido em:

* Pré-Processamento: Discretizacdo do dominio em uma malha; formulagdo variacional

do problema continuo; Definicdo das fun¢des de base;

* Processamento: Montagem da matriz de rigidez nos elementos; montagem da matriz de
rigidez global e resolucao (direta ou iterativa) do sistema linear originado do Método de

Galerkin;
* Pé6s-Processamento: Apresentacio de graficos/tabelas; andlise de convergéncia;

A seguir, realizaremos implementacdes computacionais para ilustrar os resultados tedricos
verificados. Os softwares utilizado foram a linguagem de Programacao Python, juntamente da

biblioteca de Andlise de Elementos Finitos FeniCs [8]. Essa biblioteca também estd disponivel
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para GNU Octave. Os graficos tridimensionais foram feitos ao exportar as curvas de nivel

geradas pelo Python ao software ParaView.

7.1 Problema 1

—‘éi—’; =x,0<x<1
u(0)=0
u(l) =0
E imediatio verificar que a solugdo analitica é dada por u(x) = %‘3 + ¢. Vamos obter a

solugao aproximada pelo método de elementos finitos utilizando espagos de Lagrange lineares e

malhas uniformes, comparando a qualidade da aproximagdo para diferentes tamanhos de malha:

0.06

0.05

0.04

0.03

0.02

0.01

0.00

Solugao de Elementos Finitos Solugao de Elementos Finitos

—&— Solugédo Aproximada = —&— Solucdo Aproximada =
Solugdo Analitica 0.06 1 Solugao Analitica

0.051

0.04 1

0.03 1

0.02 1

0.01

0.0

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) (b)

Figura 4: Interpolagao do PVC com malhas com 2 e 4 nés
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Solugdo de Elementos Finitos

Solugéo de Elementos Finitos

—8— Solucéo Aproximada =, —8— solucéo Aproximada .
0.06 7 solucéo Analitica 0.06 1 solugdo Analitica
0.05 A 0.05 ya
o
/ o
/
0.04 0.04 4 IB‘ \
] _,/‘ @
0.03 0.031 o \
0.02 o 0.02 » %
/ \
/ /
0.01 4 rd 0.014 °
/ / \
0.00 £ | | | 0.00 ¥ | | | | :
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
(a) (b)

Figura 5: Interpolacdo do PVC com malhas com 8 e 16 nés

Comparando os erros de interpolacdo conforme refinamos a malha, obtemos

Erro em relagao ao nimero de nos

0.08

0.07

0.06

0.05

0.04 7

Erros

0.03

0.02 1

0.01 —L

—— Norma L2
—— Norma H?

0.00 A

T
64
Numero de Nos

128

Figura 6: Normas de erro ||e||;2 € ||e||1 em relagdo ao nimero de nés na malha

E, em escala logaritmica,

29



Erro em relagdo ao nimero de néds (Escala Logaritmica)

2—2 4
—— Norma L2
—— Norma H!
54— Ul B I declividade 1
Tooreen, | declividade 2
2781
(%]
[=]
E 211 4
2—14 i
2—1? i

T T T T T T T
21 22 23 24 25 26 27
NUmero de Nés

Figura 7: Normas de erro ||e||;2 e ||e||1 em escala log log

Esse exemplo ilustra as taxas de convergéncia em diferentes normas, de forma que

llellz2 < Ch®

llelln < Ch

7.2 Problema 2

Consideremos a seguinte equacao de Poisson em duas dimensoes:

—V2u +u = (27% + 1)sen(nx)sen(ny), em (0, 1)x(0, 1) a2
u=0em o0Q

Sua soluc¢do analitica € dada por u(x, y) = sen(nx).sen(my)
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Solucao Exata

T 1.0

Figura 8: Solucdo analitica para o problema (12)

As solucdes de Elementos Finitos para diferentes tamanhos de malha sdo dadas por:

Solugédo de Elementos Finitos

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

(a) (b)

Figura 9: Malha com h,,,,, =0, 5.
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Solugdo de Elementos Finitos

0.8
0.6

0.4 0.6

04

R 0.2
0.2

— 0.0e+00
T T T T T T 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) (b)

Figura 10: Malha com h,,,, = 0, 25.

Solugao de Elementos Finitos

1.0 1
0.8
0.8
— 1.0e+00
0.6 0.6
0.4 1 0.4
0.2 02
— 0.0e+00
0.0
T T T T T T 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
(a) (b)

Figura 11: Malha com h,,,, = 0, 0625

Os erros da solugao de Elementos Finitos em relacdo ao nimero de malhas sdo descritos

por:
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Erro em relagao ao nimero de nds Erro em relagao ao nlimero de nos

—— Norma L2 —— Norma L2
1.4 —— Norma H! — Norma H*
0.4
1.2
1.0 0.34
é 0.8 é
w [m)
0.6 1 0.2
0.4
0.1+
0.01 0.0 -L
248 16 32 64 128 248 16 32 64 128

Numero de Nés Numero de Nos

(a) (b)

Figura 12: Erros de aproximacao para bases lagrangeanas: (a) Lineares (b) Quadraticas

Erro em relagao ao nimero de nos (Escala Logaritmica) Erro em relagao ao nimero de nos (Escala Logaritmica)
20 —— Norma L2 —— Norma L2
— Norma H! >3 el —— Norma H!
22 R B e R R L declividade 1 T declividade 2
e TS e declividade 2 e ===+ declividade 3
S T T N B 2-6 *a
2—5 4 ~ 2—9 4
8 8
& e 5
E 7-12
2—][! 4
2—15 B
2*]2 4
2-14 2-18 4
' ' ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ' ' ‘ '
2 2 2 2* 2 26 2 2 2 23 2 2 2
Namero de Nos Namero de Nos

(a) (b)

Figura 13: Erros de aproximacao para bases lagrangeanas: (a) Lineares (b) Quadraticas

Podemos notar que o uso de bases quadréticas produz, conforme esperado, as taxas de

convergencia:

Ch’

IA

llellz2

Ch?

IA

|lellp
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7.3 Problema 3

Por fim, vamos considerar uma equacao de Poisson com condi¢des de contorno de Neumann:

V2 =e 20" emQ=x2+y? <1
Tu=yemIp (13)

n.Vu = cos(x) emI'y

As solugoes de Elementos Finitos para diferentes diametros de malha, bem como os vetores

gradiente, sdo dados por:

vu
Solugao de Elementos Finitos
1.00 A -~ 5
1.00 | »
2.0 0.75 4 -
0.75 A ¥
-
0501 = - - S 4
0.50 1 15
0.25 = - s
0.25 - Da -
1.0 5
0.00 - = W *
0.00
0.5 -, *
— | -
_0.251 0.25 ~ . w X
2
0.50 A 0.0 —0.50 AN \
- ~— \ \
- \
-0.75 1 g5 0757 1
"‘—.__. 1
—1.00 A —1.00 A
T T T T T T T T T T
-1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
(a) (b)

Figura 14: Malha com A4, = 0.5
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Solucéo de Elementos Finitos
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2.0 0.75 SRS 5 Sl S
N - 4 -
0.75 . SO v AN \ 8
05041 + 7 AN e T~
0.50 - 1.5 T - - - kY
5 N AVA!
0251 v 7w~ ® ¥ ~ T %Yy 6
0.25 1.0 ) T R ¥ - - ¥ %>
1= Pui - >
0.00 - 0.00 % ~ “ - % % “ o
0.5 N RN WY v
0.25 0254 % e T % ™ L a
0. Y W % \ % %
- .. %
-050 1 00 —os0 T T I YW NN\ %y
B
- = \\\\ \ \\
—0.75 1 05 9731 i g N I \ \ LY 2
-
1001 —1.001 _—
: : : : . . . . . .
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 10
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Figura 15: Malha com Ay, = 0.25
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Figura 16: Malha com A, = 0.125

8 Conclusao

O emprego do Método dos Elementos Finitos teve um inicio relativamente recente, na
metade do século 20. Por conseguinte, sua formalizacao rigorosa na literatura estd em constante
expansao, abrangendo varios resultados da andlise funcional e da algebra linear. O propdsito
desse trabalho foi destacar os pilares que permitam essa formalizacao, com foco em problemas

de natureza eliptica, e apresentar aproximacoes conformes para formulagdes em um campo
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utilizando elementos de Lagrange. Do ponto de vista numérico, os problemas computacionais
propostos ilustraram satisfatériamente a aplicacio do Método de Galerkin ao problema de
Poisson.

A andlise de Elementos Finitos aqui discutida pode também ser aplicada em EDPS pa-
rabdlicas e hiperbdlicas, levando em conta suas respectivas modelagens e condicoes de estabili-
dade. Os resultados que garantem a existéncia e unicidade das solugdes nessas equagdes sao de

certa forma uma generalizacao do teorema de Lax-Milgram[1, 2].
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