NA
Y

UNICAMP

UNIVERSIDADE ESTADUAL DE CAMPINAS
INSTITUTO DE MATEMATICA, ESTATISTICA E COMPUTACAO CIENTIFICA
DEPARTAMENTO DE MATEMATICA APLICADA IMECC

Mariana Aiko Ichicawa Ogido

Exercicios de Matematica Elementar

Monografia apresentada ao Instituto de Matematica,
Estatistica e Computacdo Cientifica da Universidade
Estadual de Campinas como parte dos requisitos para
obtencao de créditos na disciplina Projeto de Ex-
tensdo Supervisionado, sob a orientagdo do(a) Prof.
Marcelo Firer.

Campinas
2023



Sequéncias, Limites e Séries



Sumario

1__Enunciados

2 Resolucoes

3 Ideias|

95



Enunciados

[1. Um quadrado magico € uma tabela 3 X 3, preenchida
com numeros d,, d,, **+, dy tais que a soma das entra-
das em cada linha, em cada coluna e nas duas diago-
nais € sempre a mesma. Mostre que, se d;,d,,**, dg
for uma PA, entdo é possivel construir um quadrado
magico com estes nimeros.

1 1 1
x+y?’ y+2’ 2+x

,x%, y? também é progressdo aritmética.

2. Prove que se € uma progressao aritmetica

entio z2

[3] Determine no quadro abaixo:

1

3 5

7 9 11
13 15 17 19

21 23 25 27 29
(@) o primeiro elemento da 312 linha.
(b) a soma dos elementos da 312 linha.

4. Considere uma progressao aritmética, tal que o pri-
meiro termo € —11 e arazdo ¢ 7. Calcule S,, (soma
dos 23 primeiros termos da progressao).
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5. Considere uma progressao aritmética, tal que o sétimo
termo € 31 e o vigésimo termo ¢ 122. Calcule S,,
(soma dos 22 primeiros termos da progressao).

Determine o segundo termo da P.A. emquea; =2 e
a = 7.

[7]Determine a razdo da P.A. crescente (y + 5, y%,3y +
1,...).

Determine a tal que a’, (a + 1)? e (a + 5)2 sejam tres
termos consecutivos de uma P.A.

Q. Considerando x = 0 simplifique a expressdo A =
x-S

[10. Calcule o valor da soma de n parcelas 1+ 11+ 111 +
o4+ 111... 1.

[11J]A soma de trés nimeros em progressao geomeétrica
é 1/4. Subtraindo-se 1 ao primeiro, eles passam a
formar uma progressao aritmética. Calcule-os.

[12.Qual o valor de a para que

1 a 1 a 1
— 44— ——+4 ... =32
4 9 8

a
3

[13.] Considere uma progressiao geométrica finita, tal que
o primeiro termo € 3, a razao é —2 e o ultimo termo
vale —6144. Quantos termos tem essa progressio?

[14.Qual a quantidade de termos da progressao geomé-
trica 1,3,9, 27, ..., a, sabendo-se que a soma dos ter-
mos € 32807?

[I5])Sejam x e y numeros reais, x # 0, de forma que
a sequéncia (x, xy, 3x) seja uma progressao geomeé-
trica alternada. Calcule a razdo desta sequéncia.
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3 3 3
[16]Qual é o resultado daraiz '\ 2 - \/2- \/2- </2- V2.2
?

[I7.]Determine e demonstre os seguintes limites, usando
apenas a definicdo de limites e eventualmente limites
que ja tenhamos demonstrado:

an+p
(@) lim ——, com a, B € R constantes.
n

n—oo

o
(b) im —, com a € R constante.
n—oo N

o
() lim — D com 0 < p/q € Q.

n—oo NP

1
[18.] Demonstre, a partir da definicdo, que lim — = 0.

n—oo N

[19.Para cada um dos itens a seguir, determine o limite L
da sequéncia em questao. Tendo um candidato para
o limite L, demonstre que este € de fato o limite, a
partir da defini¢ao de limite.

1
(a) a, = ZE,

1
(b) b, =3+ —;
n
(¢) ¢, = a—, com a € R constante;
n

1
(d) d, = B + —, com B € R constante;
n

20.(@) Observando a figura a seguir, mostre que, para
0 <x <m/2, temos que 0 < sin(x) < x. Conclua

que lim sin(1/n) = 0.
n—oo
5



2,
C

n—oo

tado do item (a) da questao.

(b) Mostre que lim cos(—) = 1. Dica: Utilize o resul-
n -

(c) (D1FiciL) Mostre que lim nsin(—) = 1. Dica:

n—o0 n

Pense geometricamente € mostre antes que, para

0 < x < /2, temos que

sin(x) 1
0 < cos(x) < < .
X cos(x)

21.Xa) Mostre que, se

lim a, = 0 = lim sin(x + a,) = sin(x)
n—oo n—oo

(b) Mostre que
sin(x +h) —sin(x) sin(%)

h
h 3

cos(x + =
( 2)

(c) Utilize os itens anteriores para demonstrar que

sin(x + =) — sin(x)

lim = cos(x).

n—oo 1

6



Utilizando as propriedades de limites, demonstre que

. 3n+2 3
(@) lim = —
n—oo2n+5 2
b) 1 n+1 0
im =
n—oon2 + 1
23. Seja (b,)) uma sequéncia com lim b, = 0. Mostre que,

n—oo

se existe constante 0 <D € Rtaisque —-D <a, <D
para todo n € N (ou seja, se a, € uma sequéncia
limitada), entdo lim a, b, = 0.

n—oo

24.]Dé um exemplo de sequéncias (a,) e (b,) que ndo

sejam convergentes (ou seja, lim a, e lim b, nao
n—o0 n—oo

existem) e para as quais existam os limites lim a,+b,,

n—oo

lima b e lim a./b..
n_)oonn Tl—>00n n

25.]Sejam (a,) e (b,) sequéncias positivas. Mostre que se
(0. 0) g o0
anlAbn converge e a, < b, entao Ynz1 G, CONVErge
(vocé deve assumir que toda sequéncia mondtona
limitada € convergente).

Seja (a,) sequéncia positiva. Mostre que, se existe
0 <r<1talque

an+1

a,

=<r

entdo .2 ; a, converge. Dica: Utilize o item anterior.

27)] (Nao unicidade da representacao decimal) Seja
x € Q e suponha que

b,a;a,...a,
é representacao decimal de x, onde b € Z € a parte
inteira, a;, € {0,1,2,---,9} e a, # 0. Mostre que

b,a,a,...(a, — 1)9 também é representacao decimal
de x.
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28] Determine se as séries abaixo sdo convergentes ou di-
vergentes. Caso seja convergente, determine o limite.

@ =2, 33"
(b) £, 33"

29.] Determine duas progressdes geométricas (a,) e (b,)
X ~ : o0 — o0 —
clom razdondonulataisque ¥:>7 ;a, =mwe .02, b, =

=
Represente na forma de fragdo os racionais x = 140, 4
e y =1,003456.



Resolucoes

[ Resposta:

Pelo enunciado, sabemos que o quadrado magico é
uma tabela 3 X3, preenchida com numeros a,, d, ..., dg
tais que a soma das entradas em cada linha, em cada
coluna e nas diagonais é sempre a mesma. E que
nem sempre € possivel montar um quadrado magico
de ordem 3 a partir de qualquer sequéncia numeérica.
Isto é facil de ver, pois se considerarmos a sequéncia

1,2,3,4,5,6,7,8,10,11

Nao é possivel organizar os nimeros de modo que
a soma de linhas, colunas e diagonais seja sempre a
mesma

Mas, se considerarmos os elementos da sequéncia

1,2,3,5,6,7,9,10,11

Conseguimos preencher a tabela 3 x 3 para formar
um quadrado magico.
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10 | 1 7

S |11 | 2

Quadrado magico

Agora, se esta sequéncia numérica de nove elementos
for uma P.A.,temos, sendo r a razdo da P.A,

a, a, d; a,|ds 4y a, dg dg

|

—-r a5+r

ds

a5—2r a5+2r

a5—3r a5+3r

As_4r Asyar

O termo médio a. devera preencher a posi¢do central
do quadrado, os termos pares os vértices e os impares
as posicoes vagas das linhas e colunas, de acordo com
a representacao abaixo:

Assim, devemos ter
*a,ta,tag = (ag—3r)+(as+2r)+(as+r) = 3ag
* a4 +ag +a; = (ag+4r) +as + (ag — 4r) = 3as
* a,+as+ag = (ag—r)+(ag—2r)+(as+3r) = 3ag
10



a,+aqy+a, = (ag—3r)+(as+4r)+(as—r) = 3ag

a, +ag +a; = (ag + 2r) + as + (as — 2r) = 3ag

ag+a, t+ag = (ag+r)+(as—4r)+(as+3r) = 3as
*a,+ag+ag=(as—3r) +as + (ag + 3r) = 3as
*a,+as+ag=(as—r)+ag+ (ag+r)=3ag
Ou seja,

a2+a7+a6 = a9+a5+a1 = a4—|—a3+a8 = a2+a9+a4 =
a7+a5+a3 = a6+a1+a8 = a2+a5+a8 = a4+a5+a6

Provando que os elementos de qualquer PA podem
ser usados para construir quadrados magicos de or-
dem 3.

Entao, se considerarmos a PA:

1,2,3,4,5,6,7,8e9

Temos:

2 6
9 1
4 8

ou
41912
3|57
6

ou

11



1/5]9
6 7|2

Possibilidades de Quadrado magicos

E os demais quadrados magicos sdo obtidos pela ro-
tacdo de 90° no sentido hordrio ou anti-horario.

2] Se
1 1 1

x+y y+z z+x

€ uma progressao aritmética, entao, o termo central
é média aritmética dos termos extremos. Assim,

1 1
1 S tam @+ +(c+y)

y+z_ 2 2x+y)(z+ x)

Portanto,
2+ y)z+x) = +2)[(=z+x)+ (x+y)]
Desenvolvendo os produtos, temos

2X24+2x%4+2yz+2xy = yz+2xy+yi+2°+2x2+yz

Note que alguns termos se cancelam, assim
2X% +2x% 4+ 2yZ+2xY = 2y2 + 2xV + y° + 2% + 2x%

Portanto, temos que
y2 + 22
2

Portanto x2 é o termo médio da PA = {z?%, x?, y? },
como querfamos provar.

12
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[3.(a) Antes de tudo, observe que cada uma das linhas é
uma progressao aritmética de passo 2.

1
3 )
7 9 11

13 15 17 19
21 23 25 27 29

311 4312 d31,31

Para entendermos o comportamento de cada linha,
precisamos determinar o termo inicial de cada uma
destas linhas.

Vamos considerar o primeiro termo de cada linha,
ou seja:

app =1, ay =3, ay=7,
a,, =13, as =21,

Se considerarmos a sequéncia temos que

a1’1=1,

aQy; =3=0a;;+2=1+2

g1 =7=0ay;+4=1+2+4
ay1=13=0a3; +6=1+2+4+6

s, =21=a,;,+8=1+2+4+6+8).
P.A. dezltermos

Agora sim sabemos como proceder: a soma de n
termos de uma P.A. de passo r comecando em a, €
dada por

B (a; +a )n

no 2
13




€ N0 NOSSO caso, coma; = 2ea, =a;+r-(n—1) =
2+ 2(n — 1) = 2n obtemos que

(24 2n)n
S =

N 5 = (n+ 1)n.

Em particular, obtemos

(2-O+2)-O_1

a; =1+ 5
2:-1+2)-1

ay; =1+ 5 =3
2:24+2)-2

a3,1=1+ 5 =
2:-3+2)-3

a,, =1+ =13

’ 2

(2:-30+2)-30

a3, =1+ 5 =931

Portanto, o primeiro termo da 312 linha é 931.

(b) Para calcularmos S;;, que € a soma dos elementos
da 312 linha, precisamos do 1° elemento desta
linha (a5, ; = 931), calculado anteriormente, e de

as31,31-
Como cada linha é uma P.A. de passo 2, podemos

obter o valor de as, 5, pela formula do termo geral
de uma P.A..

a =a,+(n—-1-r
3131 = Gz + (31 —1) -2
d313; = 991

14



Assim,

B (an’1 + an’n) - n

S =
" 2
(931 +991) - 31
31 2
Sy, = 29.791

(4. Para obter a soma S, dos n primeiros termos de uma
P.A. utilizamos a seguinte equacao.

_(ay+a)-r

15



A soma de uma Progressao Aritmética
Muitas vezes é dificil memorizar algumas equa-
coes. Assim, € possivel deduzir a equacao da
“soma dos n primeiros termos de uma P.A. ”, ou
seja, S, .

Seja a,, a,, ds, ..., a,_q,d, Uma P.A. Somando
esses termos, e adicionando-se a ela a soma
dos S, termos da P.A com os termos invertidos,
S,=a,+a,+a;+..+a, ;+ta,

n

S,=a,+a, ;+..+a;+a,+a

n

Note que a, = a; +2,a; =a; +2r,ea, ; =
a, —r,a, , =a, —2r. Onde, somando termo

a termo as duas equacoes anteriores obtemos
25 =(a; +a)+ (a; +a,)+..+(a; +a,).

Assim,
258 =n(a; +a,)

Portanto, a equacao da soma dos n termos de
uma P.A é

(a; +a )n
n = 2
Do enunciado, temos que a, = —11 er = 7. Para

calcular S,, precisamos primeiro obter o valor de a..
Utilizando a equacao geral dos termos de uma P.A.
temos:

a=a,+(n—-1)-r
dyg = —11+(23—-1) -7 =143

16



Por fim, podemos calcular S,

(—11 + 143) - 23
B 2

= 1.518

523

5. Para descobrir a soma dos primeiros 22 termos de
uma P.A. utilizaremos a equacio da soma de termos
de uma P.A. com n = 22.

(ay, +ay) - 22
22 = 9

Assim, temos que descobrir os valores de a, e a,,.

Primeiramente, para obter a, utilizaremos a equagao
do termo geral da P.A.

a, =a;+n—Dr

Partindo entdo das informacoes dadas pelo problema,
temos que a, = 31 e a,, = 122, substituindo essas
informacoOes na equacao do termo geral, temos que,

a,=a,+(7-1)-r & 3l=a, +6r
dyo =a; +(20—-1)-r & 122 =a,; + 19r

Com as duas equacoes encontradas podemos desco-
brir os valores de a, e r resolvendo o seguinte sistema.

a, + 6r =31
a, + 19r = 122

Isolando a, na primeira equacio, temos que a, =
31 — 6r. Ao substituirmos a, na segunda equacao,
temos entao,

17



31 —6r+19r = 122
Logo, r = 7.

Com essa informacio, podemos agora calcular quem
é o primeiro termo da sequéncia substituindo a razao
encontrada na equacdo a, = 31 — 6r. Assim

a, =31-6-7
Logo, a; = —11.

Temos entdo os dados necessarios para encontrarmos
o vigésimo segundo termo da P.A.. Utilizando nova-
mente a equacao do termo geral de uma P.A.,

dy, = —11+(22-1) -7,
temos que, a,, = 136.

Agora, com todas as informacodes obtidas podemos
finalmente realizar a soma dos 22 primeiros termos
da P.A.:

(—11 + 136) - 22
B 2

S,y = 1375

Sejam os termos a; = 2 e a, = 7. Entdo
)a, =2
IDa,=a, +r
) ag =a,+r=(a, +r)+r=a; +2r
Substituindo I e II em III e sabendo que a; = 7, temos

7 =24 2r

Logo,

18



Assim, de II, temos que

5 9
a2=2+§=§.

[/.]Vamos considerar o n-ésimo termo a, de uma P.A.. O

termo seguinte € obtido somando-se a a, a razdor e
o termo anterior subtraindo r, ou seja:

a, ,=a,—-rea, ;=4d, +T.

Somando estes dois termos obtemos que
a_,+ta ., =@, —r)+(a,+r)=2a,

0 que equivale a dizermos que

an—l + an+1
Cln = 5 ,

ou seja:

“Um termo qualquer de uma progressdo aritmética pode
ser obtido através da média aritmética dos seus dois
termos viginhos.”

Nao ¢ dificil verificar que o mesmo raciocinio vale se
considerarmos a,,_, e a, ;..

Assim, dada a P.A. (y +5,y2,3y + 1,...), e conside-
rando a propriedade citada acima, temos que

2

(y+5)+@By+1) 4y+6
y = =

2 2
Simplificando numerador e denominador

y2=2y+3
19



Logo, temos a seguinte equacdo de segundo grau

y*=2y-3=0

Cuja solucoes sdo y = 3 ou y = —1. Com isso temos
duas possibilidades para nossa sequéncia, uma para
cada valor de y encontrado.

*Se y = —1, a sequéncia (y + 5,y%,3y + 1,...)
sera (4,1,—2), que é uma sequéncia que niao nos
convém, pois ela € decrescente, e segundo o enun-
ciado, a sequencia em questao é crescente;

e Se y = 3 asequéncia (y +5,y%,3y +1,...) serd
(8,9,10) que ¢ uma sequéncia crescente como
buscamos.

Portanto, r = 3.

Em uma P.A qualquer, dados trés termos sequenciais,
temos

_ _ 2
a=a, ;+r=a"+r

n
— — _ 42
a,,=a,+r=a, ;+2r=a"+2r

n+1l

Segundo o enunciado, temos que a,_; = a” logo
a, = (a+1)?=ad’>+2a+1
a ., =(a+5)*=a*+10a+ 25

Assim, igualando as duas expressoes para a, e q,,,,
obtemos o sistema

a’+2a+1 =a’+r (2.1)
a’?+10a + 25 = a’ + 2r (2.2)

Entao, substituindo [2.1|em [2.2] e isolando r, obtemos

a?+10a+25=a’+2a+1+r=8a+24=r
20



Como as diferencas entre os termos a, € a,_, € tam-
llaem entre a,, , € a, devem ser iguais, podemos iguala-
as

2a +1=8a+ 24

e temos que

Recordando algumas propriedades da radiciacao e
potenciacgao:

e Multiplicacdo de poténcias de mesma
base:
Quando se multiplica poténcias de mesma
base, é possivel manter a base e somar os
expoentes.
xm . xn — xm+n

e Raiz em forma de poténcia:
Como a radiciacao é a operacao inversa da
potenciacao, todo radical pode ser escrito
na forma de poténcia.
Wxn = xm

* Raiz de uma raiz:
Quando temos uma raiz de outra raiz, po-
demos manter o radicando e multiplicar os
indices.

Yk = "X
Com isso, note que

A=¥x -Vx- ¥x-..




Por fim, perceba que os expoentes formam a soma de
uma P.G infinita com razdo g = 1/3.

+2—7+....

\O|=

—+

W=

A=Xx

Entao, temos que

Simplificando o expoente, temos

A=x2=A=+x.

[10.]Seja S a soma dos elementos de uma sequéncia de
1,11,111,.... Observe que os termos dessa sequéncia

podem ser escritos da seguinte forma

a, =1
a,=11=1+10

a; =111=1+10+ 10°

a, =111..1=1+10+10* +... + 10!

onde cada termo ¢é a soma de uma P.G. de razao 10 e
termo inicial a, = 1.

al-(q”—l) 10" -1 10" -1
a = = =
qg-—1 10 -1 9

n
22




Entao,

(10—1) 10%°-1 10" —1

S: + +”'+
9 9 9

__(104—1024—~-+-1O”)—-n
- 9
- 10(10" -1)/(10-1) = n
a 9

10(10"=1) —n
pr— 92 .

11.]Do enunciado, considerando uma P.G = {a, b, c},
temos:

1
+b+c=- 1
a =7 (1)

E, subtraindo 1 do primeiro termo, obtemos a P.A =
{(a-1), b, c}

Entao, considerando a P.A, temos:

a—1)+c
,_@-D
2
Portanto,
a+c—2b=1 (2)

Considerando (1) e (2), temos:

a+b+c=g
a—2b+c=1

E, obtemos o valor de b.

3 1
3b=--=>b=—
4 4

23



Considerando que o termo central da P.G pode ser
obtido por b* = ac, temos

) 1
b =ac = ac = — (3)
16
Substituindo o valor de b em (1), temos:
1 1 2
a——+4+c=—-——a+c=-—
4 4 4
Portanto,
1
a=—-—¢ 4
5 (4)
Assim, considerando (3) e (4), temos
1 1 , ¢ 1
(——c)c=— —Cc“+=-——=0
2 16 2 16
P — 1 — 1
ortanto, ¢ = ; e da = 4
Logo,
P.G= {7, —, 3}, com razdo q = —1,
PA= {-32, -1, 2}, comrazdor = 2.
[12.] Podemos reorganizar a igualdade dada da seguinte
forma:
a a a 1 1 1
3 9 27 4 8 16

Ou seja, a igualdade € igual a soma de duas P.G.’s
infinitas S, e S, .

1
Sabendo que a razdo da P.G, € q; = 3 temos que:
a
2 a
Sool = i]. = E
1— =
3



1
E que arazdoda P.G, € q, = 5 temos que:

1
4 1
e
1__
2
Como
a 1 a 1 a 1
3 4 9 8 27 16 1 %2

substituindo os valores encontrados, temos

1
—— =32 = a = 65.
2

N[ Q

[13.] Considerando as informacoes do problema, temos

que:
a, =3
q=-—2
a, = —6144

Sabendo que o termo geral da P.G. é:

_ . An—1
an —Cl1 q

Substituindo pelos valores acima, temos

—6144 = 3(-2)""! = —2048 = (-2)"!

Note que —2048 = (—2)'!. Substituindo, temos

(_2)11 — (_z)n—l
25



Agora resta comparar os expoentes, pois se ambos
os lados da igualdade possuem a mesma base, os
expoentes devem ser iguais. Sendo assim,

11=n-1

Portanto, ha 12 termos.

[14. Relembremos da teoria a expressao para a soma dos
termos de uma P.G finita:

a,-(@"—1)
q—1

S =

n

Temos as seguintes informacoes dadas pelo enunciado
do problema:

S = 3280
a1=1
q=3

Com isso, temos que:

13"-1) 3"-1
3280 = =
3—-1 2

Ou seja,
3" =6560 + 1

Note que 6561 = 3%. Substituindo, temos
3n — 38

Como ambos os lados da igualdade possuem a mesma
base, os expoentes devem ser iguais. Sendo assim,
n = 8.

26



[15]Para calcular a razdo q de uma P.G basta dividir dois
. a
termos consecutivos, ¢ = -, Desse modo,

n

q=——=)
X

Usando a propriedade que o produto dos extremos é
igual ao quadrado do elemento central, temos

(xy)2 =Xx-3x
Logo,
X’y?=3x*=y = +/3

Como o enunciado diz que a P.G. é alternada, entao
a razao deve ser negativa, assim, podemos descartar
o valor positivo. Portanto,

q=-V3.

Temos que:

3 2-jz-i/z-f/z-\?’/z-W:zé-z(é)z...z(é)n...

Ou seja,

3 3 ; )
2-Jz.\/2.\/2.\3/2.€/f:2§+5+---+3}1+---

Note que as parcelas da soma do expoente formam
uma P.G. de infinitos termos. Utilizando a equacao
da soma infinita de uma P.G.

a,

1—¢q
27
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onde g = % é arazao da P.G (g pode ser obtido através
da divisao de dois termos consecutivos da P.G), temos

. - an+p
[I7.Xa) Queremos analisar lim ———, com a, € R.
n— oo n
A s oo _ an+b
Temos uma sequéncia (a,);.,, onde a, = <=,
Podemos escrever
an+p an P p
n n n n

Perceba que para n suficientemente grande, o termo

g se aproxima de O tanto quanto a gente queira.
Neste caso, a, tenderd ao valor a. Temos entdo

lim a, = a. Demonstremos agora este resultado
n—oo

matematicamente.

Seja € > 0 arbitrario. Queremos determinar N de
modo que, para todo n > N tenhamos |a, —a| < €.
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Note que

|B] B

=— <€ — n>—
n &£

p

n

la, —a| = ‘a-l—é—a‘ =
n

Entdo, basta que tomemos N > %' e o resultado
estd demonstrado.

a

(b) Queremos determinar lim —, com a € R. A

n—oo N
sequencia neste caso €

(04
(b ) = (5)

Note que, a medida em que n se torna grande, o
termo geral -3 tende a zero, afinal o denominador

esta ficando grande. Demonstremos entdao que
lim b_ = 0.

n—oo n

Seja € > 0 arbitrario. Queremos determinar N tal
que, para todo n > N, tenhamos |b, — 0| < e.
Note que

04
|bn—0|=§—o‘
o ot |
s |af
 n > —
E
3/ o
& n > _—
£
S =3280
a1=
q=3



3/]a]

Tomando N > — 0 resultado esta demons-

trado.

o
. o . B
(c) Queremos determinar que r111—>rIc;lo p> com o € Q.p-
n4

a
.= (1)
na/n

P
. . . ~ = p
Primeiro, analisemos a expressao nd4, com ¢ € Q.o

A sequéncia é

e n € Z_,. E bastante simples ver que, neste caso,

B V4 . . .
nad é estritamente crescente e estritamente posi-
tiva. Portanto, a medida em que n se torna grande,
temos que c, tende a zero, qualquer que seja a cons-

a
tante a. Portanto, mostremos que lim — = 0.
n—oo =

n4

Seja € > 0 arbitrario. Queremos determinar N tal
que, para todo n > N, vale |c, — 0| < &. Note que

_ ol e
lc,— 0| =|—5|=—F=—F <¢
nd lna|  nad
q
e o] CIRY:
— nNi1>—— n>|—
£ £

Note que o expoente 1% esta bem definido, isto €,
p # 0. De fato, afinal % # 0 < p # 0. Portanto,

g .
tomando N > (%)P, o resultado fica demons-
trado.

[18.) Queremos mostrar, de acordo com a definicao, que
30



lim — = 0. A sequéncia em questdo é

n—oo N
1
(an)n€Z>O =\ =

nJnez>0

Com L = 0, conforme discutido acima. Considere-
mos € um valor positivo arbitrario. Se conseguirmos
encontrar N em funcdo desse € tal que |a, — L| <€
para todo n > N, a demonstracdo estara finalizada.

Note que
1 1 1
la, Ll =|=-0|=|-| == <&
n n n
n é positivo!
1] C 1
Note que a condicdo — < ¢ € equivalente a n > <.
n

Entdo, para todo n > % temos que

;zlan—L| < €&

Entao, podemos definir N como o menor inteiro maior
que % e a demonstracao esta finalizada. Em geral,

representamos apenas N > %

[19.(a) Consideremos a sequéncia

@~ ;)
a -0 — | —
n’neZ=0 N J nez=0

Nosso primeiro objetivo € investigar seu limite, isto
é, para qual numero a sequéncia tende quando n
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cresce arbitrariamente.

(a,, a,, a3, cee 5 Q1005 -+ 5 Q10005 +++)

(225 105 To00)
B 3°7"7100° """’ 1000

= (2,1,0.67,...,0.02,...,0.002,...)

Note que a sequencia esta tendendo a zero, ou
seja, lim a, = 0. Facamos a demonstracdo desse

n—oo

fato. Como sempre, fixemos € um nimero positivo
arbitrdrio. O objetivo agora € encontrar N € Z_,
tal que

2 2
Vn> Nvaleque |a,—L| = ——O‘:—<£
n n

Note que a expressdo = < ¢ é equivalente a n > 2.
Entdo, para todo n > 2 temos |a, — L| = 2 < e.

Portanto, basta que definamos N > % e a demons-
tracdo estd finalizada.

(b) Consideremos a sequéncia

1
(b )n€Z>O (3 + )
N J nez=0

Primeiro, investiguemos o limite de (b, ), quando
n cresce indefinidamente. Note que, quando n se

torna suficientemente grande, o termo — tende a 0,
n

restando apenas o 3. (Para se convencer, faca uma
!1sta dos Vglores by, b,, s b1000 -+ 1gua} felto\nq
item anterior). Sendo assim, nosso candidato a li-
mite é 3. Agora, demonstrando matematicamente,
fixemos € > 0 arbitrario. Para este valor, queremos

32



encontrar N € Z_, tal que

1 1
b —L| =‘(3+—)—3‘=—<g
n

n

para todo n > N. Notando a equivaléncia % <
¢ < n>1temos que

1
n>-=|b —L|=-<¢
£ n

Entdo, definimos N > % e a demonstracao esta
finalizada.

(c) Consideremos a sequéncia

1
(c.), = (a—)
nJjn

Com a € R. Investiguemos o limite de (c,). Note
que, independente do valor de a, quando n se
tornar suficientemente grande, o termo ¢, tendera

a zero. Portanto, L = lim ¢, = 0. Mostremos
n—oo

esse fato matematicamente. Seja € > 0 arbitrario.
Precisamos encontrar N tal que, para todon > N

temos |c, —L| < €. Note que

(04

n

K4 K4
=— <€ &> n>—

c,—L| =
L n £

(04
|
n

Portanto, basta que tomemos N > |i€| e a demons-
tracao esta finalizada.

(d) Consideremos

1
(dn)n€Z>O = (,B + _)
nJnez>0
33



Com f € R. Usaremos a mesma ideia do item (b).

Note que, a medida que n se torna grande, % tende
a 0, concluimos entdo que lim d, = p. Precisa-

n—00

mos agora mostrar matematicamente esse fato, de
acordo com a definicao.

Fixando € > 0 arbitrdrio, nosso objetivo é encon-
trar N € Z_, tal que, para todo n > N, tenhamos

1 1
d,~ Bl =|p+>—p| = <
n n

Conforme os casos anteriores, basta que tomemos
N > %

20.@) A partir da figura, queremos mostrar que 0 <

sen(x) < x, paratodo 0 < x < 7.

Note que a figura representa um circulo de raio
1, afinal o cateto oposto ao angulo x do triangulo
retangulo vale sen(x):

Agora, note que a drea do setor circular de angulo
central x (A,) € igual a soma da area do tridngulo
hachurado (A,) com a area restante hachurada
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(A,), isto &,
A=A +A,

Temos que, paratodo 0 < x < %, A, = 0. Portanto,
€ facil perceber que para todo 0 < x < 7,
A=A +A. =ZA =0

Note que podemos calcular A, facilmente, afinal ¢
area de um triangulo isésceles. Portanto,

=—-.1-1-sen(x) = sen(x)

A
‘2 2

(Esta expressdo para a area ja foi demonstrada em
listas anteriores). Por outro lado, A, € a area do
setor de um circulo, portanto

X 9 X
AS=E°T['(1) =§

Finalmente, para todo 0 = x = 3, como x >
sen(x), temos

sen(x)

5 >0=>x=sen(x)=0

X
AzAZ0=">

como queriamos demonstrar.

1 =z
Note que, para todon € Z_,, temos 0 < — < 5
n
Portanto, vale a desigualdade mostrada acima para
1
X =—:
n

1 1
paratodon € Z_,, 0 < sen(—) < —
n n
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Pelo Teorema do Confronto,

1 1
lim 0 < lim sen(—) < lim —
n

n—oo n—oo n—oo N

n—oo

1
= lim sen(—) =0
n—oo n

1
= 0< lim sen(—) <0
n

(b) Queremos mostrar que lim cos(—) = 1. Para isso,
n—oo n

adotaremos a seguinte estratégia: mostraremos
que

i. Para todon € Z_,,

o(3) - 1o ()« ()
|

ii. para todo n € Z_,, vale

1
1 1 2
1 —senz(—) < (1 —senz(— ) <1;
n n

1
iii. lim 1 — senz(—) = lim 1 =1.

n—o0 n n— o0

Entdo, por 2 e 3 serem as hipdteses do Teorema
do Confronto, concluiremos que

| IV 1
lim [ 1 —sen (—) = lim cos(—) =1
n— o0 n n— oo n

e o resultado estara demonstrado.
Mostremos o que foi prometido.

i. Pela relacao fundamental da trigonometria, te-
mos cos(x) = i\/l — sen?(x), para todo x € R.
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ii.

iii.

Para x € [0, Z], vale cos(x) = \/1 — sen?(x).
Entdo, notando que, para n € Z_,, vale % S
[0, Z], podemos fazer x = + e obter

o) ()

1
Por 0 = senz(—) < 1 paratodon € Z_,,, temos
n
of 1 .
O<1l-sen’|—)=<1 (™)
n

n
para todo x € [0, 1], vale v/x = x. Entdo, por

1

1 1\ \?2

(x), temos 1 — senz(—) < (1 — senz(—)) .
n n

Com as duas desigualdades obtidas, temos

1
1 1 2
1 —senz(—) < (1 — senz(—)) <1
n n

Sabemos que

1\ 2
Logo 0 < (1—sen2(—)) < 1. Por outro lado,

1
lim sen(—) = 0.
n— oo n

o= (l2),

n
37
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temos
. 1 . 1 . o 1
lim sen(—) - lim sen(—) = lim sen (—)
n—oo n n—oo n n—oo n
=0-0=0.
Disso, segue das propriedades de limite que
. . o1 . of 1
lim1— lim sen“| — | = lim 1 — sen®| —
n—oo n—oo n n—oo n
=1-0=1

(c) Nosso objetivo € demonstrar que

1
lim n - sen(—) = 1.
n—oo n
Empregaremos a seguinte estratégia:
i. Mostraremos que, para todo 0 < x < 7, vale
sen(x) 1

0 < cos(x) < <
X cos(x)

.o 1
ii. Notando que, para todo n € Z_, temos 0 < - <

5, entdo podemos fazer x = % na expressao do

item acima, obtendo, para todon € Z_,:

1 1 1
O<cos|{l—|<n-sen| — | < ———
n n (1)

cos| —

n

1
iii. Lembrando que em b mostramos que lim cos —)

n—oo n

1, segue facilmente pelas propriedades ja discu-

tidas que lim N = 1. Estes resultados,
n—.oo
cos| —

n
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juntamente com a desigualdade do item 2, sdo
as hipoteses do Teorema do Confronto. Podemos

entao concluir que lim n - sen(—) = 1.
n—oo n

Note que soO precisamos demonstrar o item 1: os
itens 2 e 3 sdo consequéncias do resultado de 1.

Observe a seguinte construcao

y

Note que a area do setor circular (A,) € igual a
soma da area do tridngulo hachurado (A,) com a
area hachurada restante (A,), isto €, A, = A. + A,.
Entdo, para 0 < x < 3, A, > 0. Portanto,

2sen(x)cos(x)
2

2Xx 9
As > At = Eﬂ'(l) >

= x > sen(x)cos(x)

1 sen(x)
= >
cos(x) X

para todo 0 < x < 7.
39



Por fim, observe a proxima construcao

y

tan(x)

/

Neste caso notando que a area roxa (A,) € menor
que a area do triangulo (4,), temos

X 5 tg(x) 3 sen(x)
27Tyr(l) < — = x < tg(x) = —cos(x)
sen(x)

= cos(x) <

sen(x) 1
<

= cos(x) < " 05 ()

para todo 0 < x < 3. O resultado esta entéo
demonstrado.

21Xa) Dado que (a,), ¢ uma sequéncia de nimeros re-
ais tal que 11m a, = 0, queremos mostrar que

lim sen(x + a ) = sen(x), para todo x € R. Pri-
Tl—>OO

meiro, convém trocarmos a expressao sen(x + a )
por sen(x)cos(a,) + sen(a,)cos(x).

40



Neste caso, usaremos um resultado bastante in-
tuitivo, mas que provavelmente ainda nao foi de-
monstrado: como as funcdes seno e cosseno sao
continuas (isto €, basicamente fungoes cujos grafi-
cos € possivel desenhar sem tirar o lapis do papel),
vale que

lim sen(a,) = sen( lim a ) =sen(0) =0

n—oo n—oo

lim cos(a,) = cos( lim a ) =cos(0) =1

n—oo n—oo

Costumamos dizer que “o limite passa para dentro
da funcao”.

Sendo assim, como

lim sen(x) = sen(x)

n—oo

lim cos(x) = cos(x)

n—oo

(afinal, x ndo depende de n, entdo € uma sequéncia
constante), segue que
lim sen(x) lim cos(a,) = hm sen(x)cos(a, )

n—oo n—oo

= sen(x) 1 = sen(x),

lim cos(x) lim sen(a,) = lim cos(x)sen(a,)

n—oo n—oo n—oo
= cos(x) -0 =0.
Logo,
lim (sen(x)cos(a,) + sen(a,)cos(x))
hm sen(x +a,)

= sen(x)
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como queriamos demonstrar.

(b) Queremos mostrar que

sen(x + h) — sen(x) sen(%)
h - h

2

- cos(x + =).
( 2)

Note que a equacio acima € equivalente a

sen(x +h) —sen(x) 25en(%)cos(x + %)
h B h

Logo, devemos ter

h h
sen(x + h) —sen(x) = ZSGH(E)COS(X + 5),

basta que lembremos da seguinte transformacao
trigonométrica de soma em produto (uma das cha-
madas formulas de Werner):

sen(p) — sen(q) = 23en(p ; q)cos(w)

2
D — h
Fazendo p := x + h e q := X, temos 5 =§e
+ h
SR
2 2

(c) Queremos mostrar que

sen(x + +) — sen(x)

lim 1 = cos(x),
n—oo =
n

para todo x € R.
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Pelo resultado do item b, fazendo h := 1, temos
que

X+ —
2n

1 1

sen(x + +) —sen(x)  sen(z:) ( 1 )
= . COS .

n 2n
Pelo resultado do item a, temos que

1
lim sen(x + —) = sen(x).

m— o0 m

Fazendo m = 2n, e pelas propriedades de limite,
segue

1 1
lim cos(x + —) = lim +4/1 — senz(x + —)
n—.oo 2n n—oo 2n

= +1/1 — sen2(x) = cos(x).

sen(%)

Analisemos agora lim
n—o0 ZL
n

sen (=~ 1
lim (o) = lim 2n - sen(—).

n—oo 1 n—oo 2n
2n

. Note que

Fazendo m = 2n, temos, pelo exercicio 1c.

1
lim msen(—) =1.
—>00 m
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Logo,

. sen(zs) 1
lim — lim cos| x + — | =
n—oo o n—oo 2n

sen(=%) 1
= lim —zncos(x + —) =

, 1
n—oo 5 2n

. sen(x + 2) — sen(x)
= lim : =
n—oo =
n

=1-cos(x) =
= cos(x).
. 3n+2 3 X
22.)a) Queremos mostrar que lim ——— = —. A sequén-
n—oo2n+5 2

cia em questao é
(@) (3n+2)
a) =|-——
non 2n+5/,

Tipicamente, quando queremos determinar o li-
mite de um quociente polinomial na variavel x
(como é o caso), dividimos o numerador e o de-
nominador do pelo monémio x*, em que k é o
maximo dos graus dos polindmios. Neste caso, o
maior grau é 1 e os polinomios estao na variavel n,
entdo dividimos por n! = n. Logo, o termo geral
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a, pode ser visto como

3n+4+2 32 3,42

n n
a. = = =
" 2n+5 B 243

2 5
temos lim 3+—=3e lim 2 + — = 2.

n—oo n n—oo n

Sabendo que para (x,), e (y,), sequéncias de nu-
meros reais tais que

lim x, =xelimy, =y,

n—o0 n—oo
X, X
temos lim — = —, segue que
Tl—>00yn y
- 2
lim3+5 3+2 3342 3
. - = lim g = li = —
lim2+2 n-0242 n-ow2n+5 2
n—oo n n
n+1

(b) Queremos mostrar que lim = 0. Note que

n—oo n2 + 1
a sequéncia em questio é

n+l 1, 1
b, = 2FL) o) o (2t
n-n nz+1 n2+1 1+ 1
n n2 n n2./ n
Aqui usamos a estratégia apresentada no item a (di-
vidimos numerador e denominador pelo monoémio

n2).

1 1

Sabemos que lim — =0 = lim —.
n—oo N n—oo N2
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Portanto,

1 1 1 1
Iim -+ Ilim —=Ilim-+—=0+0=0.

n—oon n—oon n—oo N n2

Como lim 1 =1 (¢ a sequéncia constante!), temos

n—oo

1 1
Iiml+Ilim—=liml1+—=1+0=1.

n—oo n—oo N n—oo nz
Por fim,

liml+l2 1,1

e on ) 2 ] n+1 0
nos — = lim ——=- = lim =—=0
11m1+—2 n—>oo]__|__2 n—oo n2 4 1 1
n—oo n n

23.] Supondo que (b, ) , seja uma sequéncia tal que lim b, =

Oe (a,), sejatal que —D < a, < D, queremr(l);orilos-
trar que lim a b, = 0. Ou seja, pela defini¢do de

n—o00

limite, dado € > O arbitrario, queremos encontrar N,
tal que, para todo n > N_, tenhamos |a,b, — 0| < ¢.

Note o seguinte:

* Temos que —D =< a, < D ¢ equivalente a

la,| <D, paratodon € N (2.-3)

€
e Consideremos o valor real A := D Pela definicao
de lim b, = 0, existe N, tal que,

n—o00

paratodon > N,, |b, —0| <A

£

< paratodon > N,, |b, | <l—).’
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* A expressdo |a, b, — 0| fica mais conveniente es-
crita na seguinte forma:

|a,b, —0| =|a,b,| = |a,||b,] (2.-3)

Entdo, multiplicando a equacéo ?? por |a, |, para
todo n > N, , temos,

&
|bn||an| <l_)|an|°

€ €
E, pela equac;e”lo temos D la | < 1—)D = ¢. Por-
tanto, para todo n > N, , temos,

£
|b.||a,| = |a,b, —0] <1—)|an| <e.

Definindo N, := N,, cumprimos o objetivo exposto
no primeiro paragrafo e a demonstracdo esta fina-
lizada.

24 Considere as sequéncias (a,), = ((-1)"), e (b)), =
((—1D™")_, com n € Z_,. Desse modo, temos:

(a,), = (ay,a,,aq,...) = (-1,1,-1,...)
(b)), = (by,b,,bs,...) =(1,-1,1,...)

E claro que os limites lim a, e lim b, ndo existem,

n—oo n—oo

porém,
* para a sequencia (¢, ), = (a, +b ),

(c,), = (cq,¢y,C5,...)
=(-1+1,1-1,-1+1,...)
= (0,0,0,...)

temos que limc¢, = 0= limc, = lima, + b,
n—oo n—oo n—oo

existe.
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e para a sequéncia (d_), = (a,b.),

d), =(d,,d,,ds,...)
= ((=1) x (1), 1) x (=1),(-1) x (1),...)

=(-1,-1,-1,...)
temos que limd, = -1 = limd, = lim a,b,
n—oo n—oo n—oo

existe.

a
* para a sequéncia (e,) = (b—")
n

n

(e,), = (e}, ey, eq,...)

(—1 1 -1 )
- 1 ,_1, 1 9 oo

=(-1,-1,-1,...)
. . . an
temos que lime, = -1 = lime, = lim —
n—oo n—oo n—oo bn

existe.
25. Defini¢des Importantes:

Serie convergente : Dado (a,) uma sequencia de nu-
meros reais, a partir dela formamos uma nova sequencia
s, onde:

5154

Sy = a; +a,

a, +a, +ag

S
w
|

s,=a, +a,+..+a,
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Os numeros de s, denomina-se também como redu-
zidas ou somas parciais da serie ¥ a,. Se existir um
numero real S tal que lim s, = S dizemos que a,

N n
converge. e

Sequéncia Limitada: Uma sequéncia € limitada supe-
riormente (respectivamente inferiormente) quando
existe ¢ € R tal que x,, < ¢ (respectivamente x, = c)
para todo n € N, se existir limite sup. e inf. dizemos
que a sequencia € limitada.

Resolucao:

Para que }_ a, seja convergente , ) a, precisa ser mo-
notona e limitada. Como }_ a, € positiva ela € néo-
descrente ou ndo-crescente , portanto é mondétona,
resta saber se }- a, € limitada.

Se . b, converge, temos que .., b, = k > 0. Se
b,>0VneX>,b, = kseguequeb, < kVn. Se
a, =b eb, <k, por transitividade a, <k, Vn.
Como o enunciado diz que a, € positiva, 0 < a, < k
encaixando-se na definicdo de sequéncia limitada.
Concluimos entdo que a, € monotona e limitada, por-

tanto ). a, converge.

26J) Tomando (b,) uma sequéncia geométrica positiva de
termo inicial b, e razao r, temos:

bn+1 = bn T

Entao,

n+1 — 7. (1)

Como 0 < r < 1, temos que }.>?; b, € uma P.G infi-
nita que converge.
Considerando nossa hipotese que (b,) € uma sequén-
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cia geomética positiva e tomando (1), temos:

n+l __

Portanto (a,) € limitada e positiva e, como ».77 ; b,

~ w /7 .
converge, entdo Y72, a, também converge pelo item
anterior.

27 Subtraindo-se

a, —b,a,a,(a, —1)9

de

b,aa,...a,

obtém-se:

(b,a,a,...a,) — (b,a,a, ... (a, — 1)9)
=0,0...01-0,0...00999...

L x
= 1—On(1 —0,999...).
Mas, o 9
1—0,999...=1—n;10n =0

demonstrando a nao unicidade.

281a) 52, 33"

Os termos da sequéncia podem ser expressos como

6 12 24

a1=3 Cl2=g a3=2—5 a4=ﬁ
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Note que essa sequenc:la é uma P.G. derazdo q =
Recordemos a equa(;ao para o calculo da soma i
finita de P.G. com razao tal que —1 < g < 1:

.'Su-llw

a
S, =—
1-

q
Substituindo os valores a; =3 e q = £:

] W

S
.—=5
3

vllw]| W

Como essa soma é um numero finito, a série con-
verge e seu limite é zero.

(b) X2, 3(3)";
Os termos da sequéncia podem ser expressos como
24 48 96 192
QG =—=,0, = ——,0d3 = ————, 0, = -
125 625 3125 15625

Note que também se trata de uma P.G de razao.

Assim, utilizando novamente a férmula da soma

infinita, ¢ = 2

Agora substituindo os valores a; = 2t e g =

24
125 8

1—% 25

A soma S__ ¢ um valor finito, portanto a série con-
verge e a, — 0.

[29. Para resolver esse exercicio, precisamos relembrar de
uma coisa importante:
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e A soma de uma P.G. infinita quando 0 < Q@ < 1 é:

a
1 . .
S, = T onde a; € o primeiro termo da P.G e
—4
Q ¢ a razao.

Com isso em mente, cCOMo queremos que a soma seja
7T, basta tomarmos a, em funcdo de & e manipular a
nossa razao Q.

Dois exemplos de solucao sao:

T 1 1 1

ThTpdTyeh Ty
a—1 1
.a1='77'-_1’q=}eb1= 71-2 ,ng

Para conferir a solucdo, basta usar a férmula da soma
da P.G infinita.

Pode-se observar que o numero racional x = 140, 4
é uma dizima periodica simples, ou seja, o digito 4 é
uma repeticao dentro das casas decimais.Temos que
encontrar a geratriz da dizima periodica. A geratriz
é o nome dado a fracdo que deu origem a dizima
periodica.

Pode-se entdo resolver o exercicio da seguinte forma
para obter a geratriz:

O numerador e o denominador da geratriz devem
ser numeros inteiros. Para se obter o numero inteiro
do numerador deve-se multiplicar a dizima por um
numero, até que o segundo digito do termo periédico
fique localizado apds a virgula. Assim, neste caso, o
termo repetitivo da dizima € 4 e devemos multiplicar
a dizima por 10 para que o segundo 4 do termo repe-
titivo fique apds a virgula. Deste valor subtraimos a
dizima multiplicada por outro numero de forma que
o termo da dizima apods a virgula fique exatamente
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igual ao do niumero anterior. No caso este numero € 1.
O resultado € entdo dividido por 9, como apresentado
a seguir:

Ox = 10x — x = 1404,4 — 140,4 = 1264

Portanto, a geratriz da dizima é dada por
1264
5

Para y = 1,003456, pode-se observar que os digi-
tos que se repetem sao 3, 4, 5 e 6. Portanto, temos
que multiplicar o nimero por um valor de forma a
tornad-lo inteiro, até a proxima repeticao do termo re-
petitivo da dizima. Este numero é 1000000, pois
1000000 - 1,003456 = 1003456. Em seguida te-
mos que transformar o termo ap6s a virgula em um
termo cuja dizima fica apds a virgula. Assim, 100y =
100 -1,003456 = 100, 3456.Agora que os termos da
dizima ap6s a virgula sdo iguais, podemos subtrair o
termo anterior do termo posterior, como mostrado a
seguir:

999900y = 1000000y — 100y = 1003456,3456 —
100, 3456 = 1003356.
Pode-se observar que os termos das dizimas apos

a virgula sao sempre iguais. Realizando-se a divi-
sao por 999900 que é a subtracdo entre os termos

1003356
1000000y —100y, obtemos y = 1,003456 = ———.
999900
Portanto, a geratriz da dizima é dada por
1003356
999900

53



54



Ideias

As resolucoes a seguir sdo, em geral, aplicacoes da mesma
ideia. Portanto, vamos discuti-la nesta primeira secao e
nas proximas vamos apenas aplicd-la nos exercicios.

Estamos estudando sequéncias convergentes. Intuitiva-
mente, uma sequéncia (a,), .-, (denotamos simples-
mente (a,), quando o conjunto de indices esta claro no
contexto) € dita convergente se, a medida que o indice
n cresce, seus termos a, se aproximam tanto quanto
a gente queira de um valor especifico L, o qual cha-
maremos de o limite da sequéncia (a, ), ,., € denota-

remos lim a_, = L. Por exemplo, considere a sequéncia

n—oo n

(a,),c7-0 €M que n-ésimo termo (isto €, o elemento que

estd na posicdo n da sequéncia) é da forma —. Represen-
n

tando (a, ), em lista ordenada e graficamente, temos



(E comum usarmos a seguinte notagao: (a,),c;-o =

(—) ). Note que esta € uma sequéncia convergente,
N/ nez>0

afinal, conforme o indice n aumenta, o termo a, se apro-
xima de 0. Se quisermos que a, seja bem proximo de 0,
basta que tomemos os indices n bem grandes, concorda?

Né&o ¢ o caso, por exemplo, da sequéncia (b,), ;.o =
(=D ez50"

(by, by, b, by, ..., Bog, byog, ) = (=1,1,-1,1,..., 1,1, ..

Perceba que os termos a, ndo estdo se aproximando de
um valor unico a medida que n aumenta, portanto (b, ),
nao é convergente.

Apesar de muitas vezes ser claro que uma determinada
sequéncia converge para determinado limite, é necessa-
rio que demonstremos esse fato de acordo com a defini-
cao matematica de convergéncia. Esta € apresentada a
seguir.

Seja (a,), uma sequéncia de numeros reais.
Entdo lim a, = L quando, dado ¢ € R_, um

n—oo

nuamero arbitrario, existe N € Z_, tal que

n>N= |a,—L| <e.

Esta definicdo pode parecer exageradamente abstrata a
primeira vista. Mas, a ideia que ela carrega é simples e
inclusive ja foi discutida no texto acima.

Suponha que (a,), seja uma sequéncia e que queiramos
mostrar, de acordo com a definicdo, que seu limite é L.
Entao, fixando € > 0 qualquer, deveremos encontrar N
tal que, para todo a, com n > N, valha |a, — L| < ¢
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El. Nosso objetivo agora é entender melhor a expressao
|a, — L| < e. Existem pelo menos duas interpretagdes
possiveis para ela (claro, ambas equivalentes).

1. Vocé pode entender que | x—y | representa a distdncia
de x a y na reta real (tanto que existem contextos em
que essa diferenca é chamada de métrica da reta real).
Por exemplo, |14—8| = 6e |14—(-5)| = 19. Entéo,
no caso em que € é bem pequeno (lembre-se: este
é um numero arbitrario, ou seja, pode ser qualquer
valor real), dizer que |a, — L| < € quandon > N
significa dizer que a distancia de a, a L € bastante
pequena quando n > N. Ou seja, a sequéncia (a, ),
fica tdo préxima de L quanto a gente queira.

2. Lembrando que |x —x,| <y & x,—-y <x <
X, + y entao

la, —L| <e &< L—-¢e<a,<L+e¢

Essa representagdo nos diz que, quando n > N, a,
estard no intervalo aberto (L — ¢, L + €). Entao, se
¢ for um nimero pequeno, este intervalo serd bem
pequeno, “quase”sé tera o L. Entdo, se a, estd nele,
so € possivel que a,, esteja bem proximo de L, o limite.

Geometricamente a interpretacao 2 é a seguinte:

! Alguns autores representam esse N como N, . Faz sentido, afinal
em geral para cada € que tomamos devemos ter um um N diferente
(é como se N estivesse em funcdo de €)
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