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1 Introducao

A analise de séries temporais pode ser utilizada em uma ampla gama de areas
com o objetivo de realizar projecoes. Algumas das diferentes areas de estudo de séries
temporais sao as financas quantitativas, metereologia, e satide. Além de ser usada para
projecoes, pode ser utilizada para reconhecimento de padroes, deteccao de anomalias, e
classificacao, por exemplo.

O objetivo deste trabalho é realizar um estudo em torno de séries temporais
até a introducao de alguns dos modelos mais conhecidos para previsoes. Além disso, o

trabalho tem como foco a andlise de séries temporais financeiras.

2 Fundamentos

A seguir serao apresentadas defini¢oes relevantes e aspectos importantes sobre
séries temporais de forma a construir o conhecimento desde o bésico do basico até a

introducao de modelos autorregressivos (Morettin and Toloi [2006] ).

2.1 O que é uma série temporal?

Uma série temporal é um conjunto de observacoes ordenadas no tempo. Po-
demos observar diversas séries temporais como a média mensal da temperatura de Barao
Geraldo, o preco de fechamento diario de a¢oes da Petrobras, e registro de marés no porto

de Santos.

2.2 Tipos de séries

O primeiro e segundo exemplos sao séries temporais discretas, enquanto que o

terceiro exemplo é uma série temporal continua.

2.3 Como analisar uma série temporal

De maneira geral, para analisar uma série precisamos que ela seja discreta.
Assim, quando temos uma série continua, ela deve ser amostrada em intervalos de tempo

de mesmo tamanho de modo a ser convertida para uma série discreta.
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Existem dois tipos de andlises que podem ser realizadas nas séries tempo-
rais. O primeiro tipo é feito no dominio temporal e os modelos propostos sao mode-
los paramétricos, que possuem um numero finito de parametros. Ja o segundo tipo de
analise é realizada no dominio de frequéncias e os modelos propostos sao os modelos

nao-paramétricos.

2.4 Caracteristicas de séries temporais financeiras

As séries temporais financeiras apresentam algumas caracteristicas interessan-
tes, podendo ser também observadas em séries temporais de outras naturezas, dentre elas
temos tendéncias, sazonalidade, pontos influentes ou atipicos - comumente chamado de
outliers, heteroscedasticidade condicional, e nao-linearidade.

Além disso, os retornos financeiros apresentam alguns fatos estilizados, ou seja

uma aproximacao tedrica para o que é observado empiricamente.

1. Os retornos em geral sao nao-auto-correlacionados;

2. os quadrados dos retornos sao auto-correlacionados, apresentando uma correlagao

de defasagem um pequena e depois uma queda lenta das demais;
3. séries de retornos apresentam agrupamentos de volatilidade ao longo do tempo;

4. a distribuicao (incondicional) dos retornos apresenta caudas mais pesadas - também
chamado de fat tails - que uma distribuicao normal; além disso, a distribuicao,

embora aproximadamente simétrica, é em geral leptoctrtica;

5. algumas séries de retornos sao nao-lineares. (Morettin and Toloi [2006])

2.5 A matematica das séries temporais

Uma série temporal é um conjunto de observacoes ordenadas no tempo. Po-
demos reprosentar matematicamente, uma série por um vetor Z(t) de ordem rx1 onde t
é um vetor px1.

Podemos classifcar as séries de trés formas, se ela é discreta ou continua, uni-
variada ou multivariada, unidimensional ou multidimensional. A seguir, sao apresentadas

as caracteristicas de cada uma dessas classificagoes e alguns exemplos de séries temporais.



2.5.1 Discreta ou Continua

Uma série discreta é referente a observacoes espacadas no tempo, enquanto
que uma série continua diz respeito a observacoes continuas. Uma séria discreta é, por
exemplo, o PIB anual do Brasil. Ja a série temporal continua, podemos observa-la, por

exemplo, em fenomenos da natureza como a temperatura.

2.5.2 Univariada ou Multivariada

A classificagao da série em univariada ou multivariada é referente a quantidade
de séries que podemos gerar com uma unica fonte de observagao. Um exemplo de série
univariada pode ser o numero de casos de Covid-19 por més no Brasil. E um exemplo
de série multivaiada pode ser medidas de pressao uterina e pressao sanguinea em uma

mulher durante o parto.

Z(t) = [Casos de Covid-19(més)]
Z(t) = [Pressao Sanguinea(t), Pressao Uterina(t)]

2.5.3 Unidimensional ou Multidimensional

Ja a classificacao em unidimensional ou multidimensional, diz quanto as variaveis
dependentes da série observada. Uma série temporal tem como variavel dependente o
parametro t, mas nao é necessariamente exclusivo. A série temporal pode ter outros
parametros fisicos como o espago ou volume. Um exemplo de série unidimensional pode
ser o nimero de nascimentos no mundo. Uma série multidimensional pode ser, por exem-
plo, a pressao atmosférica de um mergulhador no mar, meste caso o dado observado

depende de um vetor t = [tempo, profundidade].

Z(t) = [Pressao sobre o mergulhador (tempo, profundidade)]

2.6 Processos Estocasticos

Um processo estocastico refere-se a uma série de eventos aleatérios em que
cada um desses eventos possui uma distribuicao de probabilidade. De maneira mais

formal podemos definir um processo estocastico da seguinte forma.



Definicao 1 Seja T um conjunto arbitrario definido em um espaco de probabilidade. Um

processo estocastico € uma familia
Z={Z(),t T}, 1)

tal que, para cada t € T, Z(t) € uma varidvel aleatoria.

O conjunto 7' é normalmente tomado como o conjunto dos inteiros ou reais e representa
a passagem do tempo. Além disso, cada t € T', Z(t) é uma variavel aleatdria.
Ademais, especificamos um processo estocastico da seguinte forma.

Sejam tq,ts, ..., t, elementos de T', e
F(z1, .y 2nity, oty) = P{Z(t1) < 21, ..., Z(tn) < 2z}, (2)

a funcao de distribuigdo cumulativa de 7, ..., Z, ou Z(t1), ..., Z(t,), onde a equagao (2)
representa a probabilidade de que a varidvel aleatéria Z(¢;) assuma um valor menor ou
igual z;, 2 =1,...,n.

O processo estocético Z = {Z(t),t € T} estard especificado se conhecermos as
distribuigoes das varidveis aleatérias Z(t1), ..., Z(t,), t1,....,tn € T.

A funcao densidade de probabilidade correspondente a distribuicao cumulativa

éafdp. f(z1,...,2n; t1, ..., t,). E a média da v.a. Z(t) é dada por,

ut) = B2} = [ 2f(zt)dz, (3)

ondet € T.

Ja a fungao de autocovariancia (facv) de Z(ty,ts) é
V(b ta) = Cov{Z(t), Z(t2)} = E{Z(t1)Z(t2)} — EX{Z(t1)} E{Z (i)}, (4)

com ty,to, €T
No caso particular em que t; = t5 = t temos a seguinte funcao de autoco-
variancia:

Yt t) =Var{Z(t)} = V() = E{Z*(1)} — E*{Z(t)}. (5)



A funcao de autocorrelagao do processo é definida por

V(tb 11— T)

pT - ')/(tl,t1> I

onde 7 = ‘tl — t2| € T, tl > t2.
Dentre os processos estocasticos, podemos distingui-los de acordo com trés

caracteristicas,

1. independéncia relativa a origem dos tempos - processo estacionario ou nao esta-

cionario;

2. funcao densidade de probabilidade que caracteriza o processo - processo normal ou

nao normal;

3. independéncia do processo de valores em instantes precedentes - processo Markovi-

ano ou nao Markoviano.

2.7 Processos Estacionarios

De maneira informal, um processo Z é estacionario se a escolha de uma origem
de tempos nao é relevante e nao afeta suas caracteristicas estatisticas. Ou seja, as carac-
teristicas estatisticas como a média e variancia sao preservadas independente do periodo
analisado da série.

Em geral, as diversas formas de ruidos podem ser consideradas processos es-
tacionarios. Para fins de analise, existem duas formas de estacionariedade, a estacionari-

edade fraca e a estrita.

Definicao 2 Um processo estocdastico Z={Z(t),t € T} ¢é dito estritamente estaciondrio
se todas as distribuicoes finito-dimensionais permanecem as mesmas sob translacoes do
tempo, ou seja,

F(z1, oo 2nytr + 7y oty +7) = F(21, o, Zns t1, o B) (7)

para quaisquer ty,...,.t,, 7 € T.



Como consequéncia da equagdo acima, pode-se mostrar que a média p(t) e a variancia

V(t) sao constantes, para todo t € T'.

Definicao 3 Um processo estocdastico Z={Z(t),t € T} é dito fracamente estaciondrio se

e somente se
1. E{Z(t)} € constante para todo t € T;
2. F{Z*(t)} < oo, para todo t € T;

3. Y(t1,ta) € uma fungdao de |t; — tof.

3 Modelos para Séries Temporais

Os modelos para séries temporais podem ser classificados em duas classes de
acordo com o numero de parametros utilizados. Os modelos paramétricos sao aqueles
08 quais o numero de parametros ¢é finito, e os modelos nao paramétricos contam com
um nudmero infinito de parametros. Neste estudo, trabalharemos apenas com modelos
paramétricos lineares.

Seguindo a metodologia de Box and Jenkins [1976] para modelos paramétricos,

a estratégia para a construcao de um modelo é feita a partir do seguinte ciclo iterativo:
1. especificagao de uma classe geral de modelos a ser considerada para andlise;

2. identificagao de um modelo, com base em algumas andlises como a de autocor-

relacoes e autocorrelagoes parciais;
3. estimacao dos parametros do modelo;

4. verificagao ou diagnéstico do modelo ajustado através de uma analise de residuos,

para saber se o modelo é adequado para seu objetivo.

3.1 Notacao

A seguir definiremos alguns operadores a fim de facilitar a manipulacao dos

modelos que serao apresentados.



1. Operador B de translacao para o passado:
BZ, = Z; 4,
B"Zy = Z,
2. operador F' de translacao para o futuro:
FZ, = Zt+17
F"Z, = Ziim;
3. operador A de diferenca:
AZy =7y —Zy 1= (1—-B)Z,
A=1-B;
4. operador S de soma:

SZiy=3 Zij=2i+Zi,.. = (1+ B+ B+ ..)Z,

J=0

S=A"1

De maneira geral, chamaremos de lag quando estivermos falando de uma série trans-

ladada para o passado.

3.2 Modelos lineares estacionarios
3.2.1 Processo linear geral

O modelo de filtro linear supoe que a série temporal é gerada através de um

filtro linear e tem a seguinte forma:
Zy = p+a; + Prasq + oay_o + ... = E(Z;) + 1+ 1B+ B> + ..., (8)

onde a; ¢ um ruido branco e 1,15, ... ¢ uma sequéncia de parametros em que
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k=0

Além disso, podemos definir
Y(B) =1+ 1B+ 1B+ ... (9)

denominada fung¢ao de tranferéncia do filtro.
Seja,
Z~t = Zt — U, (10)

podemos escrever Z; em funcao de seus valores passados adicionado a um ruido
Q.
~ ~ ~ 0 ~
Zt:7TIZt71+7TQZt72+--~+at:ZWthfj"i_at (11)
Jj=1

3.2.2 Condicoes de estacionariedade e invertibilidade

Proposigao 1 Um processo linear serd considerado estaciondrio se a série 1¥(B) conver-

gir para |B| < 1.

Proposicao 2 Um processo linear serd invertivel se a série (B) convergir para |B| < 1.

3.3 Modelos de auto-regressao (AR)

Para o caso em que para a equacao (11) temos 7; = 0,7 > p, obtemos um

modelo auto-regressivo de ordem p, denotado por AR(p)
Zt = leZt—l + ¢2Zt—2 + ...+ stpZt_p + Ay, (12)

os pesos 7; foram renomeados para ¢; de acordo com a notagao usual.

O caso mais simples do modelo auto-regressivo é de ordem p = 1, AR(1)
Zt = ¢Zt—1 + Q. (13)

Observe que Z; depende apenas de Z;_; e do ruido no instante t.
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3.3.1 Simulacao AR(1)

A seguir serd simulado uma série de 50 observagoes com modelo AR(1)
Zt = O.7Zt,1 + ay

onde a; ~ N(0,1).

Figura 1: Gréfico da série simulada AR(1):Z; = 0.7Z;_1 + a;.

3.3.2 Caracteristicas do processo AR(p)

Temos que 7(B) = ¢(B) = 1 — ¢ B—... — ¢, BP é finito, entdo nao hé restricao
dos parametros para garantir a invertibilidade de Z;. Ja a condicao de estacionariedade
é de que as raizes G7',i = 1, ...,p da equacdo ¢(B) = 0 estejam fora do circulo unitério.

Quanto a funcao de autocorrelacao, temos duas possibilidades de comporta-

mento:
1. se Gj for real, a funcao tem a forma de um amortecimento exponencial;

2. um par de raizes complexas conjugadas contribui com um termo na forma de uma

sendide amortecida.
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Figura 2: Funcdo de autocorrelagao amostral da série simulada AR(1):Z; = 0.77Z;,_1 + a;.

3.4 Modelo de Médias Méveis (MA)

Seja um processo linear com ¢; = 0,5 > ¢, temos um processo de médias
moveis de ordem ¢, denotado por MA(q), do inglés Moving Average, com a seguinte
notacao

Zt =Uu+ar— Hlat,l — . QqCLt,q, (14)

foi feita a seguinte substituicao de ¢; = —0;.

O modelo mais simples é o de ordem ¢ = 1, 0 MA(1),
Zt = ay — Qat_l (15)

3.4.1 Simulacao MA(1)

Considere o processo de 50 observagoes gerado pelo seguinte modelo MA(1)
Zt = Qt — 0.7at_1,

onde a; ~ N(0,1).
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Figura 3: Gréfico da série simulada MA(1):Z;, = a; — 0.74,_1.

3.4.2 Caracteristicas do processo MA(q)

Neste processo, sabemos que ¢(B) =1—6,B — ... — 0,B9, entao ¢(B) sempre
converge para |B| < 1. Logo, o processo é estaciondrio sem restrigoes sobre os parametros
6;. Ja para a invertibilidade, as raizes de §(B) = 0 devem estar fora do circulo unitério.

Em um processo MA(q), a fungao de autocorrelacao é zero para lags maiores

que q.
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T T T T T T T
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Figura 4: Fungao de autocorrelagao amostral da série simulada MA(1):Z; = a; — 0.7,,_1.

4 Experimentos Numeéricos

Analisando a funcao de autocorrelagdo de uma série em intervalos moveis,
podemos entender o comportamento da série ao longo do tempo. No mercado financeiro,

existem diferentes regimes e estados do mercado, os quais variam com o tempo, ou seja,
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em alguns momentos, dentro de um intervalo mével definido, a série pode apresentar um
comportamento em que os dados seguem uma tendéncia, podendo ser representado por
um modelo AR, ou um comportamento de reversao a média, podendo ser representado
por um modelo MA. Entende-se que se uma série possui uma alta autocorrelacao, seja
um lag k, o valor da série em um ¢ no tempo, segue um comportamento parecido com o

valor da série em t — k.

4.1 Obtencgao e tratamento dos dados

Para o experimento, utilizaremos a série histérica didria do Indice Ibovespa
em um periodo de 5 anos, entre 26/06/2018 a 23/06/2018. Os dados estao disponiveis no
Yahoo Finance.

Date Adj Close
06/26/2018 71405
06/27/2018 70609
06/28/2018 71767
06/29/2018 72763
07/02/2018 72840

Tabela 1: Primeiros cinco dados do fechamento ajustado da série histérica dos ltimos
cinco anos do Indice Ibovespa.

Preco de fechamento ajustado - indice Ibovespa

130,000.00
120,000.00
110,000.00
100,000.00
90,000.00
80,000.00
70,000.00
60,000.00

50,000.00

8
8
9
9
9
9
9
9
0
2020
20
20
20
20
21
21
21
21
21
21
22
22
22

20
20
20
20
20
20
20!
20!
20.
20!
20!
20.
20!
20.
20!
20!
20!
20!
20.
20!
2022
2022
2022
2023
2023

26/20
26/20.

26,
26,

4/26,
6/26,
8/26,
26,
12/26,
2/26,
26,
26,
26,
10/26,
26,
26,
26,
26,
26,
26,
26,
26,
26,
6/26,
26,
26,
26,
26,

6,
8,
2,
10,
4,
6,
8,
12,
2,
4,
6,
8,
10,
12,
2,
4,
8,
10,
12
2,
4,

Figura 5: Preco de fechamento ajustado do Indice Ibovespa dos tltimos cinco anos.

E claro que a série histérica de fechamento ajustado nao apresenta estaciona-
riedade. Para iniciarmos a analise é necessario tornar a série estacionaria. Nesse caso,
calcularemos os retornos diarios percentuais, visando obter uma série estacionaria, pela

seguinte féormula
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R (16)

Ci—1 Ci—1

onde ¢; é o preco de fechamento ajustado no dia i e r; é o retorno percentual diario no
dia i.
Tracando o gréfico dos retornos didrios, obtemos a figura 6, com as carac-

teristicas de média igual a 0.0006 e variancia igual a 0.0003.
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Figura 6: Retorno percentual diario do Indice Ibovespa dos tltimos cinco anos.

Distribuicdo dos retornos diarios - indice Ibovespa
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Figura 7: Distribuicao de retornos diarios do Indice Ibovespa dos tltimos cinco anos.

4.2 Analise da autocorrelagao historica

Foram analisadas as correlagoes histéricas méveis, em uma janela de 70 dias
uteis escolhida arbitrariamente, para diferentes lags. Os lags escolhidos foram de 1, 5, 10,
20, 60. Os valores foram escolhidos, pois na série do Indice Ibovespa representam 1 dia, 1
semana, 2 semanas, 1 mes e 3 meses, respectivamente, que sao intervalos relevantes para

dados desse tipo.
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Na escolha de um lag de 1 dia, podemos observar que do inicio da série até

meados de abril de 2022, os retornos apresentavam uma maior autocorrelacao negativa.

De forma simples, o retorno em um dia, em geral, era no sentido contrario ao retorno do

dia anterior. Em seguida, houve um periodo em que as autocorrelacoes se mantiveram

positivas, ou seja, o retorno em um dia, em geral, ocorria no mesmo sentido do retorno

do dia anterior. Ja ao final da série, nao é muito claro o sentido que os retornos podem

tomar, apesar das autocorrelacoes estarem mais positivas do que negativas.
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Figura 8: Autocorrelagao histérica em uma janela de 70 pontos e lag 1.

A autocorrelagao historica de um lag de 5 pontos apresentou uma grande

variabilidade nos periodos em que era mais negativa ou mais positiva, principalmente

entre 2021 e 2022.
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Figura 9: Autocorrelagao historica em uma janela de 70 pontos e lag 5.

Ja para um lag de 10 pontos, nao apresentam nenhum grande periodo de
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autocorrelacao positiva ou negativa.
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Figura 10: Autocorrelagao historica em uma janela de 70 pontos e lag 10.

Para um lag de 20 pontos, as autocorrelacoes se mostraram mais presentes

para o lado negativo dentro do periodo observado.
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Figura 11: Autocorrelagao historica em uma janela de 70 pontos e lag 20.

Utilizando um lag de 60 pontos, obesrvamos periodos mais longos em que a
correlacao se mantem com o mesmo sinal. Além disso, existem alguns periodos em que
os retornos sao praticamente descorrelacionados (entre o comego de junho até o comego
de novembro de 2021), ou seja, nada se pode dizer sobre os retornos desse periodo com

base em retornos passados.
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Figura 12: Autocorrelagao historica em uma janela de 70 pontos e lag 60.

Na figura 13, temos um grafico mostrando a autocorrelagao histérica média

para varios valores de lag. Nesse grafico podemos observar que dependendo do lag esco-

ido, podemos ter uma autocorrelacao mais forte positivamente ou negativamente. Por
lhido, podemos te autocorrelagao mais fort tivamente ativamente. P

exemplo para lags de 1, 7, 13 e 20, temos que a média da autocorrelagao é mais forte para

algum dos lados.
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Figura 13: Autocorrelagao média para varios valores de lag

4.3 Conclusoes

Realizando uma anélise da autocorrelacao histdrica para diferentes lags po-
demos entender o comportamento e a direcao dos retornos em certos periodos. Essa
informacao é de grande valor para escolher e definir estratégias de invesstimento condi-

zentes com o comportamento do mercado financeiro no periodo vigente.
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