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1. Introdução
Um problema recorrente ao utilizar modelos matemáticos no mercado financeiro é o não

correto entendimento dos mesmos. O cálculo da volatilidade implícita de uma opção é um
procedimento rotineiro em muitas instituições financeiras, e a utilização correta ou incorreta de
modelos para seu cálculo pode gerar lucros ou perdas significativas para essas entidades. Dessa forma,
o trabalho tem como objetivo o entendimento da equação de Black-Scholes, com ênfase em seu
resultado analítico. Ao longo do trabalho será realizada a dedução da equação, o estudo dos seus
parâmetros, o entendimento de conceitos para chegar nos resultados obtidos, bem como a
apresentação de uma aplicação prática da equação para o cálculo de volatilidade implícita.

2. Fundamentos
2.1. Opções
O termo opção é o nome dado ao instrumento financeiro que tem como base o valor de um

ativo subjacente, como ações. Um contrato de opção oferece ao comprador o direito de comprar ou
vender - dependendo do tipo de contrato que possui - o ativo subjacente.

Existem dois tipos de opção, a de posição comprada (call) e a de posição vendida (put).
Partindo do pressuposto que, no momento, estamos somente comprando uma das opções, a primeira
fornece ao comprador da opção o direito de comprar o ativo subjacente até uma data determinada por
um certo preço. Enquanto a segunda fornece o direito de vender o ativo subjacente até determinada
data por um preço específico. Essa data é chamada de data de expiração ou maturidade. Já o preço
acordado é conhecido como preço de exercício ou strike price.

Além disso, existem estilos diferentes de contratos de opções, as opções europeias, as opções
americanas e as opções exóticas. As opções europeias são exercidas apenas na data de vencimento. Já
as opções americanas podem ser exercidas em qualquer momento anterior ao vencimento. E por fim,
as opções exóticas são uma mescla entre as opções europeias e americanas. Em nosso estudo
trataremos apenas das opções europeias e americanas.

Para entender melhor o funcionamento desse derivativo financeiro, considere a seguinte
situação hipotética: um investidor compra uma opção de call com preço de exercício de R$100,00
para comprar 10 ações de uma determinada empresa. A data de vencimento do contrato é em 2 meses,
o preço atual do ativo subjacente é de R$95,00, e o preço da opção sobre uma ação é de R$5,00.
Assim o investimento inicial é de R$50,00. Caso o preço da ação na data de expiração seja menor que
R$100,00 a opção não será exercida, dado que para o investidor não faz sentido pagar um preço
superior ao preço oferecido pelo mercado e o investidor sai no prejuízo de R$50,00 referente ao preço
pago para adquirir as opções. Por outro lado, se o preço da ação estiver acima do preço de exercício,
por exemplo, a ação está a um preço de R$120,00, a opção é exercida. Neste caso, o investidor
compra 10 ações, cada uma por R$100,00. Obtendo assim, um lucro de R$15,00 por ação. A seguir
são exemplificadas graficamente as 4 operações possíveis de opções:
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Figura 1: Exemplo de lucros e perdas em relação ao preço do ativo subjacente para compra de call, venda de
call, compra de put e venda de put. Sendo o R$100,00 o preço de exercício e R$10,00 o preço da opção.

De uma forma mais técnica, caracterizamos o preço do ativo subjacente com relação ao preço
de exercício de três formas. Considerando uma opção de compra de call, ela estará “In The Money”
(ITM), ou em português, dentro do dinheiro, se o preço do ativo subjacente estiver acima de seu preço
de exercício. “At The Money” (ATM), ou no dinheiro, se o preço do ativo subjacente for o mesmo que
o preço de exercício. E, “Out of The Money” (OTM), fora do dinheiro, se o preço do ativo subjacente
for menor que o preço de exercício.

Simetricamente, temos que a compra de uma opção de put estará ITM quando o preço do
ativo subjacente estiver abaixo do preço de exercício, ATM quando o preço do ativo subjacente for
igual o de exercício for igual, e OTM quando o preço do ativo subjacente for maior que o de
exercício.

2.2. Fórmula de Black-Scholes
O preço da opção é o preço para se ter o direito de comprar ou vender um ativo por um preço
no tempo futuro, sendo dependente do preço atual do ativo e do tempo até o𝑢(𝑆, 𝑡) 𝑢 𝑆 𝑋 𝑡

vencimento do contrato.
Partimos do princípio de que ‘o preço de um derivativo no tempo deve ser “na média”𝑡 + 1

igual ao preço “real” no dia .’ (MARTINEZ).𝑡
O preço do derivativo na média é a média no tempo considerando uma variação𝑡 + 1

percentual no preço do ativo para cima e para baixo, dado pela seguinte expressão,σ

.𝑢(𝑆−σ𝑆,𝑡+1) + 𝑢(𝑆+σ𝑆,𝑡+1)
2
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Do ponto de vista de finanças, o valor que ainda não foi gasto na efetivação do contrato, entra
em um investimento de risco zero e rende a taxa básica de juros real, denotada por . E em𝑟
contrapartida, trazemos o preço do ativo ao valor presente. Assim, podemos inferir que o preço do𝑆
derivativo pode ser escrito da seguinte forma

.(1 + 𝑟) · 𝑢( 𝑆
1+𝑟 , 𝑡)

Do “princípio” de que o preço na média deve ser igual ao preço real no tempo para o mesmo𝑡
valor de , obtemos a seguinte equação𝑆

.𝑢(𝑆 − σ𝑆, 𝑡 + 1) + 𝑢(𝑆 + σ𝑆,𝑡 + 1)
2  = (1 + 𝑟) · 𝑢( 𝑆

1 + 𝑟 , 𝑡) 

Iremos assumir algumas ideias gerais. Primeiramente, consideramos que é pequeno e,𝑟
portanto, vamos utilizar a aproximação . Logo,1

1 + 𝑟 ≈ 1 − 𝑟

.𝑢(𝑆 − σ𝑆, 𝑡 + 1) + 𝑢(𝑆 + σ𝑆,𝑡 + 1)−2𝑢(𝑆,𝑡+1)
2 = (1 + 𝑟)𝑢(𝑆 − 𝑟𝑆, 𝑡) − 𝑢(𝑆, 𝑡 + 1)

Além disso, temos que e são pequenos e substituímosσ𝑆 𝑟𝑆

por , e𝑢(𝑆 − σ𝑆, 𝑡 + 1) + 𝑢(𝑆 + σ𝑆, 𝑡 + 1) − 2𝑢(𝑆, 𝑡 + 1) ∂2𝑢

∂𝑆2 (𝑆, 𝑡 + 1)σ2𝑆2 𝑢(𝑆 − 𝑟𝑆, 𝑡)

por . Assim,𝑢(𝑆, 𝑡) − ∂𝑢
∂𝑆 (𝑆, 𝑡)𝑟𝑆

.1
2

∂2𝑢

∂𝑆2 (𝑆, 𝑡 + 1)σ2𝑆2 = (1 + 𝑟)[𝑢(𝑆,  𝑡) − ∂𝑢
∂𝑆 (𝑆, 𝑡)𝑟𝑆] − 𝑢(𝑆, 𝑡 + 1)

Sabemos que é pequeno, podemos então desprezar ,𝑟 𝑟2

1
2

∂2𝑢

∂𝑆2 (𝑆, 𝑡 + 1)σ2𝑆2 = 𝑢(𝑆, 𝑡) = 𝑢(𝑆, 𝑡 + 1) + 𝑟𝑢(𝑆, 𝑡) − ∂𝑢
∂𝑆 (𝑆, 𝑡)𝑟𝑆

ou,

.𝑢(𝑆, 𝑡 + 1) − 𝑢(𝑆, 𝑡) + ∂𝑢
∂𝑆 (𝑆, 𝑡)𝑟𝑆 + 1

2
∂2𝑢

∂𝑆2 (𝑆, 𝑡 + 1)σ2𝑆2 = 𝑟𝑢(𝑆, 𝑡)

Durante toda a manipulação matemática feita até agora, utilizamos um para facilitar o∆𝑡 = 1
entendimento. Agora, fazendo , obtemos∆𝑡 → 0

,∂𝑢
∂𝑡 (𝑆, 𝑡) + ∂𝑢

∂𝑆 (𝑆, 𝑡)𝑟𝑆 + 1
2

∂2𝑢

∂𝑆2 (𝑆, 𝑡)σ2𝑆2 = 𝑟𝑢(𝑆, 𝑡)

que é amplamente conhecida como a equação diferencial de Black-Scholes (BLACK and SCHOLES).

De maneira geral, a Equação Diferencial Parcial (EDP) apresentada acima não possui solução
analítica. Porém, para o caso particular das opções call/put europeias é possível encontrar uma
solução analítica para a equação diferencial de Black-Scholes.

Assim, para iniciarmos o cálculo da precificação de opções europeias, introduzimos as
seguintes variáveis independentes:

● S: Preço atual da ação;
● : preço de exercício (strike price);𝐾
● : tempo até expiração;𝑡
● : volatilidade do preço da ação;σ
● : taxa de juros livre de risco.𝑟

Obs.: Não consideramos o pagamento de dividendos pelo fato de que utilizaremos como base
somente opções negociadas na Bolsa de Valores do Brasil. Dessa forma, como a própria Bolsa já
realiza o ajuste do preço de exercício de acordo com o pagamento de dividendos, não será necessário
considerar o pagamento de dividendos no modelo.
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Na tabela a seguir encontramos o comportamento no preço da opção de compra europeia,
opção de venda europeia e opção de compra americana quando ocorre uma variação positiva em cada
uma das variáveis apresentadas acima.

Tabela 1: Impacto no preço da opção dado um aumento na variável

Tomemos como objeto de estudo as opções europeias, ou seja, as opções que podem ser
exercidas apenas na data de expiração (diferentemente das opções americanas que podem ser
exercidas em qualquer momento até sua maturidade), os ativos não pagam dividendos, a taxa de juros
e a volatilidade são constantes. Definiremos e, simetricamente,𝑢

𝑐𝑎𝑙𝑙
(𝑆, 0) = 𝑚𝑎𝑥{0, 𝑆 − 𝐾}

como sendo as condições necessárias para ser possível a precificação de𝑢
𝑝𝑢𝑡

(𝑆, 0) = 𝑚𝑎𝑥{0, 𝐾 − 𝑆}

um opção europeia call e put, respectivamente.
As soluções mais conhecidas para a equação diferencial de Black-Scholes são as fórmulas de

precificação de compra e venda de opções europeias de Black-Scholes, apresentadas a seguir, seja o𝑆
preço da ação no momento de compra da opção.

e ,𝑢
𝑐𝑎𝑙𝑙

(𝑆, 𝑡) = 𝑆 · 𝑁(𝑑
1
) − 𝐾𝑒−𝑟𝑡𝑁(𝑑

2
) 𝑢

𝑝𝑢𝑡
(𝑆, 𝑡) =  𝐾𝑒−𝑟𝑡𝑁(− 𝑑

2
) − 𝑆 · 𝑁(− 𝑑

1
)

onde

,𝑑
1

=
𝑙𝑛( 𝑆

𝐾 )+(𝑟+ σ2

2 )𝑡

σ 𝑡

𝑑
2

=
𝑙𝑛( 𝑆

𝐾 )+(𝑟− σ2

2 )𝑡

σ 𝑡
= 𝑑

1
− σ 𝑡

e é a função de distribuição normal padrão acumulada, definida por𝑁

.𝑁(𝑦) = 1
2π −∞

𝑦

∫ 𝑒−τ2/2𝑑τ

5



2.3. Gregas
Chamadas comumente de gregas, as derivadas da função em relação aos seus𝑢(𝑆,  𝐾,  𝑡,  σ,  𝑟)

parâmetros são utilizadas nos investimentos como medida de risco. O nome “gregas” é originado do
fato que são utilizadas letras gregas para definir essas variáveis, como veremos adiante. Cada letra
grega mensura uma dimensão diferente do risco em uma posição em opções. São muitas vezes
utilizadas como norteadoras para estratégias de investimentos e composição de portfólios. A seguir,
estudaremos algumas delas: Delta, Gama, Vega e Teta.

2.3.1. Delta
O Delta é a primeira derivada parcial em relação ao preço do ativo subjacente da

fórmula de Black-Scholes. E estima a variação no preço da opção quando o preço do ativo
subjacente varia em 1 unidade de medida utilizada, escrito matematicamente temos que o
Delta é .∆ = ∂𝑢

∂𝑆

Na prática, o Delta, passa uma visão geral da probabilidade de uma opção ser
exercida. Visto que, opções com Delta mais próximo de 1 estão mais dentro do dinheiro,
opções de Delta menores estão mais fora do dinheiro, e opções de Delta igual a 0,5 estão no
dinheiro.

Para entender melhor o funcionamento dessa grega, suponha que o delta de uma
opção de compra de uma ação é 0,6. Quando o preço da ação anda uma pequena quantidade, o
preço da opção move aproximadamente 60% dessa quantidade. Matematicamente, podemos
ver que o Delta é a taxa de variação do preço da opção em relação ao preço da ação.

Figura 2: Representação gráfica da grega “Delta”.
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A seguir, temos uma representação do comportamento do Delta em relação ao preço
da ação de uma opção.

Figura 3: Representação gráfica do comportamento da
grega “Delta” em relação ao preço da ação subjacente
para o caso de uma opção de compra.

Figura 4: Representação gráfica do comportamento da
grega “Delta” em relação ao preço da ação subjacente
para o caso de uma opção de venda..

Por esses gráficos, pode-se notar que quanto mais fora do dinheiro, menor o delta, no
dinheiro temos que o delta é de 0,5, e o Delta é maior quanto mais dentro do dinheiro.

2.3.2. Gama
O Gama é a segunda derivada parcial do preço da opção com relação ao preço do

ativo subjacente, . Assim, para um Gama pequeno, o Delta varia mais lentamente.Γ = ∂2𝑢

∂𝑆2

Em outras palavras, se o Gama é grande, seja negativamente ou positivamente, então, é∆
muito sensível ao preço do ativo subjacente.

A seguir, pode-se ver o comportamento do valor de um portfólio em relação aΠ
variação de preços para diferentes valores de Gama.

Figura 5: Relação entre e no tempo para um portfólio com (a) Gama ligeiramente positivo, (b) Gama∆Π ∆𝑆 ∆𝑡
positivo grande, (c) Gama ligeiramente negativo e (d) Gama negativo grande.
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2.3.3. Vega
Curiosamente, o nome Vega não é oriundo de uma letra grega, apesar de possuir tal

sonoridade, mas sim nome dado a uma constelação. Vega é a primeira derivada parcial em em
relação a volatilidade, . O Vega apresenta o comportamento do preço da opção dadoϑ = ∂𝑢

∂σ

um aumento de 1% na volatilidade do ativo subjacente.

2.3.4. Teta
Teta é a primeira derivada parcial em relação ao tempo, sendo representado por
É utilizado comumente como a taxa de decaimento do valor de uma opção emΘ = ∂𝑢

∂𝑡 .  

relação à passagem do tempo. Então, representa o risco da passagem de tempo e a perda deΘ
valor de uma opção.

3. Estudo de caso
Até o momento, apresentamos a fórmula de Black-Scholes como um modelo matemático de

precificação de opções. Entretanto, podemos utilizar tal fórmula de maneira a extrair algumas
informações interessantes e essenciais para análises de mercado. Ao utilizar a fórmula de maneira
inversa - os preços das opções como input - podemos extrair a volatilidade implícita daquela opção
em questão como output. A seguir, falaremos das diferenças conceituais, no mundo do mercado
financeiro, quando utilizamos o sigma ( ) como input e como output, ou seja, ao calcular aσ
volatilidade por meio de uma série histórica ou pela fórmula invertida de Black-Scholes.

3.1. Volatilidade Histórica vs. Volatilidade Implícita
A volatilidade histórica é uma medida estatística da performance passada. Em outras palavras,

é o desvio padrão de retornos de um ativo dentro de um período no tempo. Geralmente, a volatilidade
histórica é calculada com base nos retornos diários do ativo analisado.

Por outro lado, a volatilidade implícita é uma projeção da volatilidade futura, esperada pelo
mercado, em relação ao preço do ativo analisado. No mercado, a volatilidade implícita é afetada pelas
expectativas de cada um dos participantes do mercado, em relação ao ativo. Segue abaixo a
implementação computacional para o cálculo da volatilidade implícita dados e utilizando𝑆,  𝐾,  𝑟,  𝑢,  𝑡
o método de Newton-Raphson.

3.2. Implementação prática
No exemplo abaixo, iremos considerar como input a opção europeia de compra da ação

PETR4, PETRL411, no dia 14/11/2022, com vencimento em 16/12/2022, com as seguintes
características:

● (considerando preço de fechamento a ação PETR4𝑆 =  𝑅$ 27, 70
no dia 14/11/2022)

● 𝐾 = 𝑅$  28, 02
● 𝑟 =  13, 696%
● 𝑢 =  𝑅$ 1, 39
● 𝑡 =  22

252
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Figura 6: Tabela com dados de várias opções da ação PETR4 no dia 14/11/2022 com vencimento em 16/12/2022.

Para o cálculo da taxa de juros livre de risco, , utilizamos como referência o contrato𝑟
DI1F23, com vencimento em 01/01/2023 e que no dia 14/11/2022 estava com valor de fechamento
igual a 13.696%.

Figura 7: Tabela com a cotação de contratos futuros de DI.

Definidos os parâmetros, segue abaixo a implementação, usando a linguagem de programação
Python e o método de Newton-Raphson, do cálculo da volatilidade implícita. Na figura abaixo, foram
importadas as bibliotecas que serão utilizadas ao longo do código e foi criada uma função que
precifica opções de call por meio de Black-Scholes.
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Figura 8: Início da implementação do algoritmo da Volatilidade Implícita.

O método Newton Raphson é um algoritmo amplamente utilizado para calcular a volatilidade
implícita de uma opção. As etapas para o algoritmo genérico são as seguintes:

1) Defina a função como , para qual queremos resolver para ;𝑓(𝑥) 𝑓(𝑥) = 0
2) Faça um estimativa inicial para o valor da volatilidade implícita;

3) Faça as seguintes iterações: 𝑥
𝑛+1

= 𝑥
𝑛

−
𝑓(𝑥

𝑛
)

𝑓'(𝑥
𝑛
)

4) Interrompa o código se: , onde é a tolerância definida para o problema.|𝑓(𝑥
𝑛
)| < ϵ ϵ

Aplicando os passos acima para o problema da volatilidade implícita, temos que:
1) (onde é a volatilidade calculada pela equação de𝑢(σ) = 𝑉

𝐵𝑆σ
− 𝑉

𝑚𝑎𝑟𝑘𝑒𝑡
𝑉

𝐵𝑆σ

Black-Scholes, é a volatilidade precificada pelo mercado);𝑉
𝑚𝑎𝑟𝑘𝑒𝑡

2) Estimativa inicial: (escolhido por conveniência);σ
0

= 0. 30

3) Iterações: ;σ
𝑛+1

= σ
𝑛

−
𝑉

𝐵𝑆σ
− 𝑉

𝑚𝑎𝑟𝑘𝑒𝑡
∂𝑉

𝐵𝑆σ

∂𝑢(σ)

4) Se , retorno|𝑉
𝐵𝑆σ

−  𝑉
𝑚𝑎𝑟𝑘𝑒𝑡

| < ϵ σ
𝑛

Para implementar esse pseudo-código em Python, primeiro é necessário criar uma função que
calcule a derivada parcial do valor de uma opção call em relação à volatilidade. Esta derivada parcial
é comumente referida como Vega, como explicado na parte 2.3.3.

ϑ = 𝑆 𝑇𝑁'(𝑑1)

A variável em é a mesma calculada pela fórmula de Black-Scholes𝑑1 ϑ 𝑑1 =
𝑙𝑛( 𝑆

𝐾 ) + (𝑟+ σ2

2 )𝑇

σ 𝑇

e é a função densidade de probabilidade para uma normal padrão.𝑁'
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Figura 9: Implementação da função que realiza o cálculo do Vega.

Feita a implementação da função que realiza o cálculo de , criamos uma função que realiza aϑ
implementação do algoritmo de Newton-Raphson.

Figura 10: Função que realiza a implementação do método de Newton-Raphson.

4. Resultados e Conclusões
Como output da implementação, temos o valor de volatilidade implícita de 42.41%, valor

próximo da volatilidade implícita, considerada pelo site de onde foram tiradas as informações para o
cálculo de tal parâmetro, de 39.30%.
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Figura 11: Resultados obtidos ao implementar o algoritmo de Newton-Raphson para cálculo da Volatilidade Implícita. A
variável “observed_price” é análoga a variável “C” definida na implementação da função “implied_volatility”.

Apesar de no mercado financeiro os preços das opções serem calculados de diferentes
maneiras por cada uma das partes que o compoẽm, o modelo de precificação de Black-Scholes se
mostra como uma ferramenta simples e eficiente para se ter uma ideia do sentimento do mercado em
relação a volatilidade de preços de um ativo.

O fato do modelo de precificação se mostrar uma ferramenta confiável é de extrema
importância. No exemplo prático que implementamos, o cálculo equivocado da volatilidade implícita
(tanto para cima quanto para baixo), pode distorcer o valor do tempo na precificação da opção, o que
pode afetar no sucesso de uma negociação, gerando, assim, prejuízos e lucros para diferentes
integrantes do mercado devido às imprecisões nos modelos de precificação adotados.
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