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1 Resumo

No mundo atual, o fluxo de dados (sinais, imagens, etc), estd crescendo cada dia mais e
de forma cada vez mais rdpida. Porém, o nimero de caracteristicas realmente significativas
em uma quantidade relativamente grande de dados €, de forma geral, muito menor do que o
numero de coeficientes em uma representacdo de dados, ou seja, os dados sdo compressivelis.
Em processamento de dados, o padrao € medir os dados brutos, e em seguida, comprimir es-
tas medidas antes do armazenamento. Este processo de aquisi¢do de dados pode ser nomeado
como ‘’detec¢do completa mais compressao’.

A técnica nomeada ‘’Detec¢do de Compressao” (Compressive Sensing - CS), € uma me-
todologia cada vez mais utilizada no ambito de processamento digitais de sinais, atraindo
cada vez mais o olhar dos pesquisadores da area. O objetivo € reduzir o nimero de medicdes
durante a fase de aquisi¢cao, de modo que nenhuma compressdo adicional seja necessaria.
A teoria basica de CS, se fundamenta no fato de que um sinal qualquer de comprimento
N, pode ser recuperado a partir de um nimero muito menor que /N medicdes, através de
otimizagdo. O preco a ser pago € a necessidade de procedimentos de recuperacdo mais So-
fisticados.

2 Introducio ao problema

Considere um sinal discreto como um vetor « € R” e seja b € R"” um vetor de medicdes
tal que b = Az, onde A € R"™*". O processo de obten¢do de z a partir de um sinal
desconhecido b é denominado codificacdo e o processo de recuperacdo de x a partir do vetor
de medicao b € denominado decodificacio.

No problema
Az =, ey

existem situagdes onde m = n e neste caso para realizar o processo de decodificacio, basta
resolver o sistema linear.

Porém, em muitas aplicagdes m < n e com isso o problema (I)) serd um sistema possivel
indeterminado, i.e., existirao infinitas solu¢des para (1)) € ndo seria possivel realizar a recu-
peracdo do sinal. Nestes casos, para realizar a recuperacao de = de forma eficaz, é razoavel
adicionar restri¢oes ao problema (I]) de forma a garantir a unicidade da solugio.

Em geral, em situacdes préticas, b € obtida a partir de um sinal altamente esparso, ou seja,
grande parte das componentes de = sdo nulas, e essa informagdo pode ser suficiente para se
definir a restricao almejada.

Definindo ||z||o como o ndmero de elementos ndo nulos do vetor x, o problema (1)) pode
ser reformulado para a seguinte forma,

min{||z[lo | Az = b}, 2)

ou seja, o sinal que sera recuperado deverd satisfazer Ar = b e a0 mesmo tempo ser o
mais esparso possivel. Porém, encontrar a solu¢gdo com maior niimero de componentes nulas
€ computacionalmente intratdvel para sistemas muito grandes, e portanto uma alternativa
mostra-se necessdaria.

A alternativa que serd utilizada para tornar o problema computacionalmente vidvel serd
minimizar a norma-{; de = em vez de minimizar ||z||p. Com isso, podemo formalizar um

novo modelo,
ml}n{||x||1 | Ax = b}, (3)
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que pode ser tratado computacionalmente como um problema de programacao linear.

A escolha levanta algumas questdes, como: Por que a norma-¢; recupera solugdes espar-
sas? Sob quais condi¢des a unicidade dessa solugdo € garantida?

Essas questdes serdo respondidas nas proximas se¢des, assim como a escolha da norma-
¢4 justificada.

3 Unicidade da soluc¢io

3.1 Analise inicial

Esta se¢do buscard apresentar condigdes sob as quais o problema (3) ird possuir solugio
Unica.

Para o desenvolvimento de tal argumentacao, suponha que a solugdo buscada é k-esparsa,
i.e., 0 vetor solu¢do x possui no maximo k£ componentes nao-nulas, sendo k < m.

Defina também 32; como sendo o conjunto de vetores k-esparsos em R”.

Vamos agora criar algumas impressdes a respeito do nicleo de A. Seja x* satisfazendo
Ax* = b. Sabemos que todas as outras solucdes de Ax = b s@o da forma x* + 1 sendo
n € N(A). Suponhamos também que z* € ) e vamos procurar condi¢des para que =* seja
a Unica solucdo k-esparsa de Az = b.

Supondo por contradi¢cdo que existe um outro z** € ¥, tal que Az** = b, entdo temos
que A(z* — z**) = 0, i.e., 2* — 2" € N(A). Sabemos também que como z*, z** € ¥,
entdo a combinacdo linear x* — z** € X9 (que também € ndo-nula).

Com isso concluimos que se Ar = b possui mais do que um vetor k-esparso como
solugdo, entdo A (A) possui um vetor 2k-esparso ndo-nulo.

Utilizando a contra-positiva desta afirmac¢do nos fornece o seguinte lema.

Lema 1 Suponha que Sop NN (A) = {0}, i.e., todos os elementos ndo-nulos no niicleo de
A possuem ao menos 2k + 1 componentes ndo-nulos. Entdo qualquer solucdo k-esparsa de
Ax = b é unica.

Uma variagdo da condi¢do Xo, NN (A) = {0} é dada pelo seguinte lema.

Lema 2 A condi¢do Yo, N N(A) = {0} é vdlida se e somente se cada subconjunto de 2k
colunas de A sdo linearmente independentes.

Prova [1I]] Suponha que X9, N N (A) = {0}. Defina A; como sendo a j-ésima coluna
de AeT C {1,...,n} seja qualquer subconjunto de indices com cardinalidade |T| = 2k.

Considere o subconjunto {A4; : j € T} de 2k colunas de A. Se Z xjA; = 0 para alguns
€T

escalares x;, entdo Az = 0 para o vetor £ com componentes ; éom j€Tex; =0caso

j ¢ T. Assim z € Yo, NN (A) = {0}, que implica em = = 0. Portanto z; = 0 para todo j

e entdo {A; : j € T'} € um conjunto linearmente independente.

Para a volta, suponha cada subconjunto {A; : j € T'} de 2k colunas de A ¢ linearmente
independente. Considere um vetor x € Yo N AN (A) e seja T C {1,...,n} um conjunto
qualquer de 2k indices tais que se x; #=, entdo j € T (e x; = 0 se j ¢ T'). N6s usamos isso
para formar o subconjunto {4, : j € T'} de 2k colunas de A que satisfaca

ZZL’jAj = Azr = 0,
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porque © € N(A). Mas {4; : j € T} é lincarmente independente por hipétese, entdo
z; = 0paracadaj =1,..,n,ie., z = 0. Portanto o, N N (A) = {0}. O

Porém, mesmo com ambos os lemas em maos é computacionalmente impraticavel veri-
ficar a condig¢do Yo, N AN (A) = {0}, portanto precisamos de alguma outra estratégia.

3.2 Propriedade Isométrica Restrita

A condi¢do Yo, N N (A) diz que ndo existe vetor ndo-nulo 2k-esparso que satisfaca
Az = 0. Nao perdemos generalidade se supormos o mesmo para vetores unitarios (com
respeito a norma-2), ja que se x # 0, entdo Az = 0 se e somente se Au = 0 comu = z/||x|s.
Entdo iremos procurar uma condi¢@o para que ndo exista vetor unitdrio ndo-nulo 2k-esparso
que satisfaca Au = 0.

E razodvel assumir que neste caso, existe uma constante ¢; > 0 tal que todos vetores
unitdrios u 2k-esparsos satisfagam || Aul|3 > ¢;. Pois Au = 0 se e somente se ||z||3 = 0.

Sendo assim, podemos enunciar o seguinte lema.

Lema 3 Se existe uma constante positiva c, tal que c¢; < ||Aul|5 para todos os vetores
unitdrios u 2k-esparsos, entdo Yo, NN (A) = {0}.

Uma variagdo do Lema [3|que serd util a posteriori, quando formos analisar a efetividade
da norma-1 para recuperar solugdes esparsas pode ser construida considerando o fato de que
se ¢; < ||Aul|3 entdo sempre existird ¢, tal que ||Aul|5 < ¢y para qualquer vetor unitario
u € Yok. Dessa forma, temos a seguinte desigualdade,

e < ||Aul); < co. “)

E razodvel considerar que reescalando a matriz A por uma constante, a condicio Yo N
N(A) = {0} continuard se verificando. Sendo assim, podemos multiplicar conveniente-
mente a desigualdade (4) por 2/(c; +¢3), reescalar a matriz A pelo coeficiente 1/2/(c; + ¢2)
e definir § = (¢2 — ¢1)/(c2 + ¢1), tendo assim, a desigualdade,

1—6<||Aul2 <1+, (5)

Note que como ¢y, ¢; > 0, temos que 0 < § < 1.
Com isso, podemos definir a propriedade isométrica restrita.

Definicdo 1 Uma matriz A € R™*" satisfaz a propriedade isométrica restrita de ordem k
se existe alguma constante §i € (0, 1) tal que

1-— (Sk S ||Au||§ S 1+ 5197
para todos os vetores unitdrios u k-esparsos.
Com esta defini¢do, podemos criar um novo lema a partir do Lema 3]

Lema 4 Se uma matriz A satisfaz a propriedade isométrica restrita de ordem 2k para algum
k > 1, entdo Yo, NN (A) = {0} e qualquer vetor k-esparso € tinico.



3.3 Propriedade Isométrica Restrita em matrizes aleatorias normais

Apesar de a propriedade isométrica restrita ser de dificil verificagdo, podemos desenvol-
ver algo mais com a hipétese da matriz A possuir componentes aleatérios de distribui¢ao
normal.

Para tal situacdo, existe o seguinte teorema [/1].

Teorema 1 Seja A uma matriz m X n com m = qn para algum q € (0,1) e suas compo-
nentes sendo varidveis aleatorias independentes de uma distribuicdo normal de média () e
varidncia 1/m. Para qualquer e € (0, 1) fixado, 6 € (0,1), em > 12/4, a matriz A ird satis-
fazer a propriedade isométrica restrita de ordem k com constante 6, = § com probabilidade
de pelo menos 1 — € se n for escolhido grande o suficiente para satisfazer a desigualdade,

—coqn + (k +1/2)In(n) + ¢; < In(e),
onde co = 6/144 — 6%/1296 > 0 e ¢; = k1n (3%) + 1 1In(q/T).

Sendo assim, com o Teorema |l| podemos verificar que quando estamos lidando com
matrizes de tamanho consideravelmente grande, teremos uma probabilidade quase certa de
tal matriz possuir a propriedade isométrica restrita da ordem necessdria para que a solucio
mais esparsa do problema Az = b seja tnica.

A demonstracao do Teoremam é melhor abordada em [1]].

4 Encontrando a solucao esparsa de Ax=b com a norma-1

O teorema que garante a suficiéncia de minimizacdo da norma-1 para recuperacio de
sinais k-esparsos € o seguinte. [1]]

Teorema 2 Seja A uma matriz m xn que satisfaz a propriedade isométrica restrita de ordem
3k com constante d3j, < % Entdo, a solugdo de,

min||z||; s.a Az =b,
recupera vetores k-esparsos.

(A demonstracao do teorema € abordada em [1]])

E pelo Lema] como A possui propriedade isométrica restrita de ordem 3k, sabemos que
tal vetor k-esparso € tnico.

Um fator a ser levado em conta ao tomar conhecimento de tal teorema, é de que tais
condicdes garantem a convergéncia, porém ela ainda existe amplamente quando as hipéte-
ses ndo sao verificadas, garantindo assim um bom uso pratico da deteccao de compressao.
Tomemos como exemplo o método de Newton, que possui hipéteses de convergéncia bem
restritivas, porém na pratica tais hipdteses ndo sdo sempre verificadas e o método converge
mesmo assim.

Para resolver computacionalmente a minimizagdo, € realizada uma reformulagdo para
torna-la um problema cldssico de programacao linear. Para tal é tomado x = u—v comu, v €
Rrez = [uT|vT]T, ambos vetores ndo-negativos, de forma que o problema se resumird em,

min 11 2 sujeitoa [A| — A]z = b.



5 Matriz de detecciao

Muito € dito a respeito da matriz de deteccdo A associada a restricdo do problema de
minimizacio, porém, como ela seria em um exemplo numérico?

O teorema apresentado na Segdo [3.3]é muito sugestivo quanto a essa pergunta, bastando
tomar uma matriz A € R”*" com elementos pertencentes a uma distribui¢do normal de
média 0 e variincia 1/m e a questdo se resolveria. Porém, se fosse possivel obter uma
matriz com uma estrutra mais simples, de forma a simplificar as operacdes e as restri¢cdes
do problema e que ainda obtivesse bons resultados na recuperagdo do sinal esparso, seria de
grande proveito.

Para a construcdo de tal matriz primeiro serd definida a matriz B dada por,

-1 1 1 17

1 -1 1 1
B=1""_2[=|1 1 -1 ... |, BeR™,

111 ~1]

A matriz A € R™*" que serd efetivamente utilizada nos problemas de detec¢do de com-
pressdo serd dada por um subconjunto de m linhas da matriz B.

As vantagens da utilizagdo da mesma em vez da matriz randdomica normal estdo, compu-
tacionalmente falando, na possibilidade de nao guardar efetivamente a matriz A na memoria
(o que é de imensa ajuda ja que a matriz A costuma atingir tamanhos muito grandes mesmo
em aplicacdes simples), dada sua estrutura trivial, além de que, na multiplicacdo entre ma-
trizes ndo € necessario realizar multiplicagcdo termo-a-termo ja que todos os elementos de A
sdo unitdrios, fazendo com que a complexidade computacional do problema decaia signifi-
cativamente.

Também € importante levantar que quando € realizada a recuperagdo do sinal através da
matriz randdomica normal o sinal acaba possuindo muito ruido, como pode ser observado na
comparagdo feita pela Figura[l] enquanto a recuperagio através da matriz construida acaba
sendo bem mais ’suave”.

0.8 -

. — Matriz construida
06 Matriz randémica

0.4

0.2

0.2 +

04

-0.6 F

0.8 I I 1 I I 1 I 1 I J
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 1: Comparagdo entre a recuperacdo de um sinal utilizando a matriz construida e a
matriz randdomica normal.



6 Aplicacoes

6.1 Compressao de dados

Uma das aplicacdes da detec¢do de compressdo € a compressao de dados utilizando os
conceitos estudados. Para fins de exemplificacdo tome a curva,

1
flz) = g(sin 49z + sin 83z + sin 79x + sin 7z + sin 17x), (6)

e defina o sinal original como = € R de 5000 pontos da curva (6, igualmente espagados
no intervalo [0, 1]. O sinal estd explicitado na Figura 2]

0_8 T T T T T T T T T

0.6 7

0.4 i

0.2 7

02 L i

0.4 i

0.6 F u

0.8 1 I 1 I 1 I 1 I 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 2: Sinal original retirado da curva @

Como facilmente constatado, o sinal x ndo é esparso e isso € uma condi¢do necessaria
para que o mesmo possa ser recuperado via minimiza¢ao com a norma-¢; apds a compressao.
Para resolver esse impasse se faz necessdrio algum tipo de transformacdo em x que possa
ser revertida a posteriori e que torne x um vetor esparso. A transformacao que serd utilizada
no exemplo, muito comumente usada neste tipo de problema, € a transformacgao discreta de
cosseno (que denotaremos por C).

A Figura|3|ilustra a aplicag@o da transformada C ao sinal z.
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8 I 1 I 1 I 1 I 1 1
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Figura 3: Sinal C(z), notoriamente esparso.

Para fins de generalizacdo serd utilizada a notagcao matricial da transformada C, tomando
® = C(I) sendo I € R™ ™ a matriz identidade. Dessa forma C(z) serd denotado por ®x
(e C™!(z) por ® '), onde & em um caso mais geral poderd ser qualquer transformagdo
conveniente que torne x um sinal esparso.

A compressao do sinal = serd dada por,

b= Adzx,

onde A € R™*™ é a matriz de detec¢do ja abordada na Se¢do |5l Acontecerd uma redugao de
dimenséo do sinal = de n para m (lembrando que m < n). Neste exemplo, serd utilizado
m = 500 (i.e. m = n/10), ou seja, a compressao serd de 90%.

Dado que o sinal s = ®x € esparso, para sua descompressao serdo utilizados os conceitos
estudados de detec¢dao de compressdo, tendo assim o problema,

min||s||; s.a. As =0, (7)
que, como visto na Se¢do [}, tem como problema de programagcao linear associado,
min1} 2 sa. [A, —A]z=b,

onde s(i) = 2(i) — z(n + i) paratodo i € {1,...,n}.

Resolvido o problema e obtido s basta tomar z = ®~'s, onde &' serd calculado
com a transformada discreta de cosseno inversa C ! (sendo mais barato do que efetivamente
inverter uma matriz quadrada com os métodos habituais).

Também € importante levantar que ao resolver o PL, poderia ser utilizado [A® ™!, — A®~!]
em vez de [A, —A], com fim de jd obter a solug@o final (o sinal x) ao fim da minimizag3o,
porém tal substituicdo pode muitas vezes tirar a "trivialidade” da minimiza¢do com a matriz
A original, como ja visto na Se¢do 3]

Como resultado da descompressdo de z, seguindo as rotinas explicitadas acima, a Figura
H] que visivelmente recupera perfeitamente o sinal original.



0.8

n — Original

0.6 _n n Recuperacao
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Figura 4: Descompressao do sinal original através da detec¢do de compressao.

E importante salientar que o tempo de processamento com a matriz construida é au-
mentado drasticamente quando utiliza-se a transformagio ® ! A na formulac¢do do problema
(como ja comentado), j4 que a matriz perde sua estrutura ’simples”.

O mesmo procedimento pode, por exemplo, ser realizado em imagens digitais. Conside-
rando uma imagem digital como uma matriz de valores, onde cada elemento da matriz define
a posicao e a intensidade de cada pixel, pode ser construido um sinal associado a imagem
concatenando todas as colunas de pixel em um tnico vetor .

Tomando como exemplo a regido explicitada da Figura[5]

Figura 5: Figura de um exame raio X de uma costela. (Retirada de https://simple.
wikipedia.org/wiki/Chest_x-rayl com direitos de uso ndo comercial com modi-
ficagdo.)


https://simple.wikipedia.org/wiki/Chest_x-ray
https://simple.wikipedia.org/wiki/Chest_x-ray

com 200 x 200 pixels, pode ser construido um sinal de dimensao 40000, que € ilustrado
pela Figura [6| bem como o resultado de sua descompressdo apds a compressao com taxa de

90%.
200 (a) 200 ®)
180 180
160 160
140 140

120 120

100 100

80 80

60 60

40 40

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

«10%

«10%

Figura 6: (a) Sinal original associado a imagem da Figura (b) Sinal descomprimido (apds
compressao) associado a imagem da Figuraﬁ

Ap6s reescalonar os sinais ilustrados, temos o resultado gréfico explicitado na Figura[7]

(a)

(b)

Figura 7: (a) Imagem original. (b) Imagem comprimida com taxa de 90%.

E explicito que a imagem foi reconstruida de forma a manter sua estrutura original, apesar
de ter sofrido uma leve suavizacao visual.
E importante salientar que o impacto da detec¢io de compressio no campo da compres-
sdo de dados ndo é dado pela sua taxa de diminui¢do de informag@o armazenada e sim pelo
fato de que a compressdo pode ser feita simultaneamente com a detec¢do dos dados, dado
que cada pixel pode ser adicionado a compressdo de forma paralela e continua, fazendo com
que em nenhum momento se faga necessdrio o armazenamento da imagem em estado “cru”.
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6.2 Reconstrucao de dados

E de interesse das aplicaces praticas a adi¢do de perturbagdes ao sinal original. Apli-
cando ruido randomico de intensidade 0, 05 ao sinal x, obtem-se o sinal x* ilustrado pela

Figura[§]

1 T T T T T T T T T

0.8 - .

0.6 - .

0.4 .

0.2 .

0k -

02 L 3

0.4 _

-0.6 .

0.8 I 1 1 I 1 1 I I 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 8: Sinal x com perturbac¢des randdmicas, que serd denotado por x*.

A transformacdo ®x* € ilustrada pela Figura[9]e como facilmente constatdvel, ndo é um
sinal esparso, possuindo vérias entradas muito préximas de 0, porém nunca nulas.

1 0 T T T T T T T T T

Figura 9: Sinal &z, ndo esparso, com muitos elementos quase nulos.
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Ap6s a compressdo, a recuperacao do sinal $z* ird retornar um sinal esparso, como in-
dica a teoria estudada. Usualmente a esparsidade surge das entradas que anteriormente eram
préximas de zero, fazendo com que o sinal ilustrado pela Figura [I(] seja muito semelhante
ao do caso sem ruido (Figura 3).

8 T T T T T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

Figura 10: Sinal ®2* ap0s a restauracao utilizando detec¢do de compressao.

Com tal devida semelhanga, é razoavel esperar que a transformacdo inversa ® 1 ®z* seja
muito parecida com o sinal original sem ruido (2)). A comparagéo ¢ ilustrada pela Figura[TT]
indicando que de fato houve uma restauracdo” do sinal original a partir de um sinal com
perturbacgdes.

0.8

sem ruido
0.6 com ruido

0.4

0.2

-0.2 F

0.6 F

Figura 11: Comparagao entre a recuperagao do sinal com ruido e sem ruido.
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7 Consideracoes finais

A segunda parte do projeto, a qual busca aplicacdes reais dos conceitos tedricos estu-
dados, ainda se estenderd buscando estudar aspectos praticos da reconstrucao de dados em
situacdes reais, assunto que nao foi completamente abordado nesta versao do relatério.

Todos as situagdes até entdo estudadas e aplicadas retornaram resultados coerentes com
a bibliografia estudada, justificando e contextualizando de forma satisfatdria as aplicagdes
da detec¢cdo de compressao.
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