MA141 Geometria Analitica
Exame - Turmas 8h-10h
11 de julho de 2024

Nome completo: RA: Turma:

Questao | QI | Q2 | Q3 | Q4 | Total
Valor 2 125125 3 10
Nota

Instrugdes para realizacdo e entrega de sua prova:

- Desligue o celular.

- Nao € permitido o uso de calculadoras, smartwatches, celulares ou qualquer outro material de con-
sulta.

- Essa prova terd inicio as 08:00h e finalizara as 09:55h. Vocg tera duas horas para resolvé-la.
. A prova contém 4 (quatro) questdes, uma por folha. Resolva cada questao em sua respectiva folha.
- Nao retire o grampo da prova.

- Respostas sem justificativas nao serao consideradas.

As questdes da prova estdao na proxima pagina; aguarde a indicacao da professora/do professor para virar
a folha.

Boa prova!



Questao 1 [2 pt] Considere o sistema linear AX = B onde

a 0 « 5
A= a o 10 |, B=1 10
0 o 5 a

Determine todos os valores de « (se existir) para que o sistema admita solu¢do tnica, infinitas solugdes ou

nenhuma solucdo. Nos casos que o sistema admita solucdes, descreva o conjunto de solu¢des do mesmo.

Solucio

Temos que a matriz aumentada do sistema é

a 0 ol b
a 10110
0 o 5| «

Agora, devemos escalonar o sistema.

a 0 ol bd

a o 10110 Lo 1 I

0 o 5|« 2 2 !

a 0 a 5)

0 o 10—« |5

0 «a 5! « Ly <+ Ly — Ly
a 0 o 5

0 o 10—« 5

0 0 a—>5 |a—>5

Para que o sistema tenha solugdo unica, € necessdrio e suficiente que os pivos sejam nao-nulos, ou

seja, « # 0 e a # 5. Nesse caso, pela ultima linha do sistema temos que



(¢ —=b5)z=a-5
a—5

a—5H

Pela segunda linha do sistema temos que

ya+ (10 —a)z =5
ya+ 10 —a =5

-5+«
’y:

«

E por fim pela terceira linha do sistema temos que

ar +az=2>5
ar+aoa=>5
ar =5 —«

5—«
xr =

«

Ou seja, a solugdo é S = {(x,y, z) = (S ;a, —;a’ 1) }

Agora se a = 0, pela primeira linha do sistema, Ox + 0z = 5, o que € impossivel. Logo se « = 0 o

sistema € impossivel.

E por fim, se a = 5, temos que

S5cr+5z=25
5y + 5z =25
0z =0.

Ousejax = 1—zey = 1— 2 Tomando z = t, a solugdo do sistema é dada por (z,y,2) =
(1 —t,1—1t,t),isto é, o sistema € possivel e indeterminado.



Questao 2 Considere as seguintes retas no espago:

r =5+2t
rrr+l=y—1=z, 5t y =3+t , tekR
z =21

a) [1,25 pt] Mostre que 7 e s sdo reversas.
b) [1,25 pt] Determine a equagdo geral/cartesiana do plano 7 que € paralelo a r e a s, e passa pelo ponto
(0,0,1).

Solucio

a) Da equagfo da reta r parametrizando aretacomt¢ = x + 1 = y — 1 = z temos que r : (z,y,2) =
(t—1,t+1,t)=(—1,1,0) + (1,1, 1).

Da equacdo dareta s, temos que s : (x,y,2) = (b +2t,3+1¢,2—1t) = (5,3,2) + (2,1, 1)

Temos que v, = (1,1,1) e v; = (2,1,—1) sdo os vetores diretores das retas r e s respectivamente.
Primeiramente, os vetores ndo sdo paralelos, pois se v, = k - v, entdo (1,1,1) = k- (2,1,-1) =

(2k,k,—k),ousejak =1e —k = 1, o que é impossivel.

Logo as retas nao sdo paralelas nem coincidentes, logo s6 podem ser reversas ou concorrentes. Vamos
verificar se as retas se intersectam.

Substituindo a equacio da reta s na reta r, temos que

G+2t)+1=3+1t)—1
B+t)—1=2—-1
b+2)+1=2—1.

Da primeira equacao

0+20+1=3+1t—-1
64+2t=2+¢
t=—-4



E da terceira equagao

G+2t)+1=2—-t
54+2t+1=2—t

6+2t=2—1t
3t=—-4
. 4
-3
0 que claramente € uma contradicdo com o fato de que ¢ = —4. Logo as retas ndo se intersectam e

portanto sdo reversas, ja que ndo sdo paralelas.
b) Como 7 € paralelo a r e a s, seu vetor normal 77 € ortogonal a v,. e a v;. Para calcular 77, basta calcular o

produto vetorial v, X vy.

7k
n=uxvz=11 1 |=(=2,3,—-1)
21 -1

Como 7 = (—2,3,—1), sabemos que 7 : —2x + 3y — z + d = 0, para algum d real. Como o plano passa
pelo ponto (0,0,1), —2-0+3-0—1+d=0,0useja,d=1len: -2x+3y—2+1=0



Questao 3 Seja ¢ o lugar geométrico dos pontos P(z,y) do plano cujas cooredenadas x e y satisfazem
22+ 4y — 20 +8y +4=0.

a) [1,25 pt] Identifique a cOnica ¢ e determine sua equagdo na forma canonica.
b) [1,25 pt] Determine a excentricidade de ¢, as coordenadas do centro, dos focos e dos vértices, conforme

corresponda.

Solucao

a) Percebemos que nessa equagdo ndo temos o termo misto, entdo basta completar quadrado para escrever
a cOnica em sua forma canodnica.

Temos que

24y - 20+ 8y +4=0

2 =204+ 4y  +8y+4=0

2 =224+ 4(y* +2y) +4=0

2’ —20+1—-14+4(+2y+1-1)+4=0
(=12 —-1+4((y+1)*-1)+4=0
(=12 —14+4@y+1)>—4+4=0

(-1 +4(y+1)°>-1=0

(-1 (y+1)
e

Entao temos que a conica € uma Elipse.

b) Perceba que nossa elipse estd centrada no ponto C' = (1, —1), e que o maior eixo é paralelo ao eixo z,

. 1 . .
ouseja,a =1leb= 3 Sabemos que a? = b? + ¢?, onde ¢ € a distancia do foco ao centro.



1= Z +c
1
1-— Z = 02
3
1=
L V3
2
Agora, as coordenadas dos vértices sao
Vi =C+ (a,0)
= (17 _1) + (170) - (27 _1);
Vo =CH++(—a,0)

= (17 _1) + (_170) = (07 _1);
E as coordenadas dos focos sdo

F1:O+(C,O)
Fr=(1,-1)+ (?0) - <1+§,—1>



Questao 4 Determine se as seguintes afirmacdes sao verdadeiras ou falsas. Justifique adequadamente.

a) [0,75 pt] Se A, B € M,, sao duas matrizes entdo det(A + 2B) = det(A) + 2" det(B).
b) [0,75 pt] Se U é um vetor em R? tal que ||U|| = 1, entdo para todo vetor ndo nulo V' € R? tem se que
U-(UxV)#0.

22

c) [0,75 pt] A intersecdo da superficie S : = 0 com o plano 7 : = 0 é um par de retas.

3/_
4 6
d) [0,75 pt] A equagdo 222 — 22y + 2y + 13 = 0 descreve uma hipérbole.

Solucio

10
a) Seja I, = 0 1) A = —2[, e B = I,. Temos que det(A) = 4, det(B) = 1, det(A + 2B) =
det(0) = 0 e que det(A)+2"det(B) = 4+22-1 = 4+4 = 8,logo det(A+2B) # det(A) +2" det(B)
nesse contra-exemplo, logo a afirmacdo € falsa.

b) Tome U =V = (1,0,0). Temos que ||U|| = 1 e que V' € ndo nulo. Mas

100
U-UxV)=[1 0 0|=0
100
Contrariando a afirmacdo, logo ela é falsa.
¢) Tomando z = 0, temos que
02 2 2
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Logo - =0ex =00u—=+— = 0ex =0, um par de retas. Logo a afirmacdo é verdadeira.

V6 VB 'f f . , _ .
d) Sabemos que A = b* — 4ac, o discriminante da cOnica, serve para determinar a conica dado os coefici-

1 1
entes da sua equacgdo geral. Nesse caso, temosque a = 2,b = —2ec = 3 Logo A = (—=2)?—4-2. 3=



4 — 4 = 0, e portanto a equacao desse item descreve uma pardbola ou uma conica degenerada, e nao
uma hipérbole, isto €, a afirmacao ¢ falsa.



