Resolucao de sistemas lineares

J. M. Martinez A. Friedlander

1 Alguns exemplos
Comecemos mostrando alguns exemplos de sistemas lineares:

3r+2y= 5

r—2y= -1 @)
0.45%1—2$2+61’3—(L’4: 10
To—x5= 0 (2)
2 — Ts
—w+4da+z= 4
—w+50+z2z= 042
w+A4B+z= 06 (3)
—w+20+a= 07
wH+a+pB+z= 10
01 +0x9 +0z3+24= 1 (4)
r+y+ztw= 8
y+z+w= 6
z+w= 4 (3)
w= 2
r= 6
r= b (6)

Vemos que um sistema linear consiste em um conjunto de equagdes, com um
conjunto de incdgnitas ou varidveis. As varidveis aparecem multiplicadas por um
coeficiente (que pode ser 1), e o termo varidvel-coeficiente aparece somado a outros
termos do mesmo tipo. Por exemplo os seguintes sistemas de equacoes ndo sao
lineares:

2 +2y= 5
z—y= 0 (7)

zy= 1
r+y= 2 (8)



2 Matriz e Termo Independente

Um sistema linear com m equagbes e n variaveis (1, ..., z,) pode ser escrito como
111+ ...+ a1, = b

(9)
Am1Z1 + ...+ QpnTn = b,

O retangulo de ntumeros

ail...Qin
Am1 -+ Amn
se chama Matriz do Sistema. O vetor (by,...,b,,), se chama Termo Indepen-
dente.
No sistema (1) temos:
Matriz =

e termo independente = (5, —1).

45 -2 6 -1 0
o 1 0 0 -1

e termo independente = (10, 0).

Em (2) : Matriz =

Em (3), ordenando as variaveis na forma (w, a, z, 3) temos : Matriz =

-1 4 1 0
-1 0 1 5
1 0 1 4
-1 1 0 2
1 1 11

e termo independente = (4,0.42,0.6,0.7,10).

Em (4), a matriz é:

(0000)
e o termo independente =(1).
Em (5): Matriz =
1 1 11
01 11
0 0 11
0 0 01



e termo independente = (8, 6,4, 2).

Em (6) a matriz é

e termo independente = (6, 5).

3 Solucoes de um Sistema Linear

Quando um vetor (x1, . .., x, ) satisfaz todas as equacoes de (9), dizemos que (x1, ..., Z,)
é uma solugao do sistema linear.

Por exemplo, (1,1) & uma solugdo de (1), (2,2,2,2) é uma solucdo de (5) e
(2.4,-1,3) é uma solucéo de

rT—2y+z= 74

0Oz —y+3z= 10 (10)

Um sistema linear pode ndo ter nenhuma solucdo. Esse € o caso do sistema (6).
Pode também ter uma tnica solugdo, como o sistema (5). E, finalmente, pode ter
infinitas solucoes. Por exemplo, o sistema

T+y=2 (11)

tem como solugoes todos os pares (x,y) da forma (z,2 — x). Ou seja, dando
valores arbitrarios a x, obtemos diferentes solu¢oes de (11). Como podemos dar
infinitos valores arbitrarios a x, resulta que (11) tem infinitas solugbes. Assim,
(0,2), (1,1), (2,0), (0.5,1.5), (—0.3,2.3), sdo diferentes solugdes de (11).

E impossivel que um sistema linear tenha um nimero finito de solucoes difer-
ente de 1. Ou seja, um sistema linear ndo pode ter duas, sete, nem 35 solu¢bes. Se
tiver mais de uma, necessariamente tera infinitas.

Um sistema com mais equacoes que incognitas pode ter uma, infinitas ou nen-
huma solucao, embora este dltimo caso seja o mais frequente em aplicagoes. Por
exemplo,

3(E1 — Tg = -9

0z1+29= 6

51‘1 — X9 = —11
—21‘1 — T9 = —4

(12)

tem a tnica solu¢ao (—1,6). Mas o sistema,

r+2y—z= 1
20 + 4y — 2z = 2
3r+6y—3z= 3
dr+8y—4z= 4

(13)



tem como solugdes todos os vetores da forma (z,y,z + 2y — 1). (Confira). E,
finalmente,

z= 1

r= 3

= 5 (14)
r+y= 6

ndo tem nenhuma solugao.
Da mesma maneira, um sistema com o mesmo nimero de equagoes e incognitas
pode ter uma, nenhuma ou infinitas solugoes. Por exemplo,

dr—2y= 4
r—3y= 1 (15)
tem a unica solugao (1,0). Mas
rT—y= 5
z—y= 10 (16)
nao tem solugdo. E, finalmente,
T—y= b
AR (17)

tem infinitas solu¢oes. (Todos os pares da forma (z,z — 5)).
Finalmente, um sistema com mais incognitas que equagoes pode nao ter solucoes,

como
r1 + Ty —x3 = 9

2x1 + 2209 — 223 = 40 (18)

ou ter infinitas solucdes, como

T1+T0—23= 9

2I1 + 2502 - 2$3 = 18, (19)

mas jamais pode ter solugao tnica. O leitor serd convencido deste fato mais adiante
no texto.

4 Sistemas escalonados

Os sistemas escalonados sao os mais faceis para resolver ou para perceber que nao
tem solucao. Vejamos alguns exemplos deste tipo de sistema:

21’1 +31’2 — T3+t T4 =
—x9 +4x3 — 2004 =
—x3 + 4wy =

5334 =

= 00 O Ot

—x1+ 20+ 3x3= 6
To+x3= 9 (21)



y—0w+6z—x= 8
2w+ 0z+0x= 6 (22)
z+0x= 4

6x3 +2x1 +4x4 +25= 9

Oxs3 + 4x1 + O0xy = 8
Ox3z +0x1 + 224+ 25 = 10

Ox3z +0x1 +0x4 + 0z5 = 4

O que os sistemas (20)-(23) tem em comum é que na primeira equagdo aparece
uma variavel com coeficiente diferente de zero, que nao aparece em nenhuma das
equagoes restantes. O mesmo acontece na segunda equagao, e na terceira, etc...., até
que acabam as equagdes ou comecam a aparecer equagoes onde todos os coeficientes
de variaveis sao nulos.

A matriz de um sistema escalonado tem a seguinte forma

a1 a2 e N AT
0 a2 NN ... Qon
0 ... app ... Gpn (24)
o ... 0 ... 0
o ... 0 ... 0
onde, necessariamente, ai1, ..., app N30 830 nulos. Por exemplo as seguintes sao

matrizes de sistemas escalonados:

6 -1 4 2
A=10 3 5 4
0 0 27
4 -2 3
=0 1 2
0 0 6
2 0 0 O
C=10 0 6 0
0 0 00

5 Resolucao de sistemas escalonados

Reconhecer se um sistema escalonado nao tem solugao é imediato. Isto acontece
quando alguma das m — p ultimas equacées se reduz a 0 = b; e b; # 0. Por exemplo,



0 seguinte sistema escalonado

dr +2y+52= 6
0z+3y—Tz= 2
0z+0y+0z= 5
Or+0y+0z= 0

nao tem nenhuma soluc¢ao, porque a terceira equacao diz que 0 = 5. Em qualquer
outro caso os sistemas escalonados tem solucao. Vejamos alguns exemplos:

21’1 — X9 + 41’3 = 6
51‘2 — 2333 = 8 (25)
3373 = 3

Da terceira equagdo de (25) deduzimos que x3 = 1. Substituindo este valor na
segunda equacao resulta que
5$2 - 2= 8,

portanto xo = 2. Substituindo z2 e z3 na primeira equagao, temos que
2r1 —2+4 =6,

e resulta 1 = 2. Assim, provamos que (2,2,1) é a Gnica solugao de (25).
Consideremos agora o sistema

dr —2y+z—w= 6

y—z4+w= 8 (26)
Colocando y em evidéncia na segunda equagao temos
y=8+z—-w (27)
Substituindo (27) na primeira equacdo de (26), obtemos
4o — 28+ z—w)+z—w=6. (28)
Portanto
x =5.5+0.25z — 0.25w (29)

Deduzimos de (27) e (29) que qualquer vetor da forma (5.540.252—0.25w, 8+ 2z —
w, z,w) é solucdo de (26). Ou seja, dando valores arbitrarios a z e w, obtemos difer-
entes solucoes deste sistema. Por exemplo, fixando z = 0, w = 0, obtemos a solugdo
(5.5,8,0,0). Se z=0.34, w = —1.23, obtemos a solucao (5.8925,9.57,0.34, —1.23).
O sistema tem infinitas solugoes. Diremos que (5.5 4+ 0.25z — 0.25w, 8 + z — w, z, w)
é a solugdo geral do sistema (26). Como nesta solugdo geral aparecem duas var-
iaveis livres (z e w), diremos que o conjunto de solugbes de (26) tem dois graus de
liberdade.

O procedimento usado nos dois exemplos anteriores pode ser generalizado para
resolver qualquer sistema linear escalonado. Vamos esquematizar esse processo



através do seguinte algoritmo.

Algoritmo 1.1
Suponhamos que

a1y + ... e Farpx, = bl
aooTs + ... ... .. Faonxr, = b
AppTp+ ... FapnTn = b (30)
0 = bpt1
0 = by

é um sistema escalonado (se p = m, as m —p ultimas equagbes nao aparecem). Para
resolver (30), ou detectar que ndo tem solu¢do executamos os seguintes passos.

Passo 1. Se algum dos nameros byy1,. .., b, é diferente de zero, (30) ndo tem
solucao. Em caso contrario, quando todos os b;, ¢ = p+ 1, ..., m sao nulos ou
p = m, o sistema tem solucao e podemos passar ao passo seguinte.

Passo 2. Colocar em evidéncia x, na equacao p. Assim, obtemos uma expressdo
de z, em funcdo de 241, ..., Tn. ( Se p =n, z, ficard igual a um namero). Sub-
stituir a expressdo obtida para x, nas equagdes p—1, p—2, ..., 1. Agora, x, ndo
aparecera mais nas equagoes. Se p = 1, o algoritmo termina aqui.

Passo 3. Comecando por ¢ = p — 1 e terminando por ¢ = 1, proceder com a
varidvel x; e a equagdo ¢ da mesma maneira como fizemos com a equagdo p e a
varidvel x,. Ou seja, colocar em evidéncia z; na equacao ¢, de modo que teremos
uma expressdo para x; em funcdo de xpy1, ..., Tp. (Serd um namero se p = n).
Depois, substituir esta expressao de x; nas equagoes ¢+ — 1, ¢ —2,..., 1.

Vamos aplicar o Algoritmo 1.1 a um novo exemplo. A particularidade que
introduziremos é que as operagoes serdao efetuadas sempre usando apenas quatro
digitos. Isto introduzird um erro de arrendondamento na resolugdo do sistema.
Por exemplo, na operacao 2.372x9.965 escreveremos 23.64 como resultado, apesar
de que o resultado sem arrendondar é 23.63698. De fato, é dessa forma que os
computadores fazem contas embora usando mais de quatro digitos. Consideremos,
entao, o sistema

3a—2b+15c—d= 2
1.3b+4c+d= 6 (31)
—1.2¢—-3d= 8

Colocando ¢ em evidéncia na terceira equacao , temos

c= —2.5d — 6.667



e substituindo ¢ nas duas primeiras equagoes, estas se transformam em

3a — 2b+ 1.5(—2.5d — 6.667) —d = 2
1.3b 4 4(—2.5d — 6.667) +d = 6,

ou seja

3a —2b—4.75d = 12
1.3b—9d = 32.67

Pomos b em evidéncia na segunda equacao do sistema modificado e obtemos
b =25.13 4+ 6.923d.

Substituindo b por esta expressao na primeira equacao do sistema modificado,
resulta
3a — 2(25.13 + 6.923d) — 4.75d = 12

ou seja,
3a — 18.6d = 62.26.

Portanto,
a=20.75+6.2d

Entao, temos expressoes para a, b e ¢ em funcao de d e a solucao geral do sistema é
(20.75 4 6.2d, 25.13 + 6.923d, —6.667 — 2.5d, d).

Como era de se esperar, esta solugao geral tem um grau de liberdade. De fato, o
ntimero de graus de liberdade na solugao geral de um sistema escalonado é sempre
n—p.

Tomando valores arbitrarios de d, obtemos diferentes solugbes do sistema (31).
Para d = 0 e d = 1 obtemos respectivamente (20.75,25.13, —6.667,0) e
(26.95,32.05, —9.167,1). Substituindo estas solugdes em (31), vemos que elas néo
satisfazem exatamente as equagbes. (Confira). Isto se deve a que as contas néo
foram feitas exatamente, mas apenas com quatro digitos. Se usarmos mais digitos
em nossas contas, obteremos maior precisao no resultado final.

6 Resolugao de sistemas triangulares

Os sistemas escalonados com igual ntimero de equagdes e incognitas (nxn), se
chamam sistemas triangulares. Por exemplo,

6r—4z4+w—2a= 5

—z—w—a= 9
dw+a= 8 (32)
3a= 2.3,



¢ a matriz deste sistema &

6 -4 1 =2
0 -1 -1 -1
0 0 4 1
0 0 0 3

Devido a que nenhum elemento da diagonal da matriz é nulo, os sistemas trian-
gulares tem solucao tinica.
Vamos resolver (32) usando quatro digitos nas operagbes. Da quarta equacao
obtemos
a = "7.667

e substituindo este valor em todas as equacoes anteriores resulta

6x —4z+w = 20.33
—z—w= 16.67 (33)
4w = 0.333.

O sistema (33) também é triangular com uma incégnita e uma equagdo menos
que (32). Colocando agora w em evidéncia, temos

w = 0.08325,
e substituindo este valor em (33) resulta

6r —4z = 20.25

—z = 16.75. (34)

Portanto, substituindo o valor de z na primeira equacdo de (34) e pondo em ev-
idéncia z nesta equagao, resulta que a tnica solucao de (32) é (—7.792, —16,75,0.08325, 7.667).
Substituindo esta solu¢do em (32), vemos de novo que, devido aos erros de
arrendondamento, a solucdo obtida nao satisfaz exatamente as quatro equacoes,
mas esta muito perto de fazé-lo. (Confira).



7 Reducao de um sistema linear a forma escalonada
ELIMINACAO GAUSSIANA

JA vimos que sistemas escalonados sao faceis de resolver. Nesta se¢do veremos
que qualquer sistema, linear pode ser reduzido a um sistema escalonado, ao qual
é equivalente. Dois sistemas sao equivalente se e somente se os dois sistemas tem
o mesmo conjunto de solugdes. (Este conjunto pode ser vazio, neste caso os dois
sistemas nao admitem nenhuma solu¢do). Dessa maneira, poderemos resolver qual-
quer sistema linear. Usaremos os seguintes fatos:

1. Se alteramos a ordem das equagOes, o sistema resultante é equivalente ao
original. Por exemplo, o sistema

3r1 —xrot+4ut+v= 1
6x1 — 229+ 3u—v =
—x1 — 3 t+4du+v= 8

(=)
—
(Y]
Ut
~

é equivalente ao sistema

—x1 — 3o +4du+v= 8
3x1 — 29 +4u+v =
61 —2x9+3u—v= 6

—_

(36)

2. Se alteramos a ordem dos termos nas equagoes do sistema , resulta um sistema
equivalente. Por exemplo, (38) é equivalente a

du+v—x9+3x1= 1
3u—v—2T9+6x1= 6 (37)
du4+v+3rs—a1= 8

3. Se substituimos uma equacao por ela mesma mais um mailtiplo de outra,
resulta um sistema equivalente. Por exemplo, no sistema (38) vamos substituir
a segunda equacdo por ela mesma + 1.73%X (a primeira equagdo). Assim,
obtemos o sistema

3r1 —xot4ut+v= 1
11.1921 — 3.73z2 + 9.92u — 0.73v = 7.73 (38)
—x1 — 3z +4u+v= 8§,

cujo conjunto de solugdes é o mesmo que o conjunto de solugoes de (38).

Agora veremos como utilizar estas trés regras para reduzir um sistema qualquer
a forma escalonada. Pensemos no sistema (38). Se ele fosse escalonado, o coeficiente
da primeira varidvel na primeira equagao seria diferente de zero (como de fato &,
neste caso), mas os coeficientes da primeira variavel na segunda e terceira equagio

10



deveriam ser zeros. Por enquanto, isso nao estd acontecendo. mas, vejamos que
acontece se substituimos a segunda equacao por ela mesma + (—g)x (a primeira
equagdo). (Em simbolos I1 « I + (—3$)I). Obteremos o sistema equivalente

3r1 —xot+4ut+v= 1
0xy —0ze —Hu—3v= 4 (39)
—x1— 3+ 4du+v= 8

O sistema (39), equivalente a (38) ainda ndo tem um zero como coeficiente da
primeira varidvel na terceira equacao. Porem, substituindo a terceira equacao por
ela mesma + (%)X (a primeira equagdo), (I11 — II1 + (3) x I) obtemos o sistema
equivalente

3r1 —xot+t4ut+v= 1

0x1 —0xe —Hu—3v= 4 (40)
Oxl—%xg—l—%’u—i—%v: L

Se o sistema (40) fosse escalonado, o coeficiente da segunda varidvel na segunda
equacao deveria ser diferente de zero. neste caso, porem, esse coeficiente é zero.
Mas se permutamos a segunda e a terceira equagoes de (40), obtemos

3r1 —x2ot+t4ut+v= 1
0xq — %l’g—f— 13—6u+§v: % (41)
Oxy —0x2 —bu—3v= 4

Em um sistema escalonado, o coeficiente da segunda variavel na terceira equagao
deveria ser zero. Isto ja acontece no sistema (41). Podemos passar a analisar a
terceira variavel. Em um sistema escalonado, o coeficiente desta variavel na terceira
equacdo deve ser diferente de zero. Isto ja acontece no sistema (41). Como néo
existem mais equacOes, o processo de escalonamento terminou. De fato, o sistema
(41) é escalonado, e podemos resolvé-lo usando a técnica da sec¢do 1.5.

Vejamos outro exemplo

I 21’1731’2+4$37Z4+1'5: 2
II  4xq — 629+ 323 —bxy +2x5= 7 (42)
117 —2£E1 +3$2—$3—2$4+4$5: -1

Como o coficiente da primeira variavel em I é diferente de zero, nao é necessaria
nenhuma permutagdo no comeco. para que o coeficiente da primeira variavel em 11
se anule, substituimos I «— II — %I . assim, obtemos o sistema equivalente

I 201 — 3x0 +4x3 — x4 + 25 = 2
II  0xq+0xy —bx3 —3x4 +0x5 = 3 (43)
111 —2x1 4+ 3x9 —x3 — 204 + 425 = —1

Para fazer aparecer um zero como coeficiente da primeira variavel em 111, sub-
stituimos 111 < II1 4 I, e obtemos o sistema equivalente

11



I 21’1731’2+41'371’4+ZL'5: 2
17 Ox1 +0x9 — 523 — 324+ 05 = 3 (44)
IIT  Oxy +0x9 +3x3 —3x4+ b5 = 1

Para ter um sistema escalonado, o coeficiente da segunda variavel na segunda
equagdo deve ser diferente de zero. Em (44) este coeficiente é nulo. Portanto, alguma
permutacao é necessaria. Se permutamos as equacoes I e 11 nao resolvemos nada.
Permutar I com I ou com I1], também nao serve, porque isso faria aparecer um
zero como coeficiente da primeira varidvel em I, e um coeficiente nao nulo desta
variavel em II ou II1, o que estragaria o trabalho feito para obter (44). Porem,
podemos fazer aparecer um coeficiente ndo nulo na segunda variavel se aplicarmos
a regra 2, trocando a ordem das varidveis. Assim, fazendo que xo passe a ser a
terceira varidvel e x3 a segunda, obtemos o sistema equivalente

I 201 +4x3 — 310 — x4+ 25 = 2
II  Oxy —5x3+ 020 — 304+ 025 = 3 (45)
117 0x1 4+ 323+ 020 — 324+ 525 = 1

Agora, para zerar o coeficiente da segunda varidvel na terceira equacao, substi-
tuimos I11 « I1I + 211, e obtemos

1 201 +4x3 — 310 — x4 + x5 = 2
II 0z1 — 5x3 + 020 — 324 + 025 = 3 (46)
IIT Oy +0x3 + O0zg — 2oy + 5oy = 2

Finalmente , em um sistema escalonado, o coeficiente da terceira variavel na
terceira equacao deve ser nao nulo. Para que isso aconteca, vamos trocar mais uma
vez ordem das varidveis, desta vez em (45). Assim obtemos

1 2:L'1+4ZL'37£L'4731'2+ZL'5: 2
II 0xy — bxs —3x4 + 022 + 025 = 3 (47)
117 0$1+0$3—%$4+0$2+5$5: %1
O sistema (46) é escalonado e pode ser resolvido pela técnica da se¢ao 1. Obter-
emos entdo uma solucdo geral com dois graus e liberdade. O leitor pode verificar
que x2 e T5 sao as variaveis livres nessa solucao geral.

8 Questoes numéricas

Ao final do processo de eliminagdo gaussiana podemos reconhecer se um sistema lin-
ear tem uma, infinitas ou nenhuma solucgdo, ja que isso é facil nos sistemas escalon-
ados. Quando um sistema nao tem solucao algumas das equacgoes p+1, ..., ,m do
sistema escalonado, tem a forma 0 = b, com b # 0. Quando operamos com um com-
putador, ou uma calculadora, nao fazendo as contas exatamente, mas trabalhando

12



com um certo nimero de digitos significativos, ha alguns problemas que devem ser
considerados. Por exemplo, no seguinte sistema operaremos com quatro digitos

I 1.32z — 52315 + 043223 = —2.45
II 02721 +0.82z5 — 3.21z3 = 6.21 (48)
IIT 15921 — 441z — 277925 = 2.94

Fazendo IT « I + (—%20)1, obtemos

I 13221 — 5232y +0.43223 = —2.45
17 Oz; 4+ 1.8922 — 3.29823 =  6.711 (49)
11T 1592y —4.41xy — 2.77923 = 2.94

Fazendo I11 «— III + (—1:33)I, obtemos

I 1322y —5.2375 +0.432z5 = —2.45
II  Ozy+1.89z5 — 329825 =  6.711 (50)
IIT  Oxp +1.8975 — 3.299z5 =  5.891

Fazendo II] « III 4 (—1)II, obtemos

I 1.32x; — 52370 + 043225 = —2.45
II  Ozy+1.89z5 — 329823 =  6.711 (51)
II7 0z1 + 0o —0.001z3 =  —0.82

Aparentemente, o sistema tem solugio unica, e podemos encontrar essa solucio
resolvendo (51). Assim,

r3 =820 =z = 1427 x3 = 5387

Porém, o coeficiente —0.001 que apareceu na terceira equacao, muito pequeno
em relacao aos outros, nos faz duvidar. Se esse coeficiente tivesse sido nulo, teriamos
declarado que o sistema nao tem solucdo. Talvez, o verdadeiro coeficiente é zero,
e o numero pequeno diferente de zero apareceu apenas pelos inevitiveis erros de
arredondamento. E possivel saber se esse ntimero é um verdadeiro ndo zero ou um
zero camuflado? Infelizmente, ndo ha nenhuma garantia. E recomendéavel trabalhar
com tolerdncias do seguinte tipo: se o coeficiente duvidoso tem valor absoluto menor
que, digamos 107 %x (o méximo valor absoluto entre os elementos da matriz do
sistema original), declarar que ele é zero. De qualquer forma, essa regra ndo impede
que possamos tomar decistes erradas. Em situagbes analogas as do problema (48) é
recomendével nao fazer nenhuma aposta em relacao a correcao da decisao tomada.
Via de regra, quando um problema pratico nos leva a um sistema linear desse tipo,
é conveniente procurar alguma maneira alternativa de resolver o problema pratico.

As vezes, podemos evitar que um nimero que nao sabemos se € zero ou nao
prejudique muito nossos calculos. Por exemplo, no seguinte sistema linear

13



I 10791’1 +xo= 1

Se o nimero muito pequeno 10~? fosse zero, a solucio de este sistema seria
(1,1). Portanto, podemos imaginar que a solucio de (52) estd muito proxima de
(1,1). Vamos resolver o sistema fazendo eliminagdo gaussiana. Trabalhamos com

quatro digitos significativos. Fazendo I «+ +(—10%9)I resulta

I 10791'1 +xo= 1

IT 0z — 109, = —107° (53)

Portanto, zo = 1 e 1 = 0. (Confira). Entdo , por este procedimento, obtemos a
solugao (0, 1) que, certamente , é ruim. Ela estd muito longe de satisfazer a segunda
equagdo de (52). Vamos resolver (52) de forma ligeiramente diferente. Como parece
que a razao do péssimo resultado é que o coeficiente da primeira variavel na primeira
equacao era muito pequeno, vamos evitar essa situacao. Permutamos as equagoes
antes de fazer a eliminagio gaussiana. Assim, temos

I T+ T9 = 2

II 109£E1 + X9 = -1 (54)
Agora, fazendo II « II + (—107%)I, operando com quatro digitos obtemos
I T+ a9 = 2 (55)

11 OiL'l + x9 = —1

Portanto, xo = 1 e 1 = 1, solugdo que deve estar muito perto da verdadeira.

Do exemplo (52) tiramos a seguinte conclusdo: ¢ inconveniente que, no processo
da eliminacao gausiana de um sistema linear, o coeficiente da i-éssima variavel na -
éssima equacao, denominado pivé, seja pequeno em relacao aos outros. Para evitar,
no possivel, que isso aconteca é recomendével permutar as equagoes de maneira que
o coeficiente da varivel ¢ na equacao %, tenha o maior valor absoluto possivel. Esta
estrateégia é conhecida como Estratégia de Pivotamento Parcial.

Vejamos outro eemplo. Resolveremos o seguinte sistema linear usando a estraté-
gia de pivotamento parcial.

I 583x1 4+ 0.02z9 — 23 — 2.5z4 = 0.93
II7 63}1 + 49256’2 - 103.%3 - 21‘4 = 4.84
1A% 2x1 4+ 320 + 4y — x4 = 2.2

(56)

Permutamos I e I] para que o coeficiente de z; tenha o maior valor absoluto
possivel e temos

I 583z +0.0229 — 23 —2.524 = 0.93

II 0.001z; + 3z — 0.2523 — 224 = 1.23

Il 6z +492x5 — 10323 — 224 = 4.84
v 2I1 +3IQ+4I3 — Xy = 2.2
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A partir de (57), efetuamos as substitui¢oes

III<—III+( 5—)]
IV «— IV + (- %)I

e obtemos

I 983z 4+ 0.02x9 — x3 — 2.524 =
II Ox1 + 322 — 0.2523 — 224 =
IIT Oxqy +492z5 — 10.2923 — 2.02624 =
IV 0xq 4 329 4+ 4.00323 — 1.00924 =

(58)
0.93
1.23
4.83 (59)
2.197

permutando I1 elll, para que o valor absoluto do coeficiente da segunda variavel

na segunda equacao seja 0 maior possivel, temos

I 583x1 4+ 0.02x9 — x3 — 2.5x4 =
Il Ox1 4+ 492z — 10.29235 — 2.026x4 =
II7 O.Tl + 31’2 — 0251’3 — 21’4 =
IV 0xq + 322 + 4.003x3 — 1.00924 =

Agora, substituindo
I — IIT+ (— 492)11

IV — IV + 2511

obtemos

1 583x1 + 0.02x9 — x3 — 2.524 =
I 0xq + 49225 — 10.2923 — 2.026x4 =
IIT  0xy + Oxo — 0.1873x3 — 1.988x, =

A% O.Tl + OLUQ + 3941’3 — 1.021%4 =

0.93
4.83
1.23
2.197

0.93
4.83
1.201
2.226

(62)

Permutando II1 e IV, para que o valor absoluto do coeficiente da terceira

variavel na terceira equacao seja o maior possivel, obtemos

I 583x1 4+ 0.02x9 — x3 — 2.5x4 = 0.93
IT Ox1 + 49229 — 10.2923 — 2.026x4 = 4.83 (63)
II7 0x1 + O0x9 + 3.9423 — 1.021x4 = 2.226
IV 0x1 +0xzo — 0.1873x3 — 1.988x4 = 1.201
Finalmente, substituindo IV « IV + %8B [T resulta
I 583x; +0.0225 — 3 — 2.524 = 0.93
I 492z5 —10.29x3 — 2.026x4 = 4.83 (64)
II7 3.94x3 — 1.021x4 = 2.226
IV —2.037x4 = 1.307

Este ultimo sistema é escalonado, mais precisamente triangular.
Outra técnica que ajuda a diminuir o erro de arredondamento na resolucao de
um sistema linear é a chamada escalamento. antes de comecar a resolver o sistema,
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se divide cada equagao pelo coeficiente dessa equacao com maior valor absoluto. Se
obtem assim, um sistema equivalente, onde geralmente havera menos problemas
causados pelo arredondamento. Por exemplo no sistema (56) dividimos a primeira
equacao por 3, a segunda por 583, a terceira por 492 e a quarta por 4. Obtemos o
seguinte sistema equivalente equivalente a (56).

I 0.00033332, + 79 — 0.08333x5 — 0.66672, = 0.41
IT 2y + 3431210 52y — 1715210 %24 + 4.288210 32, — 7.033210—4

11 0.01221 + 5 — 0.020932:5 — 4.065210~ 3124 — 9.837z10-3 (09
1A% 0.5210.75x5 + x3 — 0.25x4 = 0.55

9 Fatoracao LU

Dada uma matriz quadrada A € IR™*"™ veremos como decompor essa matriz em um
produto de duas matrizes triangulares L e U. L é triangular inferior e tal que para
todoi=1,...n,l; =1. U & uma matriz triangular superior.

Consideremos, por exemplo as seguintes matrizes

1 0 0
L= 2 10
-1 2 1
e
3 -1 2
U= 0 05 1
0 0 -1
Entao
3 -1 2
A=LU = 6 —-15 5 . (66)
-3 2 -1
Vamos a triangular a matriz A usando eliminagdo gaussiana sem pivotamento.
Definimos os multiplicadores mo; = —% =-—2emg = —%3 = 1. Para zerar os

elementos da primeira coluna a partir da segunda linha fazemos I < II + mo11 e
IIT — IIT + mg;I. A matriz resultante destas operacoes é

3 -1 2

A=10 05 1

0 1 1

O préximo passo é zerar o elemento da terceira linha e segunda coluna. Usamos
o multiplicador mss = 70—2 = —2 e fazemos II1 « III 4+ m3s11 obtendo

3 -1 2

A= 0 05 1

0o 0 -1
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Observamos que A” = U e que

1 0 0
L= —maq 1 0
—mgy —ms32 1
ou seja
1 00
L= 2 1 0
-1 2 1

Quando uma matriz quadrada A pode ser decomposta como produto de L e U com
as propriedades dadas acima, o processo de eliminac¢ao gaussiana sem pivotamento,
ou seja sem permutacoes de linhas, nos fornece ambos fatores, generalizando o que
observamos no exemplo dado. Acontece que nem sempre é possivel decompor uma
matriz desta forma. Por exemplo, a seguinte matriz nao admite essa decomposicao.

s-(01).

Entretanto, se permutarmos as linhas desta matriz, a fatoragao é trivial com
L=U-=1.

Mas, vejamos que acontece se fazemos eliminagao gaussiana da matriz A de (66)
com pivotamento parcial. Como o maior coeficiénte em valor absoluto na primeira,
coluna é o elemento ag; = 6 permutamos as linhas 1 e 2, obtendo

6 -—-15 5
AO = 3 -1 2
-3 2 —1
Os multiplicadores agora sao mo; = —0.5 e m3; = 0.5 e fazendo I] «— I +mo1l e
IIT «— IIT + mg311, obtemos
6 -—1.5 5
AV = 0 -025 —0.5
0 1.25 1.5

Agora permutamos as linhas 2 e 3 e resulta

6 —-15 5
AP = 0 125 15
0 —025 —05

Usamos o multiplicador mgzo = 0.2 para fazer 111 <« II1I 4+ m3>I1 e finalmente
obtemos

6 —1.5 5
u=|(o0 125 15 |. (67)
0 0 —02
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Se, de forma apressurada, construimos a matriz L como fizemos para (66), ou
seja

1 0 0
L= 0.5 1 0
-05 —-02 1

veremos que LU # A neste caso. (O leitor pode verificar isto).
Respeitando a ordem que corresponde as linhas na matriz U, a matriz A original
permutada resulta

~ 6 —-15 5
A=| -3 2 -1
3 -1 2

Mas, também LU # A. (Verifique).

Se fazemos a eliminacio gaussiana com pivotamento parcial sobre a matriz A,
veremos que nao havera necessidade de nenhuma permutacdo e a U resultante é
exatamente a obtida em (67), e neste caso o fator triangular inferior é

1 0 0
L'=| -05 1 0
05 —-02 1

ou seja A = L'U. (Observe a diferenca entre L e L’). Portanto, quando fazemos
eliminacdo gaussiana com pivotamento parcial ndo obtemos uma fatoracdo da A
original mas de uma permutacdo da A e devemos respeitar as permutacoes das
linhas na formac¢do da matriz triangular inferiorL.

Denotamos A = PA, onde a P representa as permutacées das linhas que fizemos.
O resultado do processo feito ¢ PA = L'U

O leitor interessado em um estudo mais rigoroso sobre a fatoragao LU deve
consultar a bibliografia do curso e/ou procurar bibliografia alternativa através por
exemplo da Wikipedia.

A fatoracao LU, consiste mais precisamente em uma forma de implementacao
da eliminacao gaussiana. Na matriz L guardamos a informacao necessaria para
fazer as operagoes entre as linhas das sucessivas matrizes do processo da eliminagao
gaussiana (respeitando as permutagdes). Devemos guardar de alguma forma a in-
formacao sobre as permutacoes das linhas feitas durante o processo. A operagdao P
nos dara esta informacdo. Entdo, se temos a fatoracio PA = LU dada, cada vez
que precisemos resolver um sistema linear onde a matriz associada seja A, ou seja ,
achar = tal que Az = b, usamos esta fatoracdo. Resolvemos o sistema linear equiv-
alente LUx = PAx = Pb. Observe que Pb é simplesmente o termo independente
com a ordem das linhas permutadas da mesma forma como foram permutadas as
linhas da matriz.

Para obter a solucao do sistema Ax = b, resolvemos primeiro o sistema triangular
Ly = Pb. A resolucgio deste sistema triangular inferior equivale a fazer sobre o vetor
Pb todas as operagoes que foram feitas sobre a matriz original (permutada de acordo
com P) para obter a matriz triangular inferior U, resultando o vetor y. Uma vez
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obtido y resolvemos o sistema triangular superior Uz = y para obter a solucao x
do sistema original.

Se queremos resolver o mesmo sistema, mas para valores diferentes de b, ndo
precisamos fazer de novo a eliminacdo gaussiana cada vez. Usamos a fatoracdo e s6
precisamos resolver os dois sistemas triangulares. E claro, que isto sera vantajoso se
temos muitos valores diferentes de b. Um exemplo interessante onde isto acontece
é quando queremos calcular a inversa de uma matriz com n muito grande.
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