MA220 1°SEM-2019 4° Teste P2 — Gabriel Félix

Calcule o nimero de anagramas de 2 até 8 letras, contendo pelo menos um B e um C,
que podem ser formador a partir do conjunto de 2A, 3B e 3C.

Determine o nimero de combinacoes que levam ao total de 50 nos lancamentos de dados
do tipo:

a) 7 dados de 9 faces.
b) 8 dados de 8 faces.

3.1) Com 3 blocos laranjas (l1,ls e l3) de 1 cm e 4 verdes de 2 cm (v, v, v3 € vg). Deter-
mine a férmula geral para obter o nimero de blocos diferentes de n cm.

3.2) Dada a férmula de recocrréncia
b, —4b,_1+4b,_o=0
com by = by =1 en > 3. Encontre a féormula fechada para b,.

Calcule o nimero de caminhos superiores e inferiores do ponto I até F.

*F
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Questao 1. Representando a funcao geradora de cada letra para a quantidade de ana-
gramas, temos que:

2 2
F(A)Z.’L'O—f—xl—f-g_l‘f'x_’_?
x? 93'3 2 23
FB)=a'+% + = = — 4=
(B) HETIEE TR N
x?  ad 2 23
FO) =+ 5 40 o 8
() a:+2'-|—3! I+2+6

* observe que ao fixar um B e um C devemos tirar 1 = 2° da funcdo geradora de cada letra *

Dessa forma, temos que a funcao geradora do problema é dada pelo produto F(A) - F(B) -
F(C), logo:

22| 23 | 2t | b 8 z’ z®
z 1 [3/2]7/6|5/12] 1/12
222 1/2 | 3/4| 7/12 | 5/24 | 1/24
23 /6 1/6 | 3/12| 7/36 |5/72 | 1/72
Soma T 2 |25 5/4 |35/72] 1/9 | 1/72
Fatorial i — x'/i! | 2! | 3! | 4! 5! 6! 7! 8!
# Anagramas 2 | 12 | 50 | 150 | 350 260 | 560

* X * A tabela acima condiz com o resultado da expressdo:
25x%  H5x® 3528 2T 2B
F(A)-F(B)-F(C) = 2%+ 223 - oz
(A) - F(B) ()x+x+12+4+72+9+72

No caso, a tabela acima representa o valor de F'(A) - F(B) - F(C) com os coeficientes dos
i 3

fatores de 9(:_' (e.g. 22° =2 3! % =12 ETI 12 anagramas com 3 letras).
i! ! !

Dessa forma, temos que:
O nimero total de anagramas para 2 letras com B e C fixados sao 2
O nimero total de anagramas para 3 letras com B e C fixados sao 12

O numero total de anagramas para 4 letras com B e C fizados sao 50
O nuamero total de anagramas para ... letras sao ...
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Questao 2. Ao invés de resolver o problema dos dados de uma maneira direta, ou seja
considerando a soma
T+ 22+ 23+ ...+ 2, =50
Vamos pensar em uma forma mais simples de resolver, pois as questoes 2a) e 2b) vao gerar
varios termos para serem calculados, tornando a questao longa e trabalhosa.

Percebemos que no lancamento de dados, o nimero de possibilidades de se obter o valor
minimo e o valor maximo sao iguais, e.g.

** No langamento de 2 dados comuns (x1 + x2):

O valor minimo é 2 (1 + 1) e o valor maximo ¢ 12 (6 + 6). Ou seja, nimero de com-
binagbes possiveis de se obter 2 e 12 s@o iguais (uma unica combinacdo)! Serd que isso é
verdadeiro para os outros valores e seus complementares?

Observamos que o nimero de possibilidades de somar 3 e 11 também sao iguais {(142),(2+1)}
e {(5+6),(6+5)} e podemos verificar que essa propriedade também ¢ vélida para as outras
combinagdes (4 e 10, 5 e 9, etc). No caso o valor que queremos obter é o complementar da
soma do maximo valor possivel mais o minimo valor possivel (que é o mesmo nimero de
dados do problema).

Nipaz + Npin =V

Em que V' é o valor que utilizamos para achar o par de valores cuja a probabilidade de ser
obtida é igual.
Retomando a ideia com outro exemplo, langamento de 5 dados de 7 faces (x; + xo + x5 +
x4 + x5), temos que:

Nmax+Nmzn: (57)+(71) =40..V =40

Se o problema pedir a probabilidade de obter a soma 28, podemos simplificar o problema
achando o complementar de 28 em relagao a V, ou seja: 40 —28 = 12. Dessa forma, o niimero
de formas obter a soma 28 é o mesmo de obter 12 (cujo célculo é bem mais simples).

Agora vamos aplicar essa ideia ao nosso problema:
a) Somar 50 com 7 dados de 9 faces.

O valor V' é obtido por: max +min = 7-9+ 7-1 = 70. Portanto a probabilidade de
somar 50 é igual a probabilidade de formar 70-50 = 20
P(50) = P(20)
b) Somar 50 com 8 dados de 8 faces.
O valor V' é obtido por: maxr + min = 8 -8 + 8 -1 = 72. Portanto a probabilidade de
somar 50 ¢ igual a probabilidade de formar 70-50 = 22
P(50) = P(22)
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Escrevendo a funcao geradora do problema 2a), temos que:
F(Dgp)=a2' 4+ 2 + 2 +o* + 2% + 2% + 27 + 2% + 2°
Como o nosso problema envolve 7 dados de 9 faces, temos que a Fg é dada por:

Fo= @' +2*+ 2%+ 2" +2° + 2 + 27 + 2% + 297
=2 (l+x+2* +2° + o' +2° + 2%+ 27 + 2%)

_ 977
::707-[1 x}
1—=x

_—_ i(—w (Z) " - i <6 . S) 2

S=0

Queremos apenas os coeficientes dos fatores x2°, logo
T+ +5=20 < 9r4+95=13

Cuja solugao é dada pelos pares (r, S):{(0,13),(1,4)}, portanto a solugao é obtida por:

7\ (19 7\ (10 19 10
_1\0 1\l _ _ _
0 (0) (5) = () (§) - (5) 7 (5) -
Escrevendo a fungao geradora do problema 2b), temos que:

F(Dgp)=a' + 2 +2® + 2 + 2° + 2% + 2" + 28

Como o nosso problema envolve 8 dados de 8 faces, temos que a Fy; é dada por:

Fo= (' 422+ 2%+ 2% + 25 + 25 + 27 + 25)°
_ .8 2 03, .4 5 6 T\8
=z (l+zx+a*+2°+a2" +2°+2°+2)

_ 878
:xs-[l a:}
l1—=x

-y i(_l)r (i) 5 :0 (7 : S) S

r=0

Queremos apenas os coeficientes dos fatores 2?2, logo
8+8r+5=22 < 8r+5=14

Cuja solugao ¢é dada pelos pares (r, S):{(0,14), (1,6)}, portanto a solugao é obtida por:

() () ()(3)- () (2) o
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Observe que se vocé fosse fazer o problema acima para soma igual a 50, teriamos os termos

2a) — (469> -7 (46(]) +21 (361) - 35 (262> +35 (163) = 25662
2b) — <479) -8 (471> + 28 <373) — 56 (275) + 70 (177> — 56 (3) = 102552

Portanto, ao invés de desenvolver o problema original da soma de N, obtemos o valor
V' = Npar + Npin € a partir dele obtemos o seu complementar. Como P(N) = P(V — N),

resolvemos o problema para P(V — N) (cuja solucao é mais simples) e por esta relagao
achamos a proabilidade de somar N.

Em 2a) temos que
P(50) = P(20) = 25662

e em 2b) temos
P(50) = P(22) = 102552
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Questao 3.1)

1 em

2 cm

Tamanho (n) | # de possibilidades possibilidades
1cm 3 ll, lQ, lg
2 cm 13 Iy, Ly, Lls, ol Llo, lols I3l [3la, I3ls, v1vy, vave, U3V, VLY.
.. cm

Analisando a tabela acima e representando cada cor de bandeira como um termo na
relagao de recorréncia, temos que:

Cn = SCn—l + 4071—2

Em que o termo & - C),_; representa x possibilidades de pegar uma bandeira de ¢ centimetros
(e.g. 2C,_1: 2 possibilidades de bandeiras com 1 cm).

Reescrevendo a relacao em funcao de alfa «, temos:

o’ =3a+4 <= o*-3a-4=0 < (a—4)(a+1)=0

Pegando as raizes 4 e —1, temos a relacao de recorréncia:

C, = A(4)" + B(=1)"

Onde C = 3 e Cy = 13, logo:

A4 + B(-1)!
A(4)2+ B(-1)2 =13

=3

& 20A=16..A=

Cﬂl»-b
U:J
|
U] =

Substituindo A por 4/5 e B por 1/5, temos:

4n+1 + (_1)n

Cp =
5
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Questao 3.2)
A partir da férmula de recorréncia dada no enunciado, vamos reescrevé-la com as variaveis
alfa. Lembrando que o niimero de termos de uma férmula de recorréncia indica o grau da
expressao com as variaveis a:

(2 termos iniciais (e.g. f, = 2f,_1 = a = 2) — equagao do 1° grau)
(3 termos iniciais (e.g. fn, = 2fn_1 + fn2 = a® = 2a + 1) — equagao do 2° grau)
(n+1 termos iniciais — equacao de n° grau)

Logo, o termo f,, sempre sera substituido pela variavel de maior grau da equacao.
Reescrevendo a férmula do enunciado, temos que:

o —da+4=0 = (¢—22=0
Como temos raiz dupla (2,2), reescrevemos a férmula fechada de b,, como:
b, = A(2)" +n B(2)"
* X Quando temos raizes duplas, figuem atentos ao fator n ao reescrever a formula fechada.

Como b; = by = 1, temos que:

2A+2B =1
N = B:—leA:§
4A+8B =1 4 4
Logo,
3 . 1\ ., _2"3-n)
bn—Z-Q +n(—1>2 <~ b, = 1
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Questao 4

Escrevendo os possiveis caminhos superiores e inferiores, obtemos:

e
-
s}

- - .-
—

I

Calculando as possibilidades através da férmula (
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Fd __'..-"' 2
o
[ 7D, 7T i
— 1]
D D

#C +#D

4D ), onde #C é o nimero de

passos para cima e #D é o nimero de passos para a direita.

TAF :

IBF :

ICCF

ICCyF

IDD\E\F

IDDEyF

IDD\EsF -

IDDyENF

IDDyESF

IDDyELF

(5

3“)(

0+9
9 =1
1—|—8 _ 45

7

)
) (12) -

Logo temos 196 caminhos superiores possiveis.

0

+3> <1+1) (2+3> <2+2) _ 190
DISVIGYA
4{1) (0-;5) <4J0ro) _
L)
;2) (2;3) <3T1) _
; ) +4> <4+0) s

w4+ wH+ wt wH w4 w
w
A e A e
~ N N, N,

)

Logo, temos 267 caminhos inferiores possiveis.



