Modelos de regressao para dados politomicos
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Exemplo 17: Estudo sobre habitos alimentares de jacarés

m O conjunto de dados foi extraido de Agresti (2007).

m 59 jacarés foram aleatoriamente selecionados do Lago George,

Flérida, EUA.

m De cada um deles foi medido o comprimento (em metros) e também

o volume do principal tipo de alimento existente no estomago.

m Classificagdo do tipo de alimento: peixe (P), invertebrado (1) e

outros (O).
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https://onlinelibrary.wiley.com/doi/book/10.1002/0470114754

Exemplo 17 (cont.)

m Invertebrados: cobras, insetos aquaticos, lagostim.

m Qutros: anfibios, mamiferos, material vegetal, pedras e outros

detritos, tartarugas e inclusive restos de jacarés bebés.

m Objetivo: verificar se existe alguma influéncia do comprimento dos

jacarés nos habitos alimentares.

m Observacdo: estamos considerando que as categorias (P,1,0)

sao nominais.
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Exemplo 17 (cont.)

m Varidveis resposta: vetor que indica o tipo de alimento encontrado

no estémago do jacaré (P, I, O).

m Temos assim, um vetor aleatério trinomial (Bernoulli trivariada), que
assume valor 1 para a categoria a qual pertence o tipo de alimento

encontrado no estdmago do jacaré e 0, para as outras.
m Categorias: 1- P; 2-1; 3-O

m Varidvel explicativa: comprimento do jacaré.
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Banco de dados (versdo 1)

jacaré comprimento tipo de alimento

1 1,24 I
2 1,30 I
3 1,30 I
4 1,32 P
5 1,32 P
57 3,68
58 3,71
59 3,89
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Banco de dados (versdo 2)

jacaré comprimento tipo de alimento

I P (0]
1 1,24 1 0 0
2 1,30 1 0 0
3 1,30 1 0 0
4 1,32 0 1 0
5 1,32 0 1 0
57 3,68 0 0 1
58 3,71 0 1 0
59 3,89 0 1 0
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Distribuicao trinomial

m Dizemos que Y = (Y1, Y2)' ~ trinomial(m, p1, p2), em que,
2 2

mel2..;0<y;, <mi=1,2, O§Zy,-§m; 0<Zp;< 1,
i=1 i=1
se sua fdp for dada por:

m!
yilyal(m — y1 — yo)!
X ppy(L=p1—p2)" " 21000, m (1)

P(Y =y)

PYi=y1,Ya=y) =

X Wo12,...m—y}(2)
= m! Py py (1 —p1— po)"
yily2l(m — y1 — yo)!

X Lgo12,...ny(¥2) 0,12, .m—y} (V1)-
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Distribuicao trinomial

m A distribuigdo trinomial é uma extens3o (bivariada) da distribui¢do
binomial.
m Propriedades:
m Y ~ binomial(m, pi),i = 1,2.
m Yi|Y; = y; ~ binomial (m, l%)j) i e{1,2},i#].

m Y ~ FEk(0) (familia exponencial k-paramétrica), veja aqui e aqui.

m Mais detalhes, veja as duas referéncias acima e aqui e aqui.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_FE_Inf_Mest_2S_2022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DPD_ADD_1S_2017.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Distribuicao_Multinomial_Prob_I_1S_2024.pdf

Modelo de regressao (logitos de referéncia)

Y, = (Ya, Ya) " trinomial(1, p;), pi = (pi1, pi2)’,

In(pin/pis) = Bor + Buxi i In(pia/piz) = Bo2 + Biaxi,
piz =1—pin— pi2 i=1,2,..,59

m Y} : 1 se o i-ésimo individuo pertence a j-ésima (j=1,2,3) categoria e

0 caso contrario.
m X; = X/ — X : comprimento do i-ésimo jacaré centrado na média dos
59
valores observados X = 09 E X/, em que x* é o comprimento do
o i=1
i-ésimo jacaré.
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Interpretacao dos parametros

m (1 : pardametro associado ao incremento (positivo/negativo) na
probabilidade do individuo i pertencer a categoria j para o aumento
em uma unidade no comprimento.

m In(pij/piz),j = 1,2 representa o log da chance do jacaré i pertencer
a categoria j em relac3o a pertencer a categoria 3 (referéncia).

m Note que quaisquer outras chances sdo obteniveis a partir das duas

anteriores, com efeito:

In(pin/pi2) = |n(pi1/pi3>=|n(pi1/pi3)—|n(p,-z/p;3)

Pi2/Pi3
= (Bor — Bo2) + (P11 — Br2)xi-

Prof. Caio Azevedo




Interpretacao dos parametros

m Além disso, temos que

pi/pia = PN s py = PPN j =12,

assim,
pi1+pi2o+ps = 1—pia/piz+pi2/pz+1=1/pj3
1
— Pi3 .
Pi pi1/piz + pi2/pis + 1
= Logo,
Boj+B1jxi
el j . 1
Pij J=1,2,p3 =

- 1 4 ePutBuxi 4 ePo2t+Praxi 1 4 ePo+Buxi 4 eBo2t+Biaxi’
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Interpretacao dos parametros

m Se, x; = 0 (comprimento igual ao comprimento médio da amostra),
Boj
e )y

1+ ePor 4 eho2’
m Chances (entre pertencer e n3o pertencer a cada categoria)

entdo p; = j=12

eBoj+Bujxi

p’J/(]'_pU): aj #jle{]'?Q}z

1+ eﬁgj1+51j’xi
podem ser estimadas a partir dos valores de p;;,j = 1,2,3.

m Se (1 > 0 quanto maior seu valor, maior a probabilidade do

individuo pertencer a categoria j, ocorrendo o contrério se /31; < 0.

m Exercicio: obter as razées de chances.
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Distribuicao Multinomial

m Dizemos que um vetor aleatdrio:

Y = (Yi,..., Yx) ~ multinomial,(m, p*), p* = (p1, ..., px)’,
K K

> pi=1,pi €(0,1),Vi, Zy,—m yi €{0,1,...,m}, ou

—1
Y =(Y1, ., Y1) ~ multmomlalk(m P),p=(p1,., k1),
-1

k—1

> pi<1,p€(0,1),Vi, Y yi <m, yi€{0,1,...m},Vi.

i=1
m Se sua fdp (em que A é o suporte da distribuicdo,
k—1 k—1
pk=1-— Z Pis Yk = m— Zy,-) é dada por (préxima pagina)
i=1 i=1

Prof. Caio Azevedo




Distribuicao Multinomial

m (Cont.)

P(Y =y)

(lel> B-A
I ly’ i=1

<HP,> 0,1, my (V1)L 0,1,...m—yi3 (2) X
H/ ]_.yl

XLroq, o522y} (k-1)- (1)

m Existem outras formas (inclusive em relagdo as funcdes indicadoras)

de apresentar a fdp da multinomial.
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Distribuicao Multinomial

m Algumas propriedades

m Y ~ binomial(m, pi).

Y

|Y; = y;j ~ binomial (m—yj,L),i;éj.
1-—p

Cov(Yi, Yj) = —m(m — 1)pip;.
Pip;
Corre(Y, Y ) =—, | ———————~——.
Y= T
SN ()
aXI X —
x=0x-0  x_i=0 Xilxol. (n -3 X,)

Y

; FEx(0) (familia exponencial k-paramétrica), veja aqui e aqui.

m Mais detalhes, veja as duas referéncias acima e aqui e aqui.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_FE_Inf_Mest_2S_2022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2022.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DPD_ADD_1S_2017.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Distribuicao_Multinomial_Prob_I_1S_2024.pdf

Modelo de regressao geral (logito de referéncia)

ind. N
Y, ' multinomialc(m;, pi), pi = (Pit, Pi2s - Pik—1))’»

P

In(pij/piy) = Zxr,ﬂ,j =nji=12,..,nj=12..k-1
r=1

m Y; é um vetor de tamanho k — 1, retirando-se a categoria J, a qual é
a categoria de referéncia. Ou seja, Y; = (Y1, ..., Yik)’ retirando-se a
varidvel Y}, analogamente para o vetor p; = (pj1, ..., pik)’- Seja
ainda A=1{1,2,....k} — {J}.

m Y : 1 se o i-ésimo individuo pertence a j-ésima (j € A) categoria e 0
caso contrario.

m X, : valor da r—ésima covaridvel associada ao i-ésimo individuo.
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Interpretacao dos parametros

nij
° Vi, j. Se j =J, entdo B,y = 0,Vr e, assim 7, = 0.
nij

B P ===
D e
JEA

m As outras quantidades tém interpretacdes anilogas ao caso da

distribuicdo trinomial.
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Estimacao

m Verossimilhanga (produto de multinomiais, veja Equacgdo (1))

n

n k
(o o TI4TTer =113 TTer et

i=1 | j=1 i=1 | jeA

m Log-verossimilhancga

n

1(B) = Z Zy,-jlnp,-j—i—yulnpu + const.

i=1 \jeA
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Estimacao

m Equacgdes de estimagio (r =1,2,...,p,/ € A) (componentes do vetor

escore (S(B), B = (P11, .- Bp(k-1))"))

i=1

- Z{X;(f,jggf,)— Z,;aﬁﬂ}
-G

Yi _ YU) Opj

- Z 9B

aIB) & ( i apu> Yis Opiy
S(Bn) = 0By Z {JeA pij OBn piy OBn }

PiJ
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Estimacao

m Componentes da Matriz Hessiana H(3) :

i Opy . Yi Opi '\ Opj
H(B, B, Yij ij Yij ij
(B 18 I Z Z ( pU 8ﬁr,/, pl2J 65,///) 0By

i=1 jeEA
i YiJ 62py
+ E E Sl ) =
i= 1]6A< pij P/ 0BndBrr

m Componentes da Informag&o de Fisher 1(3) :

1 Opy 1 Opy ) miOp
ﬁrlﬁr I Z Z (plj 65#/' PiJ aﬁr’l/ a/Bi’l

i=1 jeA
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Estimacao

m O sistema de equacdes definido por 5(5,/) =0,r=1,...,p,l € Aé
ndo linear e, portanto, ndo tem solucdo explicita.

m Contudo, ele pode ser resolvido de forma numérica, via algoritmo de
Newton-Raphson ou Escore de Fisher, por exemplo.

Seja ,@ o emv de 3. Em geral, para n suficientemente grande,

B ~ Np(k—l)(lga Iﬁl(/g))

m Com as devidas adaptacdes, intervalos de confianca podem ser
construidos e hipdteses podem ser testadas de forma semelhante ao

feito para o modelo binomial (aqui)
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MRB_MLG_parte_1_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Validacao dos modelos

m O andlogo pode ser feito para a fun¢io desvio .

m Por exemplo, os testes C3 = M, podem ser conduzidos de maneira
andloga (com as devidas adaptacdes, veja aqui).

m A andlise e diagnéstico pode ser feita para cada uma das (k-1)
varidveis do vetor Y as quais, nesse caso, tem distribuicdo binomial.
Também podem ser construidos residuos e medidas considerando-se

todo o vetor Y.
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Validacao dos modelos

m Residuo Componente do Desvio:

~ 2
RCD; = sinal(Yj; — py) {
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Validacao dos modelos

m Residuo quantilico aleatorizado: repetir o procedimento indicado
aqui para cada varidvel do vetor Y.

m Residuo de Pearson:
Yij — mipj

RP; _ .
mipj (1 — pj)

if =

m Os critérios de informacdo e métodos de selecdo de modelos s3o,
essencialmente, aqueles apresentados aqui, com as devidas

adaptacdes.
m Pesquisar sobre Anilise de influéncia.

m Utilizaremos a fungdo mlogit do pacote homénimo mlogit.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Ana_Res_MI513_MLG_2S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Sel_Comp_Mod_MI513_MLG_2S_2024.pdf
https://cran.r-project.org/web/packages/mlogit/index.html
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Medidas descritivas

Alimento Média Mediana DP  Var. CV(%) Min. Miax.

P 2,36 2,31 0,76 058 3223 132 3,89
I 1,66 1,61 033 0,11 19,70 1,24 272
0] 2,42 2,17 088 0,78 36,44 145 3,68
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Andlise do residuo componente do desvio

invertebrado invertebrado invertebrado
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Analise do residuo de Pearson
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Ajuste do modelo

Par.

Est.

EP

1C(95%) Estat. Z p-valor

Boy (peixe) 1,383 0422 [0556;2,211] 3,277  0,0011
Bus (invertebrado) 0,445 0,544 [-0,621;1,511] 0,819  0,4131
Bu (peixe)  -0,110 0,517 [1,124;0903] -0213  0,8314
b1z (invertebrado) -2,467 0,900 [-4,229;-0,702] -2,740  0,0061

H3 uma equivaléncia entre as categorias “peixe” e “outras”, em termos

do coeficiente angular e entre as categorias “invertebrado” e “outras” em

relacdo ao intercepto.
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Proporc¢des (probabilidades) estimadas

1,383-0,110x;
Peixe: =
" C PP T eT383-0,110x 1 0,445 2,467x;
0,445-2,467x;
m Invertebrado : pj, = 1 + el.383—0,110x | g0,445—2,467x;
1

= Qutros : po, = 11 el.383-0,110x | g0,445—2,467x
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Proporc¢oes

observadas e preditas pelo modelo

= 4
—
< _
< 41 1 L+ 0 e e - - = -
- = -
©
=] = 7
|
=
= —m— |Nnvertebrado
= - Peixe
= S Outres
o~
=
m
s I = -—
T T T T T
—0.5 o.0 0.5 1.0 1.5
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Proporcoes observadas e preditas pelo modelo

Invertebrado Peixe outros
— -
\ -,
s 4 \d S / =
= T Z g
E LY 8 3 g
£ o observad 2 © observad s observad
£ = predito / - predito predito
o
—o.s o5 1.0 15 —o.s os 1.0 15 —o.s os 1.0 15
comprimento centrado na média auxcomp auxcomp

Prof. Caio Azevedo




Desempenho de classificacao

Classificacdo realizada a partir de valores simulados de 59 tetranomiais

com pardmetros pj;.

Verdadeiro
Predito P I O
P 18 6 4
I 7 14 0
O 6 0 4
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Desempenho de classificacao

Estatisticas gerais

Acurdcia (Ac) : 0,6102
IC(95%) : (0.4744;0.7345)
Taxa de n3o infomagdo (TNI) : 0,5254
P-Value [Acur > TNI] : 0,1201
Kappa : 0,3578
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Desempenho de classificagdo (por grupo)

Classe:P Classe:I Classe:0

Sensibilidade 0,5806 0,7000 0,5000
Especificidade 0,6429 0,8205 0,8824
Valor preditivo positivo 0,6429 0,6667 0,4000
Valor preditivo negativo 0,5806 0,8421 0,9184
Prevaléncia 0,5254 0,3390 0,1356
Taxa de detecgédo 0,3051 0,2373 0,0678
Prevaléncia de detegdoo 0,4746 0,3559 0,1695

Acuracia balanceada 0,6118 0,7603 0,6912
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Expressoes

Observado
Predito Evento N3o-Evento
Evento A B
N3o Evento C D

Férmulas:
m Acuricia = (A+D)/(A+B+C+D).
m TNI: maior proporcao observada entre as classes.

m Kappa: indice de concordancia.
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Férmulas:

m Sensibilidade = A/(A+C)
m Especifidade = D/(B+D)
m Prevaléncia = (A+C)/(A+B+C+D)

m Valor preditivo positivo =
(Sensibilidadex Prevaléncia)/((Sensibilidade x Prevaléncia) +
((1-Especifidade) x (1-Prevaléncia)))
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Férmulas:

m Valor preditivo negativo = (Especifidade
x (1-Prevaléncia))/(((1-Sensibilidade) x Prevaléncia) +
((Especifidade)x (1-Prevaléncia)))

m Taxa de deteccdo = A/(A+B+C+D)
m Prevaléncia de detecgio= (A+B)/(A+B+C+D)

m Acurdcia balanceada = (sensibilidade+especificidade)/2
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Comentarios

m O modelo, aparentemente, apresentou um mal ajuste segundo RCD.

m Contudo, do ponto de vista preditivo apresentou uma ajuste bem
satisfatdrio (probabilidades previstas e observadas) e um pouco

satisfatério (usando dados simulados).

m Uma forma de melhorar ajuste seria considerar outras covariaveis.
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Exemplo 18: Efeito das doses de medicamentos

intravenosos em pacientes com trauma hemorragico

subaracnodide

m O conjunto de dados foi extraido de Agresti (2010).

m Corresponde a distribuicdo de pacientes, que receberam algum tipo
de tratamento (dose de medicamento intravenoso), de acordo com o
desfecho clinico (ébito (O), estado vegetativo (EV), incapacidade
maior (IMA), incapacidade menor (IME), boa recuperacio (BR)), de
acordo com a escala de “resultado” de Glasgow.

m Os totais de paciente, por cada dose, foram fixados (produto de

multinomiais).
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https://onlinelibrary.wiley.com/doi/book/10.1002/9780470594001
https://en.wikipedia.org/wiki/Glasgow_Outcome_Scale

Escala de resultado de Glasgow

tratamento O EV IMA IME BR  Total
placebo (P) 59 25 46 48 32 210

dose menor (DME) 43 21 44 47 30 190
dose mediana (DMED) 44 14 54 64 31 207
dose maior (DMA) 43 4 49 58 41 195
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Analise descritiva
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Funcao de distribuicao acumulada
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Funcao de sobrevivéncia
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Logito (FDA/FDS)
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Modelo de regressao (logitos cumulativos)

Yi = (Y, Y2, Vi3, Yia, Yis)'
pi = (Pi1, pi2, Pi3, Pias Pis)/,

IogitO(P(Yij SJ)) =ln (m> B

=qaj+ 6X,'J',X,'j = i,
i = 1(P), 2(DME), 3(DMED), 4(DMA).
j = 1(0), 2(EV), 3(IMA), 4(IME), 5(BR),

my = 210, my, = 190, m3 = 207, my = 195.
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(Cont.) Modelo de regressdo (logitos cumulativos)

m Yj; : quantidade de individuos submetidos a dose i que apresentaram
o desfecho clinico j.

m x; : valor da dose i, relativa ao desfecho clinico j.

) e%t+Bxi
'P(YUSJ)ZW-
m Logo

P(Yy=j) = P(Y;<j)-P(Y;<j-1)

e Thxi e—11Bxij-1)

9

14 e%tBxi 1 4 ex-1FBxg-1
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(Cont.) Modelo de regressdo (logitos cumulativos)

m (Cont.) Note que

P(Y; <0) = 0,P(Y; <5)=1(dltima categoria),
e, além disso
—o <o <ay<az <oy <o0.

m Ou seja, os interceptos tem de ter uma ordenacdo crescente, sdo um

total k — 1 (em que k é o nimero de categorias) e sempre

P(Y;<0)=0eP(Y; <k)=1.
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(Cont.) Modelo de regressdo (logitos cumulativos)

m Para o mesmo nivel j da resposta e diferentes niveis i da covaridvel:

IOgitO(P,'/j) — |0g|t0(PU) = /B(Xi’j — X’J) —
M e e,B(X,'/j*Xij)'
Pyl P;)

m Para o mesmo nivel i da covaridvel e diferentes niveis j da resposta:

logito(Pjj») — logito(P;jj) aj —aj —

PU//(]' _ PU/) — YT
P/ (1= Pj)
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Comentdrios e ajuste do modelo

m Os processos de ajuste (estimativa dos pardmetros), verificagdo da
qualidade do ajuste e selecao de comparag¢ao de modelos sdo bem

semelhantes ao modelo anterior.

m Contudo, as expressdes, eventualmente, necessitardo de ser

adaptadas.
m Exercicio, verificar como ficam as expressdes supramencionadas.

m Utilizaremos a fun¢do vg/im do pacote homdnimo VGAM
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https://cran.r-project.org/web/packages/VGAM/index.html

Ajuste do modelo

m Teste de aderéncia de qui-quadrado (comparando as frequéncias
populacionais (amostra) com as populacionais (preditas) com as

observadas).

m p-valores:

m Placebo: 0,9192.

m Dose menor: 0,9734.
m Dose mediana: 0,9283.
m Dose maior: 0,8751.
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Analise residual (Residuo de Pearson
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Analise
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preditiva (assintética)
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Andlise preditiva (numérica)
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Estimativas dos pardmetros modelo

Pardmetro  Estimativa EP 1C(95%) Estat. Z  p-valor
a 0,72 016 [103;-041] -453 < 0,000l
a -0,32 0,16 [-0,63;-0,01] -2,04 0,0417
a3 0,69 0,16 [0,38; 1,00] 4,38 < 0,0001
oy 2,06 0,17  [1,72; 2,40] 11,84 < 0,0001

Jé] -0,18 0,06 [-0,29;-0,07] -3,12 0,0018
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FDA predita
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FDS predita
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Comentarios

m O modelo se ajustou de forma satisfatéria aos dados.

m Os resultados sugerem um efeito positivo (maior probabilidade de

recupera¢do) a medida que a dose do tratamento aumenta.

m Outras referéncias:

m Anilise de dados categorizados e R: aqui.
m Andlise de MLG’s multivariados e R: aqui, aqui, aqui.

m Aniélise residual para modelos de regressdo multinomiais: aqui, aqui.
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https://www.routledge.com/Analysis-of-Categorical-Data-with-R/Bilder-Loughin/p/book/9780367553234
https://link.springer.com/book/10.1007/978-1-4939-2818-7
https://rss.onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1111/j.2517-6161.1996.tb02095.x
https://www.routledge.com/Multivariate-Generalized-Linear-Mixed-Models-Using-R/Berridge-Crouchley/p/book/9781032922805?srsltid=AfmBOoo5BvtHk2I46yFbaug-DVo6_nrGy2nMB0wc0W94qbEww6YDvPZA
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1002/sam.11645
https://www.jstor.org/stable/2673571

