Modelos de regressdo para dados discretos (parte

1): dados binarios
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Exemplo 2: Estudo sobre vasoconstricao

m Dados sobre um estudo de vasoconstricdo (veja Paula, 2024, Finney,

1978 e Pregibon, 1981).

m Nesse estudo, foram medidos de 3 pacientes o volume e a razio de
ar inspirado, como também a ocorréncia ou ndo de vasoconstricdo
(contragdo de vasos sanguineos) na pele dos dedos da m3o. O
primeiro paciente contribuiu com 9 observacdes, o segundo com 8 e
o terceiro com 22.

m Em principio, n3o seria razodvel assumir independéncia entre as
observacdes. Contudo, por enquanto, assumiremos (metodologias

mais apropriadas: modelos mistos, modelos hierdrquicos).
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https://www.ime.usp.br/~giapaula/texto_2024.pdf
https://www.amazon.com/Statistical-Methods-Biological-Mathematics-Medicine/dp/0852642520
https://www.amazon.com/Statistical-Methods-Biological-Mathematics-Medicine/dp/0852642520
https://projecteuclid.org/journals/annals-of-statistics/volume-9/issue-4/Logistic-Regression-Diagnostics/10.1214/aos/1176345513.full

Banco de dados

Medida Ocorréncia Volume Razio

1 1 3,70 0,82
2 1 3,50 1,09
7 0 0,60 0,75
8 0 1,10 1,70
39 1 1,30 1,62
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Exemplo 8: mortalidade de besouros

m Dados relativos ao percentual de besouros mortos quando expostos a

diferentes doses de disulfeto de carbono gasoso (CS,).

Dose: logioCS2  n° Besouros expostos  n° Besouros mortos

1,6907 59 6
1,7242 60 13
1,7552 62 18
1,7842 56 28
1,8113 63 52
1,8369 59 53
1,8610 62 61
1,8839 60 60
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Distribuicoes Bernoulli e Binomial

m Bernoulli

fly) = (1 — 1) o1y (v)-

m binomial: Seja Y* a propor¢do de sucessos em m ensaios de
Bernoulli independentes. Logo, temos que mY™ ~ binomial(m, ).

Nesse caso £(Y*) = p, 1 € (0,1). Além disso,

n
ny

fy«(y*) = < *>Mny*(1M)n"y*l{o,l/m,z/m,...,1}(y*)~
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Distribuicoes Bernoulli e Binomial

m No Exemplo 2 temos y; = 1 (Bernoulli) se ocorreu vaso constri¢do
na i-ésima medida e O caso contrério.

m No Exemplo 8 temos que m; é a quantidade de besouros expostos a
i-ésima dose de de CS, enquanto que y; = m;y” é a quantidade
observada de besouros, expostos a i-ésima dose de CS, que

morreram.
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Modelo de regressao (geral) para dados bindrios

Y, "% Bernoulli(;)

P p
FY (i) = Zﬁjxji — wi=F Zﬁjxj,- ,i=1,2,..,n
j=1 j=1

m Y, : ocorréncia (1) ou ndo (0) de algum evento.

m X : valor da varidvel explicativa j associada ao individuo /.
B; : pardmetro associado ao impacto de cada covaridvel na

probabilidade de ocorréncia do supracitado evento.
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m (Cont.) Modelo com intercepto: xi; = 1,Vi.

m F(.): fungio de distribuicdo acumulada (fda) de alguma varidvel

aleatéria (continua) com suporte em R. F~(.) é conhecida como
funcdo de ligagdo.

= A rigor, F(.) n3o precisa ser uma fda, contanto que F : R — [0,1].
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Modelo de regressao (geral) para dados bindrios

(agrupados)

Andlogo ao caso anterior, mas considerando que

Yi=m Y/ ing- binomial(m;, u;).

m Y, : quantidade de ocorréncias de algum evento.

m As outras quantidades sdo como antes definidas.
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Comentarios

m Se, por exemplo, F(.) corresponder a fda de uma v.a. logistica
Hi
1I—pi
m Note que em ambos os modelos podemos usar uma funcao de

padrdo, teremos In ( > = 1; (regressdo logistica).

ligacdo que n3o corresponda ao inverso de uma fda.
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Estimacao por MV: modelo Bernoulli

m Nesse caso, ¢ = 1.

m Lembremos que, para esse modelo, a fungdo de ligagcdo logito,

In (1 Hi é a fungdo de ligagao candnica.
— Hi
al
m Ligagdo candnica: S(8) = oIB, ¢) = X'(y — p), em que

oB
eni .

ﬁ’l =1,2,...,n (veja também aqui).
e i

Bo= (1, e i)' € i =
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MLG_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Estimacao por MV: modelo Bernoulli

m Ligaciao ndo-canobnica:

21(8,9)
oB

em que = (p1, .., ), i = F(mi), i =1,2,...,n,

V = (V17 vy Vn), V, = /J,(]. — /QL,')7 = 1,2, .y n, w = (wl, ....,wn) €

. = % 2 _I_M em que . _aF(nl)
“ie (877i) V’ _M,-(l_ul.)’ q f(n:)— .

i
m Ligagdo candnica: I(8) = X' VX.

5(8) = = X'W2V2(y — ),

m Liga¢do ndo-candnica: I(3) = X' WX.
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Estimacao por MV: modelo binomial

m Lembremos que se m;Y;* ~ binomial(m;, u;) entdo ¢; = m;.

m Ligag3o geral: (veja aqui). Nesse caso, temos que

n n

I8) = Z(ﬁiy,-*@'—Z¢ib(9i)+zc()’7a¢i)

i=1 i=1

= z": iy 0; — z”: ¢ib(0;) + const.
i=1 i=1
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Ana_Res_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Estimacao por MV: modelo binomial

m Além disso

@)=Y {ﬁ (DiyF — idh) X} .

i=1
m Assim, os resultados obtidos anteriormente podem ser usados
considerando-se y; = ¢;y*, pui = pigi e ¢ = 1.
m Logo, temos que sob a ligagdo candnica: S(8) = X'(y — u*) em

que p* = (uf, ..., k) e pi = F(ni),i =1,2,...,n.
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Estimacao por MV: modelo binomial

m Ligagdo n3o-candnica:
S(8) = X' W2V (y — p),

em que V = (V4,..., V,),
o a,uf _ a,ul H—
\/, = 80, 80 = mj ,LL,(]. MI)?I - 1727“‘7,73

w = (wl, ....,w,,) €

8;[-")2 4 < 3u,) 1 (F())?
Wi = L)V Vl= g T
( i "o wi(1— pi)
- X'VX.

= X'WX.

m Ligacdo candnica: I(8)

m Ligacdo ndo-canénica: 1(3)
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Estimacao por MV

m Dessa forma, devemos utilizar o processo iterativo (algoritmo Escore
de Fisher), apresentado anteriormente aqui, para obtermos
estimativas para 3.

m As formas do desvio e do RCD para o modelo binomial /Bernoulli ja

foram vistas anteriormente, respectivamente: aqui e aqui.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Ana_Res_MI513_MLG_2S_2024.pdfx
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MLG_Parte2_MI513_MLG_2S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Ana_Res_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Graficos de dispersao individuais
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Gréficos de dispersdo: In (razdo) x
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Medidas resumo In (razdo) e In(volume)

In(volume) In(razdo)
Resposta

Medida resumo 0 1 0 1

Média -0,06 0,37 0,05 0,58
Mediana -0,05 0,30 0,31 0,54
DP 0,45 0,54 1,03 0,46
Var. 0,20 0,29 1,07 0,22
|CV(%)] 723,00 147,00 2223,00 81,00
Min. -0,92 -0,36 -3,51 -0,29
Max. 0,85 1,31 1,10 1,30
ca 0,14 0,29 -2,23 -0,13

curt 2,5 1,9 8,4 2,3
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Box-plots das variaveis In (razdo) x In(volume)
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Modelo de regressao para os dados de vasoconstricao

y, % Bernoulli( ;)

logito(p;) = In (1’L_L'N> = Bo+ Bixii + Boxo;

eBotBixii+Baxai

Hi = 1 + ePotBixit+paxei’ i=L2..,n

m Y; : ocorréncia (1) ou n3o (0) de vaso constri¢go.
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m x3; : (Cont.) logaritmo natural do volume de ar inspirado da i-ésima

observagdo.

B Xxp; . logaritmo natural da razao de ar inspirado da i-ésima

observacao.

m F(.): corresponde a fda de uma distribuicio logistica padrio
(portanto o nome regress3o logistica). Nesse caso, o logito(.) ¢ a

fungdo de ligagdo.
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Modelo de regressao para os dados de vasoconstricao

Interpretagdo dos pardmetros. Defina /(1;) = logito(y;).
Bo
e

1+ ebo’

Se X1j = Xoj = 0, entdo p; =

Defina

h(piz1) = Bo + Bi(xwi + 1) + Baxo;

h(pi) = Bo + Bixii + Baxoi.

< Ny pivr/(L = piv1) 5
Ent3o /1(/14,+1) Il(/J,,) = Bl — ,u,-/(l — ,u,-) =e€

chances em relagdo a primeira covariavel).

(razdo de
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Modelo de regressao para os dados de vasoconstricao

m Analogamente, defina

h(piv1) = Po + Pixii + Ba(xi + 1)

h(pi) = Bo + Bixii + Paxoi.

) pivt/(L = piv1) 4
E | i .y ) = — T~ =¢e”
m Entdo h(uit1) — k(i) = B2 — pi/ (1 — ) )

chances em relacao a segunda covariavel).

(razdo de
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de diagnéstico: ligacao logito
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Envelope para
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os residuos: ligacao logito
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Boxplot do RCD: ligacao logito
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Worm plot para os residuos: ligacao logito
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Worm plots para os residuos:

Deviation

Deviation
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Probabilidades e valores preditos

m Probabilidades de ocorréncia de vasoconstricdo preditas:

eEO+ElX11+52X2f

Hi = 1+ eEO+ElX1i+52X2i ’

m Ocorréncias de vasoconstricdo preditas: simula-se u, U ~ U(0,1), se
i > u, entdo \7, =1, caso contrario, \N/, =0.

m Podemos comparar tanto as probabilidades quanto os valores
preditos com os valores observados. Aten¢do: no caso dos valores

preditos note que, como estamos gerando somente uma réplica, tal

analise deve ser considerada com cautela.
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Probabilidades preditas e valores observados: ligacao logito
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Valores observados e preditos: ligacao logito

o (=3}
= [ A i PSRN
S PN VN e o S
< _| x _]
(=3} S
=] o _| =] o _|
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o (=
= ® observado = ® observa
S 4 predito S 4 predito
=1 =]
Xz S Xl <t
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Perguntas

eBO

m Como gerar intervalos de confianca para ———, et e %27
1+ efo

m Método delta.
m Fazer um IC para o parametro original e depois calcular o IC para a
transformag3o.

m Simulagdo/Reamostragem.
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Intervalos de confianca para funcdes de interesse

650
1+ ebo
m Seja 3 o estimador de MV de 3. Ja vimos que, para n

m Sejam g1(B) =11 =  &(B)=m =" egy(B) =1 =

suficientemente grande, B ~ N(B,X3), em que X = 171(3).

m O método delta nos diz que, para n suficientemente grande,

7i = N(1;, ¥;33¥’), em que

9
0B,

9

gi(B) 95,

v - [ e a |.
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Intervalos de confianca para funcdes de interesse

m Nesse caso,

‘1’32[0 0 eﬁz]

m Assim IC(7;,7) = [ — Z(14+) /2\/’(/),,7', + Z(1+7)/2\/121\,':|, em que
1 + ¥
P(Z 2 2144)2) =

que este é um IC assmtotlco).

e ¢ = U, 355W), Z ~ N(0,1) (lembrando
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Intervalos de confianca para funcdes de interesse

Param. Est. IC (transf.) IC (mét. delta) IC (simul.)
n 0.05 [<001;043  [0,08;0,18] [<0,01 ; 0,22]
7 177,56  [4,50 ; 6862,99] [-471,35 ; 826,48] [19,85 ; 58917656,63]
™ 9574 [2,61;3511,02] [-249,12; 440,61]  [12,29 ; 7914178,99]

Neste caso, os IC's obtidos através do método delta, devem ser truncados

a esquerda do zero.
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Estimativas relativas ao modelo de regressao logistica

Pardmetro  Estimativa EP 1C(95%) Estat. Z; p-valor
Bo -2,87 1,32 [-5,46;-0,29] -2,18 0,0295
B1 517 1,86 [1,52; 8,83 2,78 0,0055
B2 4,56 1,83 0,96 : 8,16] 2,48 0,0131

Todos os parametros sdo significativos.
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Comparagdo com outros modelos (fungdes de ligagdo)

Modelo AIC BIC  AlCc SABIC HQCIC CAIC DABM
Logito 35,23 40,22 3591 30,83 37,02 43,22 0,24
Probito 3529 40,28 3597 30,89 37,08 43,28 0,25
Cauchito 31,08 36,07 31,76 26,68 32,87 39,07 0,16
Cloglog 32,62 37,61 3331 28,23 3441 40,61 0,21

1 n
DABM = - Z lyi — fii|. Lembrando que: p; = ®(n;) (probito),
i=1

e"i

1 1

w; = —arctan (n;) + 5 (cauchito) e ;=1 —e¢" (cloglog) e ®(.) é a
T

fda da normal padrdo. Exercicio, escrever os demais modelose

interpretacdes de funcles de seus pardmetros e a forma das razdes de

chances.
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Graficos de diagnédstico: ligacao probito
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Envelope para os residuos: ligagcao probito
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Boxplot do RCD: ligagao probito
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Worm plot para os residuos: ligacao probito
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Worm plots para os residuos: ligacao probito
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Graficos de diagndstico: ligacao cauchito
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Envelope para os residuos: ligacao cauchito
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Boxplot do RCD: ligagdo cauchito
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Worm plot para os residuos: ligacao cauchito
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rm plots para os residuos: ligacao cauchito
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Graficos de diagndstico: ligacao complemento log-log

E=3 E=4
= =
B o L o
=) =
8 o~ 8
b p=d
5 — 5 —
2 2
E - 2 -
S < S <
ER S T
=R 2 g
h=] b = h
4] k4]
o T T T T T o T T T T T T
o 10 20 30 40 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Indice valor ajustado (média)
=t o -
= =
< -
=1 .
@ ~
= o™ ~
I 3 T o -
5 < 2
> =
2 o B w
g = = v
—
= ,—| -
= w0
= r T T 1 -
-1 [e] 1 2
Residuo Componente do Desvio Preditor Linear

Prof. Caio Azevedo




Envelope para os residuos: ligagcao complemento log-log
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Boxplot do RCD: ligacado cloglog
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Worm plot para os residuos: ligacao cloglog
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Worm plots para os residuos:

Deviation
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Probabilidades preditas e valores observados

ligacao logito

ligacao probito
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Probabilidades preditas e valores observados
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Predicdo (total por linha)

m Ligacgdo logito:

m Ligagao probito:

Prof. Caio Azevedo

Predito

Obs. 0 1
0 68,42 31,58
1 20,00 80,00

Predito

Obs. 0 1
0 89,47 10,53
1 15,00 85,00




Predicdo (total por linha)

m Ligacdo cauchito:

Predito

Obs. 0 1
0 94,74 5,26
1 20,00 80,00

m Ligacao cloglog:

Predito

Obs. 0 1
0 73,68 26,32
1 15,00 85,00
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Predigdo (nimero total de observagdes)

m Percentual de classificacdo correta (zeros e uns)

logito probito cauchito cloglog

74,36 87,18 87,18 79,49
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Estimativas dos parametros dos modelos

Modelo  Pardm.  Est. EP 1C(95%) Estat. Z; p-valor
logito Bo -2,88 1,32 [-5,46 ; -0,29] -2,18 0,0295
b1 5,18 1,86 [1.52; 8,83] 2,78 0,0055

B 4,56 1,84 [0,96 ; 8,16] 2,48 0,0131

probito Bo -1,50 0,68 [-2,85 ; -0,16] -2,20 0,0279
B1 2,86 0,94 [1,02 ; 4,70] 3,05 0,0023

B2 2,51 0,95 [0,65 ; 4,38 ] 2,64 0,0083

cauchito Bo -11,89 7,79 [-27,16 ; 3,39] -1,53 0,1272
B 1909 12,87 [614;4431] 148  0,1380

B2 15,80 10,12 [-4,03; 35,64 ] 1,56 0,1183

c loglog B0 -297 109 [512;-083] -2,72  0,0065
B 434 156  [1,28;7,39] 2,78 0,0054

B 3,97 1,38 [1,26 ; 6,68] 2,87 0,0041
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Conclusoes

m O modelo melhor ajustado é o que considera a fungdo de ligacdo
cauchito. Entretanto, muito provavelmente devido ao fato de que
este modelo impoe probabilidades maiores para valores mais
extremos, os erros-padrdo associados as estimativas indicam uma
nao significancia dos parametros, adicionalmente ao tamanho

reduzido da amostra.
m Além disso, os ajustes foram muito similares.

m No geral, nenhum ajuste foi satisfatério.
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Conclusoes

m Em principio podemos conduzir as inferéncias com base no modelo
logito. Se optarmos por utilizar o modelo cauchito, as quantidades
de interesse (incluindo as razdes de chances) devem ser calculadas

usando a fda da distribuicdo Cauchy.

F(ni+1)/(1 = F(ni+1))
F(ni)/(L—=F(m))

m OQutras possibilidades: utilizar fun¢des de ligacdo baseadas nas

m Férmula geral para a razdo de chances:

distribuicoes normal assimétrica e t de Student assimétrica.
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Analise de influéncia
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Analise de Sensibilidade

Parametros [y

Obs. Est. EP 1C(95%) Estat. Z; p-valor
todas -2,88 1,32 [546:-029] -2,18  0,0295
-#4 521 221 [9,53;-0,88] -2,36 0,0184
-#18 -476 2,03 [-8,74;-0,78] -2,34 0,0191
#31 3,04 136 [570-038] 224  0,0248
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Analise de Sensibilidade

Parametros (3;

Obs. Est. EP IC(95%)  Estat. Z, p-valor
todas 5,18 1,86 [1,52;8,83] 2,78 0,0055
-#4 8,47 3,31 [1,98;14,96] 2,56 0,0106
-#18 7,67 2,98 [1,84;13,50] 2,58 0,0100
#31 497 182 [1,39:854] 272  0,0065
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Analise de Sensibilidade

Parametros (3,

Obs. Est. EP IC(95%)  Estat. Z, p-valor
todas 4,56 1,84 [0,96;8,16] 2,48 0,0131
-#4 7,45 298 [1,61;13,30] 2,50 0,0124
-#18 6,88 2,75 [1,49;12,27] 2,50 0,0123
#31 476 188 [1,07:846] 253 00115
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Analise de Sensibilidade

m Apesar de n3o terem mudado de forma significativa, a significancia
dos parametros, cada observacdo, ao ser retirada individualmente,
mudou (substancialmente, em termos percentuais), as estimativas

pontuai, erros-padrdo e IC's.

m Perfis:

Observacdo Resposta Log(vol) Log(razdo)
4 1 -0,29 0,41
18 1 -0,16 0,35
31 1 0,99 -0,29
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Analise de Sensibilidade

m Medidas resumo

Medida Log(vol) Log(razdo)

média 0,16 0,32
min. -0,92 -3,561
1Q -0,22 0,07
mediana 0,10 0,49
3Q 0,50 0,69

Max. 1,31 1,32
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Analise de Sensibilidade

m A obs. 4 tem Log(vol) abaixo da média e do 1Q e Log(razdo) abaixo

da mediana.

m A obs. 18 tem Log(vol) abaixo da mediana e préxima do 1Q e

Log(razdo) abaixo da mediana.

m A obs. 31 tem Log(raz&o) abaixo da média e do 1Q e Log(volume)
acima do 3Q.

m Deve-se investigar melhor essas observacdes.

Alternativa em termos de modelagem: utilizar fun¢Ges de ligacdo

com caudas pesadas (e com assimetria).
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