Modelos de regressdo para dados discretos (parte

5) (sub/superdispersdo): dados binarios
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Superdispersdo (ou sobredispersio) e subdispersio

m Quando a varidvel resposta apresenta varidncia maior (sobre/super)
ou menor (sub) do que aquela imposta pelo modelo probabilistico
(de referéncia).

m No caso do modelos de regressdo para dados bindrios, em que
assume-se que Y; g binomial(m;, i), i = 1,2, ..., n, tem-se que
V(Yi) = mipi(1 — ;).

m No caso do Exemplo 8 (dos besouros), n =28 e

m; € {59, 60,62, 56,63,59,62,60}.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MRB_MLG_Parte_2_MI513_MLG_2S_2024.pdf

m Portanto, espera-se que as varidncias amostrais ndo sejam distantes

desse valor.

m Entretanto, do ponto de vista descritivo, muitas vezes n3o é simples
verificar se se isso ocorre a menos que disponhamos das observagdes

individuais que geraram as contagens binomiais.
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m Do ponto de vista inferencial, quando o desvio D(y; &) é maior que

o ndmero de graus de liberdade (n-p), pode indicar presenca de
sobredispers3o.

m Isso pode ser avaliado mais precisamente pelo nivel descritivo do
teste de ajustamento através do desvio (utilizando de sua
aproximagdo pela distribuicdo de qui-quadrado, quando pertinente).

m O grifico de envelopes e os de diagndstico também podem fornecer
indicios da existéncia de superdispers3o.

m Diferentes circunstancias, entretanto, podem causar um valor alto
para o desvio. Algumas delas representam uma sobredispersido

aparente (veja slide seguinte).
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Cont.

m Presenca de pontos aberrantes, auséncia de covaridveis relevantes ou
de algum termo na parte sistemdtica (7)), incorreta especificacdo da
funcdo de ligagdo.

m A superdispersao também pode ser causada por: existéncia de
subgrupos com diferentes distribuicdes, dependéncia entre as
observacdes, caracteristicas latentes (ndo observaveis diretamente)
presentes nas unidades experimentais, fatores ndo controlados no

experimento dentre outros.

m Medidas de diagndstico, vistas anteriormente, sdo ferramentas

importantes para detectarmos o fenémeno.
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Consequéncias de superdispersdo (Hinde e Demétrio

(1998))

m Os erros-padréo estimados (a partir do modelo) podem ser (muito)
subestimados consequentemente, podemos avaliar incorretamente a
importancia dos pardmetros (significancia).

m Podem ocorrer (grandes) mudancas no valor do desvio as quais

podem conduzir a selecdo de modelos extremamente complexos.

m Finalmente, podemos selecionar modelos inapropriados e as previsoes
podem ser (falsamente) “precisas” (menor comprimento dos

intervalos de confianga).
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Caso |

m Vamos supor inicialmente a existéncia de n grupos (contagens
binomiais) de modo que para o i-ésimo grupo sejam observadas m;
repeticdes de uma varidvel aleatéria Yj; ~ Bernoulli(y;), assim,
Ei)=pieV(Yy)=pi(l—p), i=12,..,nj=12.,m.O

nGmero total de sucessos no i-ésimo grupo sera definido por

Y= Y+ oot Vi,

m Supondo, adicionalmente, a existéncia de correlacdo entre as réplicas
de Bernoulli (de sorte que Corre(Yj;, Yi) = 6,6 € (—1,1),V) # k,
assim Cov = dp;(1 — p)), entdo
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vy = iv(yij)‘f'i i Cov(Yy, Yi)

J=1 k=1,k#j
mj mj mj
= Zu;(l — pi)+ Z Z Opi(1 — pi)
Jj=1 J=1 k=1,k#j

= mipi(1— i) + mi(m; — 1)opi(1 — i)

= ormipi(l — ),

em que 02 = 1+ (m; — 1)d.

Prof. Caio Azevedo
8
8



Caso |

m Se for exigido que o > 0, entdo devemos ter 1 + (m; —1)d > 0, o

que implica que § > —1/(m; — 1) e, portanto, teremos

0 <1
mi_1< <

m Logo, ¢ poderd assumir valores negativos apenas se houver m/s

pequenos.

m Podemos notar que

se a,-2 > 1, tem-se superdispersio,

caso contrario tem-se subdispers3o.
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Caso I

m Vamos supor agora que p; representa a probabilidade de sucesso nas
respostas do i-ésimo grupo tal que E(Pi) = u; e
V(P;i) = 0pi(1 — pi), 6 > 0.

m A quantidade P;, neste caso, é dita ser uma varidvel latente (efeito
aleatério).

m Assumimos ainda que Yjj|P; = p; ~ Bernoulli(p;), o que implica que

E(Yylpi) = pi e V(Yjlpi) = pi(1 — pi). Portanto, temos que:

EYV) = EE(VIP)) ZmP —e [ S evyip)
j=1

= m,E(P,) = mjL;.
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Cont.

m Além disso, temos que (lembrando que E(P?) = V(P;) + E2(P;)):

v(yi) = EPvilP)l+V(E(YilP))

e (e o[ ()

= & ZV(YU|P)] +v[ig Y,J|P]

(continua no préximo slide)




m (Cont.)

=y (i1 = O)(L = pus)) + Moy — i)

= m,-/J,,-(]. — /J,') [1 + 5(mi - 1)] )

que coincidem com os resultado do Caso |, considerando § > 0.
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Modelagem

m Devido a estrutura hierdrquica apresentada anteriormente, uma
candidato natural para o modelo probabilistico é a distribuigcdo

beta-binomial.
m Seja Y| X = x ~ binomial(m, x) e X ~ beta(a, b).

m Entdo Y ~ beta-binomial(m, a, b) = bb(m, a, b) (exercicio), em que

‘) - r(m+1) My +a)(m—y+b)
W T T D(m—y+1) T(m+atb)
x ﬁ(z)ﬁ(zg Tg0123,..m(Y)
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Modelagem

a _ mab(a+ b+ m)
(a+b) e V(Y) = (a+b)2(a+b+1)

m Temos que £(Y)=m
(exercicio)
m Podemos definir uma reparametrizacdo da distribuicdo beta-binomial

de tal forma que E(Y) = mu e que se tenha um pardmetro de
1—p
ag

, entao:

M(m+1) r(”Z)r(i)r(m*lgﬂy)

My + )M (m -y +1) r(m+1>r<“)r<1_“>

dispersdo (o), ou seja, a = L eb=
g

fr(y) =

(oa g g

x Mgoap,..m(Y)
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Modelagem

m Nesse caso,

ey) = my,
mp(1 — p)(1 + mo)
140

e

1+o0
em que o é um pardmetro de dispers3o (provar).

m O interesse agora reside em modelar p;, mantendo-se o fixo ao

longo das observagoes.

m Em termos praticos, a semelhanga do modelo binomial, trabalha-se

- . Y
com a verossimilhanga associada & Y* = —.
mj
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Modelo de regressao beta binomial

m Sejam Y;,i=1,2...nY; ind. bb(m;, p;, o).

m Temos que E(Y7*) = pj e V(Y/) = pi(1 — pi) {1 + (m,—l)o—]

140
® g(pi) =ni = p=g (m),ni = X{B em que g(.), em geral
corresponde & F~1(.), ou seja, a inversa da fda associada 3 uma vac

com suporte nos reais.

m Este modelo de regressdo pertence a classe de modelos chamada de
GAMLSS (“Generalized Aditive Models for Location Scale and

Shape”). Existe um pacote no R homénimo (gamlss).
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https://www.gamlss.com/

Inferéncia via MV

m Verossimilhanga (em que 8 = (3',0)'):

Lo) =
[T G +)r(m -y +1)]
i=1

PN e e (e 5 -0)]

il (e )0 ()]




Inferéncia via MV

m Verossimilhanca (em que 8 = (3',5)")

PO T (52 0)]

L) :

Tl (2 (e ()]

=
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Inferéncia via MV

m Logverossimilhanca




Inferéncia via MV

assim




H(ﬁ? U) = Hll(ﬁ’ U) H12(137 J) )
Hx(B8,0) Hx(B,0)
[ 9%1(B,0) 0%1(B.0) 821(8,0) ]
a5z 05102 9B10B,
0%1(B, o) >°1(B,0)
H.:1(B,0) = 855 8ﬁ2'66p
82/(ﬁ,0)

B2

p




[ 9%1(B,0) T

95130
., 9%1(B, o)
12(B,0) = | 0B200

&*1(B,0)
98,00

Hos(8, 0) = 0%1(B,0)

Oo?




Inferéncia via MV

m Vetor escore (3)

: 6g1i(ﬂi> 0') ag2i(/$i7 U)
S(B) = -

Ogsi(pio)  Ogai(pi,o)  Ogsi(pi, o) '
aﬁJ 8ﬁ_} 8,61

m Funcdo escore (o)

S(o) = nlnw+i{agli(ﬂi,0)+ag2i(/ii,0)

do oo

Jdo oo o

Ogsi(pi,0) _ Ogai(pi o)  Ogsi(pi, 0) }




Inferéncia via MV

m Hessiana (3)

" | 21y .
H(B;, 6) = Z{a aulpuno) , Oeuli, o)

—~ | 9806 92B;08
 Pgi(pio)  Pgaipio)  Pgsi(pis o)
98B 9B;opB opiop |

m Hessiana (o)

H(o,0)

n

G ponr g

Oo? Oo?

Oo? Oo? 0o?

gsi(pi-0)  Pgui(pi,o0)  0%gsi(pis o) }




Inferéncia via MV

m Hessiana (3',0)

) Pailpi o) | i o)
H(B0) = Z_;{ 0500 | 92800

Pgsi(pi,o)  Pgi(pio)  gsi(pi,0) }

0Bj00 9800 0800




NEEEERYERYAY

m Em que

gi(pi,o0) = |nr(y,.+7);

g(pui,o) = InT

g(pi,o) = InT

gs(pui,o) = InT

( .
g(pio) = |nr<m,-_|_>;

(

(
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m Temos que

ogi(pio) 1 M\ O Oni 1 i Oui
851- N Uw(y’+0>37};8,3j_0' <’+ )877,-)9"
g (pino) 1 L= ) Opi Oni
6ﬁj o O'W mi * ag ! 877,' 3@"

1 1—p O
= —=V <mi+ a }/i> ixjia
o o on;

Prof. Caio Azevedo




m Temos que

g3 (M;, o )
9B;

Oga(pi o)
B;

Igs (i, 0)
a5

0,
() o oY (3) oy

Lo, (1= i\ OuiOn Lo, (1= i) Opi
v — vy .
o ( o ) miop o \ o )on”




Cont.

m Temos que

og1(pi, o)
oo
ag2 (Nia U)
Jo
dga(pi, o)
Oo
8g4(Mi7 U)
Oo

Ogs(pi, o)

do
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Cont.

m Temos que

&g (i, o) 1 piy (Opi\° 1 pi\ 8 pi
geal.o) (4 B 2wy B
aﬁjaﬂj XJIX/IO_ (y:+ O’) (an’) 0+ (y/"" J) anlg )
O go(pi, o) 1 , 1— i\ 1
— o = —Xixi— |V [ m; =i -
05,95, i (’" T Y ) <an,-> o
1—pi O pj
v i — Vi ’
" (m i y) on?
9%g3(pi» )

- T) —
0B;0B
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m Temos que

> ga(pi,0) NN pi\ 0%
o&\pio) 1 Hi 2oy (B
95,08, Xixi |V ( - ) o) o ( o ) o |
&gs(is o) 1 11—\ ()1 <1 - Mi) & pi
RN T x| = 4y .
dB;0B i’ v o o) o + o on?




Cont.

m Temos que

g1 (i, o) 2 i i Hi
il =M Cas M= A I
2 1—

73“; <ml+ K —)’i)7
g g

1— 1—
+ 4“ v’ (m;+ a —y;)
o)

1 1 1
W(m;+)+4\1ﬂ <m,-+>,
g g g g

32 i
Tel0) — (1)

gs(pi, o)
Oo?

L™
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Cont.

m Temos que

ga(pis o) 2 i\, Mgy (1w
o2 M Lr3w (; + ?\U o ’
gs(pis o) 2 1=\ =i, (1= p
TEWLT) 1) | Sw v :
do? (1= pi) o3 o ) T 1%

ol ()] 20 (2) 2u(2),

oo o3
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Cont.

m Temos que

B = [V (i ) < v (e )],
0g(pio) 1 0y

T0B0c oo P

9gs(pi, o)

o800 0
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m (cont.) Temos que

o~ o [ () v (3)2]

Jgs(pivo) 1 0pi 1 — pi N AN Y
dBjdc o2 o v o v o o |

Prof. Caio Azevedo




Inferéncia via MV

S(B) = 0(p><1)
SG) =0

solugdo analitica. Assim, algum método numérico deverd ser

m Podemos notar que o sistema nao apresenta

empregado e, nesse caso, utilizaremos o algoritmo de
Newton-Raphson (o qual usa a matriz Hessiana ao invés da

informacdo de Fisher).
m A obtencdo da Informag3o de Fisher (esperada) é complicada.

m Exercicio: escrever de forma matricial as quantidades §(3,0) e
H(B,0) e/ou escrever o cédigo em R para implementar o algoritmo

de Newton-Raphson.
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Algoritmo de Newton-Raphson

m O algoritmo de Newton-Raphson (ANR) é definido como: Sejam
B e ¢(° estimativas iniciais de 3 e o (chutes iniciais),

respectivamente, entdo faca

ﬁ(H-l) ,3(t)
JRCIEVIN I IO
[ Hu(B9,010) (89, 019 ] [ S(8) ]

Hu (B89, 01)  Hy(BY, o) S(e)

t=0,1,2,...., até que algum critério de convergéncia seja satisfeito,

por exemplo ||§(+1) — 9(1)|| < ¢ para algum e >0e 0 = (3',0)".
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Cont.

m Uma vez que a obten¢io da informacdo de Fisher (esperada) é
complicada, podemos utilizar a informag3o observada
1o(B,0) = —H(B, ), pois, sob certa condi¢des de regularidade,

temos que

P
|I0(18a0) - I(ﬂ,a’)| n_>—oo> 0(p+1)><(p+1))

para construir os resultados inferenciais assintéticos.
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Cont.

m Neste caso (sob as condi¢des de regularidade supramencionadas),

para n suficientemente grande, temos que

B ~ Ny(B, Cov(B)), & ~ N(o,V(0)),

em que:
R - —1
COV(ﬁ) COV(,B7 5’) _ H11(,3, O') le(,B, O’)
Cov(7,8) V(5) Hy(8,0) Ha(B,0)

m Os resultados apresentados anteriormente para o modelo binomial
negativo (intervalos de confianga e testes de hipStese) continuam

vélidos, com as devidas modificacGes.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_parte_5_MI513_MLG_2S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_parte_5_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Comparacao de modelos e validacao

m Os critérios e informacdo podem ser calculados calculadas de forma

semelhante ao que fora feito para os MLG (aqui).
m Pesquisar sobre o comportamento assintético da funcdo desvio.

m Verificagdo da qualidade de ajuste do modelo: residuo quantilico

aleatorizado.
m Mais detalhes sobre aspectos inferenciais, veja aqui e aqui.

m Veja também aqui e aqui.
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http://onlinelibrary.wiley.com/doi/10.1111/j.1467-9876.2005.00510.x/full
https://www.researchgate.net/publication/26538604_Generalised_additive_models_for_Location_Scale_and_Shape_GAMLSS_in_R

Exemplo 10: germinacdo de sementes de Orobanche

m Orobanche: tipo de organismo vegetal (planta).

m Os dados foram obtidos a partir de um estudo sobre germinac3o de
duas espécies de sementes de Orobanche (O. aegyptiaca 75 e O.
aegyptiaca 73), veja (Hinde e Demétrio (1998)). Correspondem a
quantidade de sementes analisadas (m) e germinadas (y) e tem-se o

interesse na resposta y/m (conjunto de sementes).
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m As sementes foram cultivadas em diluicdes de 1/125 a partir de dois

tipos de extrato de raiz (pepino ou feijdo), em um esquema fatorial

2 x 2 com replicagdes.

m Objetivo: avaliar o comportamento de cada espécie, sob cada um

dos tipos de extrato, em termos da capacidade de germinag3o.
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Modelo beta-binomial

Yik ~ bb(mj, pij, o)
a+Bi+y+(B)yi=1,2j=1,2k=1,2,..,n;

=7 = (BY)1=(By)1=0,Vij.

=3
VRS
=
|
=
N———
|

m njj : nimero total de sementes pertecentes a i-ésima espécie (1:
O.aegyptiaca73, 2: O.aegyptiaca75) e tratados com o j-ésimo tipo
de extrato (1: feijdo,2:pepino), m1 = 5,2 = 5,1 =5, = 6.

m Y : é o total de sementes germinadas na k-ésimo réplica,
pertencentes a i-ésima espécie, e tratadas com o j-ésimo tipo de

extrato vegetal.
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Graficos de envelope: modelos binomial e beta-binomial

logito binomial (RCD) logito beta—binomial(RQA)
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QQ plots RQA: modelos binomial

Sample Quanties

Sample Quanties

Prof. Caio Azevedo

Normal Q—Q Plot
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QQ plots RQA: modelo beta-binomial

Normal Q—Q Plot Normal Q—Q Plot
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modelo binomial

Unit normal quantile Unit normal quantile
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Deviation
0

Deviation
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modelo beta binomial

Unit normal quantile

Unit normal quantile

Deviation

Deviation
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Comparacao entre os modelos

Modelo AlC BIC AlCc SABIC HQCIC CAIC DABM

bin. 117,874 122,052 120,374 109,704 118,781 = 126,052 0,106
bb 117,534 122,756 121,534 = 107,321 118,667 127,756 0,105
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Estimativas (gamlss) dos pardmetros: modelos bin. e bb

Modelo Pardm.  Est. EP 1C(95%) Estat. Z;  p-valor
binomial « -0,41 0,18 [-0,77 ; -0,05] -2,24 0,0389
B2 -0,15 0,22 [-0,58 ; 0,29] -0,65 0,5219

V2 054 025 [0,05; 1,03 2,16 0,0452

()2 078 031 [0,18; 1,38] 254  0,0212

beta-binomial o -0,44 0,22 [ -0,87 -0,02] -2,05 0,0587
B -0,10 0,27 [-0,63; 0,44] -0,36 0,7266

Y2 0,52 0,30 [-0,06; 1,10] 1,76 0,0978

(By)2 080 038  [0,06; 1,54] 211  0,0510

o 0,013 0,012 [0,00;0,035]* - -

(*) truncado a esquerda do zero
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Observacoes

m O modelo bb se ajustou bem aos dados e melhor do que o modelo binomial.
Assim, escolheremos o modelo bb.

m Usualmente, retirar-se-ia o pardmetro que representa a interacdo ((af)2).
Contudo, dado que o p-valor associado ao teste de nulidade para 8, é maior
do que para (af3)22, vamos ajusta um modelo sem (32).

m Com efeito (modelo binomial):

Modelo AIC BIC AlCc  SABIC HQCIC CAIC
B2=10 115,66 119,84 118,16 107,49 116,57 123,34
(By)2 =0 119,66 123,84 122,16 111,49 120,57 127,84
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Modelo 2

ind.

Yij ~" bb(mi, pij, o)
m(w) = a4r+6i=12j=12k=12 . n;
1 — pjj
M = 01=2061=0,Vij

m njj : nimero total de sementes pertecentes a i-ésima espécie (1:
O.aegyptiaca73, 2: O.aegyptiaca75) e tratados com o j-ésimo tipo
de extrato (1: feijdo,2:pepino), m1 =5,n12 =5,m1 =5, np = 6.

m Yy : é o total de sementes germinadas na k-ésimo réplica,
pertencentes a i-ésima espécie, e tratadas com o j-ésimo tipo de

extrato vegetal.
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Modelo 2

m Médias induzidas pelo modelo 2

eOé
p= T (73, feijdo)

et .
M2 = e (73, pepino)
por = lie“ (75, feijso)

e tr2+dxn )
Hop = —————— (75, pepino)

1+ extr2+én
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Grafico de envelope: modelo 2
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Worm plot: modelo 2
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Worm plots: modelo 2
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Estimativas dos pardmetros: modelo 2
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Param. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
« -0,51 0,13 [-0,77 ; -0,25] -3,84 0,0012
Y 058 024 [0,11;1,06] 2,40 0,0274
622 0,70 0,26 [0,18 ; 1,22] 2,66 0,0161
o 0,013 0,378 - - -




Médias observadas e preditas
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0O.73 O.75

tipo de semente




Médias preditas

Grupo Est. EP  1C(95%)
Feijio-073 0,38 0,03 [0,32;0,44]
Feijdo-O73 0,38 0,03 [0,32;0,44]
Pepino-O73 0,52 0,05 [0,42;0,62]
Pepino-O75 0,69 0,04 [0,61;0,76]

Melhor desempenho: Sementes do tipo O75 para as quais se usou extrato

de pepino.
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Comentarios

m As conclusBes entre o modelo beta binomial (bem ajustado) e

binomial (mal ajustado) foram diferentes.

m Enquanto que o modelo binomial indicou presenca de interacdo e
efeito dos dois fatores (as quatro propor¢des médias sdo diferentes
entre si), o modelo bb também identificou intera¢do, mas efeito de

tipo de semente somente para o extrato “pepino”.

m Pesquisar sobre andlise de influéncia para modelos de regressio beta

binomiais.
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