Modelagem simultanea da média e da dispersao

(MLG's duplos)
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Modelo linear generalizado duplo

m Um MLG duplo (na sua forma mais simples) é dado por:

Yi ~ " FE(017¢1) s 0:/7(;1,,) i=1,.

glui) = ni=XpB= ZXJ,B,, Xi = (Xiy s Xpi)'
j=1
h(¢i) = Xi=2Zy Zzﬂ,, s = (Zaiy oo Xai) s

em que B € RP,v € RY, g(.) e h(.) sdo chamadas de fun¢do de
ligacdo e n;, \; sdo preditores lineares (relacionados ao individuo ).
Eventualmente, X; e Z; podem ser iguais, ou ter elementos em

comum (i=1,2,..,n).
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Cont.

m Note que se Y; ~ FE(0;,¢;), i = 1,2,..., n, ent3o:

fyv.(vi; 0i, i) = exp { @i [vifi — b(0;)] + c(yi, #i)} Lalyi),

em que, com as devidas adaptagdes, as fungdes da fdp acima s3o
como descritas aqui.

m Das distribuig8es (pertencentes a familia exponencial) vistas no
curso, faz sentido considerar essa estrutura somente para a normal,

gama e normal inversa. Nesse caso, temos que (exercicio):

c(yis ¢i) = d(oi) + dialyi) + u(yi).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/Aula_FE_MI513_MLG_2S_2024.pdf

m Algumas propriedades (exercicios). Defina

Ti = Yi0; — b(0;) + a(Yi),

entao
d
. S(Tf)=—d75,d(¢)-
&
m V(Ti) = T&d(¢)'
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Estimacao

m (Cont.) em que d(.), a(.) e u(.) sdo fun¢des duplamente
diferencidveis que dependem da distribuicdo escolhida (exercicio).

m Verossimilhan¢a (defina ¥ = (3',v')), assim, temos que:

L(v)

exp {Z {#i lvi0i — b(6:)] + d(9i) + dialyi) + U(y,')}}
i1

exp {Z {oiti +d(¢i) + U(Yi)}} :
i=1

m Log-verossimilhanga

1(9) =Y {@iti + d(¢) + u(yi)} -

i=1
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Estimacao

m Temos que obter S (3;) = %/(19), j=12...,pe
J
0
S(v) = R 1(9), r=1,2,...,q e resolver o que seguinte sistema de

equacoes

S (5) = 0(px1))
S () = 0(gx1)

em que S (B) = (S(B1),-: S (8,) € () = (S (1) -+ S (7))

m Como o sistema acima n3o tem solucdo analitica, podemos usar

algum algoritmo, com o Escore de Fisher, para obter as emv.
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Estimacao

m Adicionalmente, pode-se provar que S (9) = (S(8),S (7))

S(ﬁ) _ X’@W1/2V71/2 (yiu)’

S(v) = Z/H—;l (t—pe),

em que X = (X1,..., X,)", W = diag(wy, ..., wn),

wi = (dpi/dni)? | Vi, ® = diag(1, .. 8n), ¥ = (1, ¥n)',
p=(pi1, ., pin)', Hy = diag (0 (¢1) ..., W' (¢n)), t = (11, ... tn)',
pe=(E(T1),.,E(Tn)) = (=d"(41),.... =d" (¢n)).




Estimacao

m Com relagdo a informag3do de Fisher, temos que:

1(19) I(/Baﬂ) I(B7’7):0(p><q) 7

1(v,8) = 0(gxp) 1(v.7)

em que

1(8,8)=X®WX;I(v,v)=2Z'PZ,

e P=V,H;2, V, =diag = (—d" (¢1) ..., —d" (¢n)).
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Estimacao

m Similarmente aos MLG's (usuais) pode-se desenvolver um processo
iterativo escore de Fisher para encontrar as estimativas de maxima

verossimilhanca (5’,5]’)’, ou seja:

gy (X/q,(m)w(m)x)‘l X/ (m) () y(m).

-1
Fm = (z’p(m)x) Z' p(m) z+(m).

m =0,1,2... (até que algum critério de convergéncia seja
alcancado), em que y* = X3+ W—12v-12(y — p),
z"=Zy+ V' Hy (t — ).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MLG_Parte2_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Estimacao

m Sob certas condi¢des de regularidade (veja Se¢do 1.6.3 de Paula

(2024)) temos, para n suficientemente grande, que:

BN, (B8,174B,8)),7 = Ng (.17 (.7)) . BLA

m Testes de hipdtese, com as devidas adaptagles, podem ser

implementados com visto aqui.

m Selecdo e comparag¢do de modelos, com as devidas adaptacdes,

podem ser implementadas como visto aqui.
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Analise residual e desvio

m Na classe dos MLGs duplos pode-se definir desvios para tanto para a
média e para a precisio.

m O desvio para a média assume a mesma expressdo da classe dos
MLGs em que somente a média é ajustada (aqui), com ¢; no lugar
de ¢, ou seja

n

i=1

em que dy (v;; li, ¢i) = 2¢; [y,- (51(0) - 5’) . (b (5,) —b (@0)>)}
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Analise residual e desvio

m Para ¢; grande Vi o desvio (Equagdo (1)) pode ser comparado com
os quantis da distribuicdo qui-quadrado com (n — p) graus de

liberdade.

m O residuo componente do desvio para a média fica dado como

Tle = sinaI(Y,- — //Z,)

—~ ~ "~ —1
em que hi = ;X! (x'@wx) X, i=12..n
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Analise residual e desvio

m Sob o bom ajuste do modelo e, sob certas condicdes, espera-se que

Tp, % N(0,1).

m Pode-se fazer, essencialmente, os mesmos graficos considerados para

o caso do RCD para o MLG usual (aqui).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Ana_Res_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Analise residual e desvio

m Por outro lado, o desvio para a precisdo é dado por

D; (y; u,$) = Z": dy (y;;u;,cgi) : (2)
i=1

em que dy ()/i; Miﬁi) =2 [ti (35 ) 5:) + (d (&) —d ((EEO))H e
$§°) é o estimador para ¢ sob o modelo saturado.

m Aqui também, para ¢; grande Vi o desvio (Equagdo (2)) pode ser
comparado com os quantis da distribui¢do qui-quadrado com (n— q)

graus de liberdade.

Prof. Caio Azevedo




Analise residual e desvio

m O residuo componente do desvio para a precisdo fica dado como

ds (i i )

17

Tp, = sina|(7A',- + d"(Z,-)

)

em que 7; = piZ] (Z’ﬁ2)71 Z, pi=—d" (&) {h/ (51)}72
i=1,2..n.
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Analise residual e desvio

m Sob o bom ajuste do modelo €, sob certas condi¢Ges, espera-se que

Tp, —2— N(0,1).

n— o0
m Pode-se fazer, essencialmente, os mesmos graficos considerados para

o caso do RCD para o MLG usual (aqui).
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Analise de influéncia

m Para avaliar a sensibilidade das estimativas dos parametros que
modelam a média pode-se usar a medida vista aqui com ¢; no lugar

de (}5 ou seja:

m Pode-se considerar um gréfico indice x LDF.
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Analise de influéncia

m Por outro lado, para avaliar a sensibilidade das estimativas dos

parametros que modelam a precisdo pode-se usar

LDY = {er} T2,

)
\/—d” (al) (1-7)

m Pode-se considerar um gréfico indice x LD,

em que T7 =

m Em ambos os casos, assim como no caso dos M|.Gs usuais, ndo ha
um ponto de corte. A ideia e avaliar as observa¢des com valores de

LD®) que se destacam em relacio as demais.
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Analise no R

m No R, com uma sintaxe bem parecida com a da fung¢do g/m,
podemos usar a fun¢do dg/m do pacote dg/m. Com efeito
dglm(Y"X1 + X2 + ... + Xp,
“Z1 + Z2 + ... + Zq,family=Gamma(link="log"),

dlink = "log")

(sem intercepto)
dglm(Y"-1+X1 + X2 + ... + Xp,
“-1+ Z1 + Z2 + ... + Zq,family=Gamma(link="log"),

dlink = "log")
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Analise no R

m No gamlss
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gamlss(Y"X1 + X2 + ... + Xp,
sigma.formula™Z1 + Z2 + ... + Zq,

family=GA(mu.link="log",sigma.link ="log"))

(sem intercepto)
gamlss(Y"-1+X1 + X2 + ... + Xp,
sigma.formula™-1+Z1 + Z2 + ... + Zq,

family=GA(mu.link="log",sigma.link ="log"))




Analise no R

m Observacdo, tanto no pacote dg/m quanto no gamlss modela-se ¢!
(dispersdo), ao invés de ¢ (precisdo).

m Nos desenvolvimentos apresentados se, por exemplo, h = In(.), entdo

q
In(¢) = > Zy,
j=1
q
In(¢™") = —In(¢) = 1In(¢) =D Z;(-
Jj=1

m Para mais detalhes veja (aqui), (aqui) e (aqui).
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Exemplo 13: diferentes de um novo tipo de snack

m Os dados aqui considerados sdo parte de um experimento
desenvolvido no Departamento de Nutricdo da Faculdade de Sadde
Piblica da USP em que 5 (cinco) formas diferentes de um novo tipo
de snack (“lanche"), com baixo teor de gordura saturada e de acidos

graxos, foram comparados ao longo de 20 semanas.

m Neste novo produto a gordura vegetal hidrogenada, responsavel pela
fixacdo do aroma do produto, foi substituida, total ou parcialmente,

por éleo de canola.
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Exemplo 13: diferentes de um novo tipo de snack

m As formas sdo as seguintes: A (22% de gordura, 0% de éleo de
canola), B (0% de gordura, 22% de dleo de canola), C (17% de
gordura, 5% de dleo de canola), D (11% de gordura, 11% de dleo de

canola) e E (5% de gordura, 17% de dleo de canola).

m O experimento foi conduzido de modo que nas semanas pares, 15
embalagens de cada um dos produtos A, B, C, D e E fossem

analisadas em laboratério e observadas diversas variaveis.
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Exemplo 13: diferentes de um novo tipo de snack

m Em particular, temos o interesse de estudar o comportamento da
textura dos produtos através da forca necessdria para o cisalhamento
(resposta).

m As varidveis explicativas sdo: 1) formas do snack (qualitativa
nominal), 2) semana na qual ocorreu a medi¢do (quantitativa)

m Os dados referentes a esta varidvel est3o disponiveis no arquivo

snack.txt.

m Veja também Paula (2024).
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Medidas resumo por formas de snack

snack média  dp var.  cv (%) ca curt min max
66,20 18,71 34997 2826 0,21 2,68 29,02 118,83

B 55,29 13,14 172,73 23,77 037 2,44 3029 87,08
C 61,63 19,60 38421 31,80 094 395 30,06 132,62
D 51,03 10,96 120,13 21,48 0,81 4,33 2948 9595
E 50,26 11,40 130,00 22,69 092 394 2669 91,17
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Medidas resumo pelas semanas

semana média  dp var. o (%) ca curt  min max
2 50,95 13,12 17222 2576 0,65 290 2669 86,32
4 4466 9,76 9522 2185 186 7,06 32,73 8219
6 50,08 1597 255,00 31,88 1,42 451 29,48 101,15
8 55,57 16,28 265,06 29,30 0,71 291 30,06 104,70
10 60,15 14,72 216,65 2447 1,01 4,02 32,80 104,24
12 57,84 13,61 18526 2353 0,74 3,64 3091 99,90
14 7157 20,17 406,76 28,18 052 3,56 29,02 132,62
16 65,18 16,95 287,36 2601 1,09 3,78 4031 120,20
18 60,37 10,25 10503 1697 080 3,16 4280 87,84
20 52,46 12,58 158,37 2399 0,70 3,32 30,09 91,17
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Graficos de perfis médios (amostrais)
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Coeficientes de variacdo amostrais

CV(%)
ZaN
T
7
%
B'aN
CN
7
s
N

10

semana

Prof. Caio Azevedo




Coeficientes de assimetria amostrais
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Coeficientes de curtose amostrais
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Modelagem

m Modelo 1

ind.
Yik ~ gama(uik, 9)

Inpge = a+Bi+ (v +7) X + (84 6) xGi
B = m=06=0
i = 1(A),2(B),3(C),4(D),5(E)(snack),
i = 1(2),2(4),3(6),4(8),5(10),6(12),7(14), 8(16), 9(18),
10(20)(semana)




Modelagem

m Yjj: forca de cisalhamento relativa a unidade experimental (UE) k,
do tipo de snack /, no indice da semana j.

B Xk = X —2: em que x3, é a semana (2,4,....,20) relativa a unidade
experimental (UE) k, do tipo de snack /, no indice da semana j.

m Exercicio: obter interpretagdes para os pardmetros e/ou fun¢des

deles.
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Graficos de diagndstico: modelo 1
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Envelope para os residuos: modelo 1
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Worm plot para os residuos: modelo 1
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Comentarios

m O modelo n3o se ajustou bem (heterocedastididade do RCD e uma
certa tendéncia no RQ), apesar do desvio indicar um bom ajuste (p
= 0,2820) e o TSW indicar normalidade do RCD (p=0,0976), assim
como o grafico de envelopes.

m Resultados para ¢: 18,74(0,96) [16,86; 20,62].

m Esses resultados indicam que um modelo (gama) com dispersio
(precisdo) varidvel, possa ser apropriado (melhor do que o modelo de
precisdo ndo varidvel).

m As estimativas indicam que os efeitos quadraticos ndo sio

significativos.
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Estimativas

Par. Est. EP 1C(95%) Estat. Z;  p-valor
«a 4,023 0,047 [3,931; 4,115] 85,786 < 0,0001
Ba -0,203 0,066 [-0,333;-0,073] -3,057 0,0022
B3 -0,198 0,066 [-0,328 ; -0,068] -2,979 0,0029
Ba -0,329 0,066 [-0,459 ; -0,199] -4,961 < 0,0001
Bs -0,394 0,066 [-0,524 ; -0,264] -5,936 < 0,0001
v 0,053 0,012  [0,029 ; 0,077] 4,354 < 0,0001
) -0,003 0,001 [-0,004 ; -0,001] -4,176 < 0,0001
Y2 -0,012 0,017  [-0,045 ; 0,022] -0,685 0,4931
v3 0,017 0,017  [-0,017 ; 0,050] 0,977 0,3284
Ya <-0,001 0,017 [-0,034; 0,033] -0,028 0,9773
s 0,002 0,017  [-0,031 ; 0,036] 0,141 0,8879
02 0,001 0,001 [-0,001 ; 0,003] 1,225 0,2205
d3 <-0,001 0,001 [-0,002;0,002] -0,281 0,7783
04 0,001 0,001 [-0,001 ; 0,002] 0,678 0,4980
05 0,001 0,001 [-0,001 ; 0,003] 0,872 0,3832
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Modelagem

m Modelo 2
Yie "% gama(ue. b
g = a4y (v(“) n 7}#)) Xk + (5(u) ¥ 5/@)) 2
ngj = o 48?4 (W” + 7,“”) Xk + (6(¢) + 6}‘”) X2
YL) _ ,ﬁu) _ 55#) _ ﬂi‘b) _ 'y§¢) _ (5§¢) -0
i = 1(A),2(B),3(C),4(D),5(E)(snack),
j = 1(2),2(4),3(6),4(8),5(10),6(12),7(14),8(16),9(18),

10(20)(semana)

kK = 1,2,..,15
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Gréficos de diagndstico (média): modelo 2
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Gréficos de diagndstico (dispersdo): modelo 2
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Envelope para os residuos (média): modelo 2
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Envelope para os residuos (precisdo): modelo 2
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Worm plot para os residuos: modelo 2
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Estimativas (u)

Par.  Est. EP 1C(95%) Estat. Z;  p-valor
o 4,015 0,052 [3,912;4,117] 76,710 < 0,0001
B> -0,309 0,089 [-0,483;-0,134] -3,466 0,0006
B3 -0,223 0,086 [-0,391;-0,055] -2,699 0,0095
Bs -0,481 0,090 [-0,657;-0,306] -5,372 < 0,0001
Bs  -0,387 0,067 [-0,519;-0,256] -5,779 < 0,0001
ol 0,055 0,013 [0,029;0,081] 4,184 < 0,0001
1) -0,003 0,001 [-0,004;-0,001] -4,052 0,0001
Y2 0,011 0,020 [-0,029;0,050] 0,529 0,5969
v3 0,024 0,020 [-0,015;0,064] 1,196 0,2322
Ya 0,036 0,020 [-0,003;0,074] 1,828 0,0679
s 0,001 0,017 [-0,033;0,034] 0,038 0,9694
d> 0,000 0,001 [-0,002;0,002] 0,190 0,8497
43 -0,001 0,001 [-0,003;0,001] -0,614 0,5396
d4 -0,001 0,001 [-0,003;0,001] -1,092 0,2754
05 0,001 0,001 [-0,001;0,003] 0,983 0,3260
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Estimativas (¢)

Par.  Est. EP 1C(95%) Estat. Z;  p-valor
a -2,782 0,284 [-3,339;-2,226] -9,799 < 0,0001
B 0,429 0,401 [-0,357;1,215] 1,069 0,2850
B3 0,203 0,401 [-0,583;0,990] 0,507 0,6123
Ba 0,218 0,402 [-0,570;1,005] 0,542 0,5880
Bs -1,246 0,403 [-2,036;-0,456] -3,090 0,0020
ol 0,080 0,073 [-0,063;0,224] 1,096 0,2730
) -0,004 0,004 [-0,012;0,003] -1,143 0,2529
v -0,256 0,104 [-0,460;-0,052] -2,464 0,0137
v -0,031 0,104 [-0,235;0,172] -0,302 0,7626
v  -0,240 0,104 [-0,444;-0,036] -2,306 0,0211
s 0,021 0,104 [-0,183;0,225] 0,200 0,8418
d, 0,012 0,006 [0,001;0,023] 2,230 0,0258
d3 0,001 0,006 [-0,010;0,012] 0,132 0,8951
04 0,010 0,006 [-0,001;0,021] 1,769 0,0769
05 0,001 0,006 [-0,010;0,012] 0,183 0,8551
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Comentarios

m Ajustou-se vérios modelos reduzidos (retirando-se pardmetros tanto

relativos a p quanto a ¢ n3o significativos).

m Em todos os casos o ajuste piorou (tendo, em muitos casos, ficando

ruim) em termos de residuos, predicdo e critérios de informac3o.

m Portanto, optou-se por utilizar o modelo (duplo) inicial, que mostrou

um ajuste muito bom (residuos e predicdo).

m A seguir, comparemos as médias observadas com as preditas pelo
modelo em questdo. Em geral, as previsdes pontuais e intervalares

foram muito boas.

m Exercicio: fazer uma andlise de influéncia dos pontos destacados.
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Previsao para as médias
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Previsao para as médias
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Previsao para as médias
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Previsao para as médias
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Previsao para as médias
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Analise de influéncia
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