Modelos de regressao para dados de contagem

(parte 4) (superdispersdo)
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Superdispersdo (ou sobredispersio)

m Quando a varidvel resposta apresenta varidncia maior do que aquela

imposta pelo modelo probabilistico/regressdo.

m Exemplos 4 (analise descritiva/inferencial) e 12 (analise

descritiva/andlise inferencial).

m Quando o modelo de regressdo define grupos (covaridveis
qualitativas, como nos Exemplo 4 e 12) podemos comparar as
médias amostrais com as varidncias amostrais.

m Contudo, mesmo quando a abordagem acima n3o é factivel,
podemos tentar identificar a presenca de tal problema através de

analises de diagndstico (residuos).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_parte_2_MI513_MLG_2S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_parte_3_MI513_MLG_2S_2024.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_MDC_parte_3_MI513_MLG_2S_2024.pdf

m Do ponto de vista inferencial, quando o desvio D(y; &) é maior que

o ndmero de graus de liberdade (n-p), pode haver indicios de
sobredispersdo.

m Isso pode ser avaliado mais precisamente pelo nivel descritivo do
teste de ajustamento através do desvio (utilizando de sua
aproximagdo pela distribuicdo de qui-quadrado, quando pertinente).

m O grafico de envelopes e os de diagndstico também podem fornecer
indicios da existéncia de superdispersao.

m Diferentes circunstancias, entretanto, podem causar um valor alto
para o desvio. Algumas delas representam uma sobredispersido

aparente (veja slide seguinte).
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Cont.

m Presenca de pontos aberrantes e/ou auséncia de covaridveis
relevantes e/ou de algum termo na parte sistemdtica (#;), incorreta
especificacdo da funcdo de ligagado.

m A superdispersao também pode ser causada por: existéncia de
subgrupos com diferentes distribuicdes, dependéncia entre as
observaces, caracteristicas latentes (ndo observaveis diretamente)
presentes nas unidades experimentais, fatores ndo controlados no

experimento entre outros.

m Medidas de diagndstico, vistas anteriormente, sdo ferramentas

importantes para detectarmos o fenémeno.
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Consequéncias da presenca superdispersdo (

)

m Os erros-padréo estimados (a partir do modelo) podem ser (muito)
subestimados consequentemente, podemos avaliar incorretamente a
importancia dos pardmetros (significancia).

m Podem ocorrer (grandes) mudancas no valor do desvio as quais

podem conduzir a selecdo de modelos extremamente complexos.

m Finalmente, podemos selecionar modelos inapropriados e as previsoes
podem ser (falsamente) “precisas” (menor comprimento dos

intervalos de confianga).
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https://www.sciencedirect.com/science/article/abs/pii/S0167947398000073
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Modelagem da super-dispersao

m Ha varias formas de modelar superdispersdo, veja aqui e aqui .
m Consideraremos uma abordagem que se utiliza varidveis latentes.

m Suponha que para um conjunto fixo x = (x, ..., X,)" de valores de
varidveis explicativas, Y|z (resposta) tem média z e variancia z.

m No entanto Z, que é n3o observével, varia nas unidades amostrais,
(ou seja, temos (Y}, Z), i=1,2,...,n) com x fixo, de modo que

E(Z)=p.
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Modelagem da super-dispersao

m Assim

&) = &Ey[2)=&(2)=n

v(Y) EV(Y12)) +V(E(Y]2)) = n+V(2)

m Podemos assumir que Y|Z = z ~ Poisson(z) e Z ~ gama(u, ¢) (sob

a parametrizacdo adotada no curso).

m Assim £(Z) = p e V(Z) = u?/¢. Isto implica que E(Y) =p e
V(Y) = p+1?/o.




Modelagem da super-dispersao

m Note que se ¢ — oo entdo V(Y) — E(Y) = u (a rigor teremos o

modelo de Poisson).

m Além disso,

—Z

e ?z¥
flylz) = 71{0,1,2,...}()/)7
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Modelagem da super-dispersao

m Portanto, a fdp de Y é dada por

o ¢ oo
fly) = /0 f(ylz)g(z)dy = . L ((b) /0 e~ Z(1+0/1) zo+y—1 4

yir(¢) \u
1 <¢>¢ Mo+y) _ T(e+y) ¢° pov
Y@ \un/) (1+¢/w)?™ Ty +1M() u? (u+ d)*ty

- i (55) () e

m Assim, temos que Y ~ BN(u, ¢). Neste caso, a distribuicio BN
(binomial negativa) ndo pertence a parametrizacdo da FE adotada

para a construcao dos MLG.
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Modelo de regressao binomial-negativo

m Sejam Y;,i=1,2,...n,Y; g BN (i, ¢)'.

2
m Temos que E(Y;) = i e V(Yi) = i + %

m (i) = — 1 = g 1), 1 = XiB, g(.) € uma fungio de ligagio

apropriada, inversivel e duplamente diferenciavel.

m Comumente, g(u;) = In(p;). Outras escolhas g(u;) = pi, /Hi, 1/ pi-
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Estimacao por MV

m Logverossimilhanca (seja 6 = (3, ¢)').

= ; n 7r(¢+y;) n iin( i
I(0) = Zl{' [r(yi+1)r(¢)}+¢l () + yi In(:)

- w+nwwm+¢ﬁ

= {0l + = TG+ D] = @] + 91n(0)

i=1

. wmwo—w+wwwm+¢ﬁ.




Estimacao por MV

m Vetor escore para 3 (cada componente)

N NS YiOuioni ¢+ yi Oui Oni
S = ;{Mianiaﬂj -+ i On; 9B

_ z":{yfamx_,_ ¢+yi au,-x_}
S i o™+ pon !

- [ (Opi/omi) ; " o
- g{ui(cﬁﬂw,‘)( i) "} Z ' )%

m Em que w; = (Opi/Oni)? /(13 ¢~ " + i) e fi = dpi /O




Estimacao por MV

m Matricialmente, temos

S(8) = X'WF'(y — ),

em que X é a matriz de planejamento do modelo (conforme visto
anteriormente), W = diag{ws, ...,w,}, F = diag{f, ..., fn},
y= (}/1, "'7.yn)l epn= (/1’17 'Naljfn)l'
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Estimacao por MV

m Para o pardmetro ¢, temos que

Vit 0 4 in() — In(ui + 6) + 1|,

S(e)=>" [\U(¢+y,') — V(o) — b+ p

i=1
em que W(.) é a fungdo digama (vista anteriormente).

S(B) = 0,1
m Podemos notar que o sistema ( )~ (1) nao apresenta

5(¢) =0

solugcdo analitica. Assim, algum método numérico devera ser
empregado e, nesse caso, utilizaremos o algoritmo Escore de Fisher

semelhante ao que fizemos para os MLG.
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Estimacao por MV

m Matriz Hessiana

o) _ 6955{%@w" ¢ +yi Opi }
96;08 0B &= i om0~ Gt i Oy
_ N P
- Z{ /14,2 —5 Xji [ 377,2 HiXjp — Xii ‘|
B ¢+yi 8 pi < i > _
(¢+M)2 (¢+/"L)XII 877/' Xli

N oty }@M>””
g{(sﬁﬂm w2 \om) 7

n
i o4y Pui
+ = - —5 XjiXj
;{ : ¢>+u;} oz

Wi




Estimacao por MV

m Informacg3o de Fisher

; Yo Y\ (om\
16,8 = S<Z{(<f++u)u} (aﬁ?) .

n Y Y 82 ,.
i Z{u Ziu,}aé’@’ﬁ’>
Opi
= _Z{ (6 + 1) #i}(an,') X;ji Xjil
_ n (b 8/,&, 2 o n (8u,/377,)2¢ N
= Zwinin/
i=1

i=1




Estimacao por MV

m Matricialmente, temos /1(3,3) = X' WX.

m Por outro lado, Lawless (1987) mostra que a componente da

informacdo de Fisher para ¢ pode ser expressa na forma:

1(¢,¢) = Z Z(¢ F)T2PY =) — o i/ (i + 9) ¢

e que B3 e ¢ sdo ortogonais, ou seja, (3, ) = 0(px1)-
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https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.2307/3314912

Estimacao por MV

m Assim, embora a Informacgdo de Fisher seja bloco diagonal, ou seja,

XWX 01,
Oaxpy (0, 9)

o algoritmo escore de Fisher, nesse caso, terd de ser conduzido,

1(8.¢) =

simultaneamente, para os dois parametros, pois W depende de ¢,
lembrando que w; = (Ou;/On:)?/ (W2~ + ;).

= O algoritmo Escore de Fisher (AEF) é definido como: Sejam 3(°) e
) estimativas iniciais de 3 e ¢ (chute inicial), respectivamente,

entdo faca
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Ig(tﬂ) B ﬁ(t)
¢(t+1) ¢(t)
M -1
XWOX 0
Ouxp (6%, 01)

X' W (,.—(r))‘l (y — u®)
yi + ¢
¢ + )
t=0,1,2,...., até que algum critério de convergéncia seja satisfeito, por

exemplo ||@(t+1) — @()|| < ¢ para algum e >0e 8 = (B, ¢)".

S0y | W0 + i) = w(e) — +In(0") = In(u? +01) +1
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Cont.

m O algoritmo Escore de Fisher (AEF) pode ser também escrito como:

gl (xfwmx)‘l X/ Wy

oD = 90 4o (6, 919) 71 (S(61))

=0,1,2,...., até que algum critério de convergéncia seja satisfeito,

em que

Yy '=XB+F ' (y—mn),
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m (Cont.) em que

n

/ (yi*2,ui 7¢) -1 ’
lo(¢,¢) = Vi(p+yi)+ 5 ¢+t nd {10V ()},
° Z{ R }

é a informac3do de Fisher observada, que corresponde ao valor
simétrico da Hessiana (H(¢, ¢)) (podemos utilizar a informag¢&o de

Fisher esperada /(¢, ¢)) embora esta possa trazer uma certa

instabilidade numérica (?) e W/(.) é a fun¢do trigama.
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m Quantidades w; e f; para algumas fun¢des de ligacdo:

Ligacdo wj f;
Hi

In(pi) =ni  ———=— i

(1i) =mn G151 t

i = 1i (o™t )™t 1

4
Vi = i (o1 +1) 2/ui
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Cont.

m As Condicdes de Regularidade (CR) para o modelo de regressio BN

podem ser encontradas aqui.

m Sob as Condigdes de Regularidade, temos que:

llo(¢.6) = 16, 8)] = 0.

m Sob as mesmas Condicdes de Regularidade e para n suficientemente
grande temos que B ~ Ny(8, (X'WX)™1) e ¢ ~ N(¢, I"(¢, ¢)) e
BLo (assintoticamente).

= Defina W e /(quS, qAﬁ) respectivamente W e (¢, ¢), em que as

quantidades desconhecidas s3o substituidas pelos respectivos emv.
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Cont.

m Se EJ é a j-ésima componente do vetor 3 entdo BJ ~ N(Bj, ;) em

que ) é o j-ésimo elemento da diagonal principal de (X' WX) ™

m Temos ainda que como ¢ é um estimador consistente, entdo

,8, Bi _
wj

suficientemente grande), em que 9 é o j-ésimo elemento da

-1
diagonal principal de (X’WX) .

(b: 4 ~ N(0,1), em que
W(

~ N(0,1) (sob as condi¢des de regularidade e para n

m Analogamente, temos que

-~

~—~

-~

V(9) = 17(6,9).
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Inferéncia

1
m Portanto, considerando-se P(X < ZHT'y) ~ %,X ~ N(0,1),

1€(5;,7) = |:BJ Zl;v\/@fjiaﬂrﬂgv\/ﬂ :

1C(6.) = |- 2291008 + 21/ 903)|.

m Os intervalos de confianca numéricos sdo obtidos substituindo-se os

temos que

estimadores pelas respectivas estimativas.
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Inferéncia

m Hipéteses do tipo Hy: CG = M vs H; : C3 # M podem ser

testadas através da estatistica (do tipo Wald)

Q = (CB _ M)' (c?z(ﬁ)c’)_l (cB - M) ,

em que V(B) = (X’WX)_I.
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Inferéncia

m Note que B ~ Ny(3, (X’WX)fl), portanto, devido a esse resultado

e algumas propriedades da normal multivariada, temos que se
—~ ! ~ -1,
Q= (cB-m) (cvB)C') (cB-m),
ent3o sob Hy e para n suficientemente grande, Q; ~ X2, em que c é
o ndmero de linhas de C.
m Além disso, |W - W N 0(nxn) © que implica que
n—oo
V(B) —V(B)| N 0(pxp). Pois cada componente de V(3) é uma
n—oo
func3o continua da respectiva componente de X’W X e também

por Slutsky pois QAS N ®.
n—o0
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Inferéncia

m Portanto, sob Hp e para n suficientemente grande, pelos resultados
anteriores (Q;, W), temos que Q; ~ \2.

m Assim, rejeita-se Hy se p — valor < «, em que

p — valor =~ P(X > q:|Hp),

em que X ~ x2 e q; = (CB— M)I (C]?(B)C’)il (C,@— M).
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Inferéncia

m Sob Hy, temos que Q; ~ X%c 5) (qui-quadrado n3o central com ¢

graus de liberdade e pardmetro de assimetra §), em que

§=(CB— M) (CV(B)C’)A (CB—M).

m Uma estimativa de § é dada por

5= (ch- M)' (CV(B)C’)_I (ch-m).
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Diagnéstico do modelo

m A i-ésima componente do desvio do modelo para ¢ fixo é dada por

, _ n ﬂ/#‘ﬂ y [M’(ﬁ;+¢)]} ,
D*(yi, i) = 2{¢ [y;+¢ +yiln i1 0) NVyie{l,2,...,},

em que [1; é o emv de u; sob o modelo de regress3o.

m Se y; = 0 entdo

D*(y;,0) 2{Inf(0; i, ¢) — In £(0, 7ij, 9)}
= 2¢In{o(yi + ¢)} —2¢In{o/(ki + ¢)}
= 2¢In{(1i +¢)/(vi + ¢)}

2¢In{(1i + ¢)/ ¢} -

— D*(0,0)




Diagnéstico do modelo

m Assim o desvio é dado por

D*(y. 1)

| e RO R

i=1 !

+

oIn{(fi + @)/ o} ]1{0}(}’/)}-




Diagnéstico do modelo

m Na prética, substituimos ¢ por um estimador consistente, ou seja:

ui(yi +¢)

D(y. /) 2{ [am [W

i=1 yi+ (b

+yiin [%’(Mf + (E)

+

$ln {(ﬁ; + 5)/5} ﬂ{o}(y,-)}7

por exemplo, podemos usar o respectivo emv.
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Cont.

m Sob a hipétese de que o modelo adotado esta correto D(y, 1) segue,
aproxidamente, para ae i grandes, uma distribuicdo qui-quadrado

com (n - p) graus de liberdade.

m O residuo componente do desvio é dado por:

em que (préximo slide)
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m (Cont.)

o~y 12
V2 sinal(y; — ){¢| fit o +yiln M }
yito fi(yi + ¢)
sey; € {1,2,..,}

3 1/2

V2 sinal(y; — fi;) {aln(ﬂf + 3)/¢} ;sey;=0




m (Cont.) e

—~

hj; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz,

H=WY2X(X'WX)" X' W2,
. s -1
ou seja, hjj = Aqsiu'AX,-’ (X’WX) X;.
o+ Wi
m A medida acima, serve como medida de alavancagem, assim como

nos MLG.
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Cont.

m Para a distdncia de Cook,podemos utilizar

LD; = %RP,?,
=3
Yi — Hi
em que RP? = MAz .
p+
¢

m Estudos de Monte Carlo desenvolvidos por Svetliza (2002) (ver
também Svetliza e Paula, 2003) indicam boa concordincia entre o
residuo componente do desvio e a distribuicao normal padrao, sob o

bom ajuste do modelo.
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Voltando ao Exemplo 4: comparacao do nimero de

acidentes
Modelo
Yi "% BN(ui,¢),i =1(ano de 1961),2(ano de 1962),j =1,....,43
Inpw, = p+a,a=0

m E(Yy) = pi = elter,
m e®2: o incremento multiplicativo (positivo ou negativo) da média do

ano de 1962 em relagdo a média do ano de 1961 (up = u1e®?).
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Graficos de diagndstico (modelo BN): Exemplo 4
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Envelope para os residuos (modelo BN): Exemplo 4

Residuo Componente do Desvio

Percentil da N(O,1)
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Box plot para os residuos (modelo BN): Exemplo 4
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Worm plot para os residuos (modelo BN): Exemplo 4
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Worm plots para os residuos

modelo BN): Exemplo 4
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Graficos de envelopes: Poisson e binomial negativo
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Distribui¢des preditas e observadas (boxplot)
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Estatisticas de ajuste e comparacao de modelos

Modelo  AIC BIC AlCc  SABIC HQCIC CAIC p-valor
Poisson 656,94 661,85 657,09 65554 65892 663,85 < 0,0001
BN 595,37 602,73 595,66 593,27 598,33 605,73  0,3996
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Estimativas dos parametros dos modelos

Modelo  Par. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
Poisson Bo 3,26 0,03 [3,20 ; 3,32 109,10 < 0,0001
/1 -0,37 0,05 [-046;-0,28] -7,86 < 0,0001
BN Bo 3,26 0,05 [3,16 ; 3,36] 62,31 < 0,0001
B, -037 008 [-0,52;-022] 4,79 < 0,0001
¢ 12,61 3,04 [6,65; 18,57 ; ;
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Comentarios

m O modelo BN se ajusto bem aos dados e muito melhor do que o

modelo de Poisson, segundo a andlise de residuos.

m Adicionalmente, do ponto de vista dos critérios de informacdo bem
como em relagdo a predicao, o modelo BN se ajustou muito melhor

aos dados.

m Percentualmente, os erros-padrdo aumentaram bastante no modelo

BN em relagdo ao modelo Poisson.

m Escolheremos o modelo BN.

Prof. Caio Azevedo



Anilise de Influéncia (modelo BN)
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Analise de Sensibilidade

todas as observacoes

Modelo Par.  Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
BN fo 326 005 [3,16; 3,36] 62,31 < 0,0001
B 037 0,08 [052;-0.22] 4,79 < 0,0001
sem a observacao -# 65
Modelo Par. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
BN Bo 3,26 0,05 [3,16;3,36] 65,09 < 0,0001
B -0,40 0,07 [-0,54-0,25] 5,35 < 0,0001
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Comentarios

m Nenhuma das duas observagdes mudaram os resultados
apresentados, significativamente.
m Aparentemente, houve reducdo estatisticamente significativa no

nimero de acidentes de 1961 para 1962.
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Exemplo 12: Modelo BN

Yiikir S BN(pijr, ¢),
i=1,2 (etnia: 1 - aborigene, 2 - ndo aborigene),
j=12 (sexo : 1- feminino, 2 - masculino),
k=1,2,3,4, (ano escolar: 1 - 82 série, 2 - 1° ano, 3 - 2° ano,
4 - 3°ano)
/=12 (desempenho: 1- suficiente, 2 - insuficiente,
r = 1,2,..., nji(unidades amostrais)
Inpijg = a+Bi+9+0k+ X
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Graficos de envelope: modelo BN

Residuo Componente do Desvio

Percentil da N(O,1)
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Boxplot do RCD modelo BN
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Wormplots do RQA: modelo BN
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Grafico de

envelope: modelos Poisson e BN
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modelos Poisson e BN

Worm plots
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Estatisticas de ajuste e comparacao de modelos

Modelo AlIC BIC AlCc SABIC HQCIC CAIC p-valor

Poisson  2299,18  2320,07  2300,00 2297,92  2307,67 2327,07 < 0,0001
BN 1107,15  1128,04 1107,96 1105,89 1115,64 1135,04 0,0477
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Comentarios

m O modelo BN se ajusto bem aos dados e muito melhor do que o

modelo de Poisson, segundo a anélise de residuos.

m Adicionalmente, do ponto de vista dos critérios de informacdo o

modelo BN se ajustou muito melhor aos dados.

m Escolheremos o modelo BN.
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Estimativas do modelo BN

Par. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
o 2,89 0,23 [2,45; 3,34 ] 12,67 <0,0001
B2 (ndo-aborigene) -0,57 0,15 [-0,87;-0,27] -3,71 0,0002
~2 (masculino) 0,08 0,16 [-0,23 ; 0,40] 0,51 0,6067
8 (1° ano) 045 024  [-0,92;002] 1,87 0,0614
85 (2° ano) 0,09 024 [037;055] 037  0,7092
84 (3° ano) 036 025 [013;0,84] 1,44 0,1507
A2 (insuficiente) 0,29 0,19 [-0,07 ; 0,66 ] 1,57 0,1172
& 127 0,16 0,96 ; 1,59] - -
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Estimativas do modelo BN

m O teste C3 = M para testar Hy : 72 = A» = 0 vs H; : hd pelo
menos uma diferenca, indicou que “ sexo” e “desempenho” ndo sio

significativos, g; = 2,54 (0, 2808).

m Portanto, ajustaremos um modelo sem esses dois fatores (modelo

BN2).
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Exemplo 12: Modelo BN2

Yie "™ BN(uix, 8),

i=1,2 (etnia: 1 - aborigene, 2 - n3o aborigene),
k=1,23,4, (ano escolar: 1 - 82 série, 2 - 1° ano, 3 - 2° ano,
4 - 3°ano)
r = 1,2,..., ni(unidades amostrais)
Inpy = a+ B+ ok

Bp = 01=0
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Graficos de envelope: modelo BN2

Resfduo Componente do Desvio
0
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Percentil da N(O,1)
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Boxplot do RCD modelo BN2
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Wormplots do RQA: modelo BN2
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Estimativas do modelo BN2

Par. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
o 3,04 0,20 [2,65 ; 3,42] 15,53 < 0,0001
B2 (ndo-aborigene) -0,56 0,15 [-0,86 ; -0,26] -3,63 0,0003
2 (1° ano) -0,39 0,23 [-0,83; 0,06] -1,70 0,0900
35 (2° ano) 0,18 023 [-0,27 ;0,64 ] 0,80 04247
84 (3° ano) 026 024 [0,22;0,73] 1,06 0,2893

¢ 125 016  [0,94 ; 1,56] - -
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Estimativas do modelo BN2

m O teste CO = M para testar Hy : 0o = d3 = 04 = 0 vs Hy : ha pelo
menos uma diferenca, indicou que uma significancia (quase)

marginal , g; = 11,68 (0,0086).

m Ajustaremos agora um modelo com esse dois fatores e interacio

(doravante modelo BNM3).

Prof. Caio Azevedo




Exemplo 12: Modelo BN3

Yie " BN(uix, 9),
i=1,2 (etnia: 1 - aborigene, 2 - ndo aborigene),
k=1,234, (ano escolar: 1 - 82 série, 2 - 1° ano, 3 - 2° ano,
4 - 3°ano)
r = 1,2,..., nk(unidades amostrais)
Inpix = o+ Bi+0k+(B0)i

fi = 61=(B80)1k = (B)ir =0,Vi, k
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Graficos de envelope: modelo BN3

Resfduo Componente do Desvio

Percentil da N(O,1)
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Boxplot do RCD modelo BN3
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Wormplot do RQA: modelo BN3
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Wormplots do RQA: modelo BN3
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Estimativas modelo BN3

Par. Est. EP IC(95%) Estat. Z p-valor
o 2,63 0,25 [2,14 ; 3,12] 10,54 < 0,0000
B> (n3o-aborigene) 0,13 0,35 [-0,55 ; 0,81] 0,38 0,7044
8 (1° ano) 018 032 [-0,45;0,80] 056  0,5766
85 (2° ano) 083 032 [020;1,45] 261  0,0002
84 (3° ano) 037 033 [028;1,02] 111 0,2665
(80)22 -0,99 044 [-1,85;-0,13] -2,26 0,0204
(B6)23 -1,24 0,45 [-2,11;-0,36] -2,78 0,0055
(3624 0,18 046 [1,08;0,73] 038 07038
o 136 017  [1,02;1,70] - -
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Estimativas modelo BN3

m O teste C3 = M para testar Hy : 32 = 82 = 84 = (8)24 = 0 vs Hy :
ha pelo menos uma diferenca, indicou que Hy n3o pode ser rejeitada

e = 1,66(0,7985).

m Portanto, ajustaremos um modelo sem esses parametros, doravante

modelo BN4.
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Exemplo 12: Modelo BN4

Yikr

i=1,2

k=1,2,3,4,

In poix
B1

ind.

~

BN(pix, ¢),

(etnia: 1 - aborigene, 2 - ndo aborigene),

(ano escolar: 1 - 82 série, 2 - 1° ano, 3 - 2° ano,

4 - 3°ano)

1,2, ..., njx(unidades amostrais)

o+ 0 + (B0)ix

01 =02 = 04 = (B6)1k = (B6)ir = (B0)2a = 0, Vi, k

B = (a, 02, (86)22, (Bd23))".
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Médias a partir do modelo

média grupo (descri¢do)

W11 = H12 = 14 = M1 = o4 = €% todos os alunos da 87 série e 3° ano
(indepentendemente dos outros fato-

res) e aborigenes do 1° ano - (grupo

1)
pa3 = e+ aborigenes do 2°ano - (grupo 2)
pop = e H(Bd) ndo-aborigenes do 1 °ano (grupo 3)
po3 = @035z ndo-aborigenes do 2 ®ano (grupo 4)

independentemente dos outros fatores (sexo e desempenho)
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Graficos de envelope: modelo BN4

Residuo Companente do Desvio
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Boxplot do RCD modelo BN4
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Wormplot do RQA: modelo BN4
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Wormplots do RQA: modelo BN4
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Estimativa do modelo BN4

Par. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
a 2,85 0,10  [2,65 ; 3,04] 28,40 < 0,0001
d3 061 022 [0,17 ; 1,04] 2,75 0,0060
(30)2 -0,90 0,21 [1,31;-0,49] -4,28 < 0,0001
(86)2s -1,11 0,28 [-1,67 ;-0,55] -3,89 < 0,0001
¢ 1,36 0,17 [1,02;1,70] - -
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Médias observadas e preditas pelo modelo BN4
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Médias observadas e preditas pelo modelo BN4 (82 série)
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Médias observadas e preditas pelo modelo BN4 (1° ano)
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Médias observadas e preditas pelo modelo BN4 (2° ano)
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Médias observadas e preditas pelo modelo BN4 (3° ano)
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Analise de Influéncia
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Analise de sensibilidade

Pardmetro ()

Obs. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor

1 2,85 0,10 [2,65;3,04] 28,40 < 0,0001
2 2,85 0,10 [2,65;3,04] 28,62 < 0,0001
3 2,85 0,10 [2,65;3,04] 28,70 < 0,0001
4 2,85 0,10 [2,65;3,04] 28,93 < 0,0001
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Analise de sensibilidade

Pardmetro (d3)

Obs. Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor

1 061 022 [0,17;1,04] 2,75 0,0060
2 061 022 [0,18;1,04] 2,77 0,0056
3 061 022 [0,18;1,04] 2,78  0,0055
4 061 022 [0,18;1,03] 2,80 0,0051
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Analise de sensibilidade

Parametro ((830)22)

Obs.  Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
1 -0,90 0,21 [-1,31;-0,49] -4,28 < 0,0001
2 -0,90 0,21 [-1,31;-0,49] -4,32 < 0,0001
3 -1,03 0,21 [-1,45;-0,61] -4,82 < 0,0001
4 2103 021 [1,44:-0,61] 4,86 < 0,0001
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Analise de sensibilidade

Parametro ((36)23)

Obs.  Est. EP IC(95%) Estat. Z; p-valor
1 -1,11 0,28 [-1,67;-0,55] -3,89 0,0001
2 -125 0,29 [-1,81;-0,68] -4,33 < 0,0001
3 -1,11 0,28 [-1,66;-0,56] -3,93 0,0001
4 -1,25 0,28 [-1,80;-0,69] -4,38 < 0,0001
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Comentédrios (modelo BN4)

m O modelo BN4 se ajustou bem aos dados, do ponto de vista residual.

m A retirada de nenhum dos pontos destacados na andlise de influéncia

levou a mudanca significativas nos resultados,

m As perdi¢des do niimero médio de faltas poderia melhorar com a
selecdo de outras varijveis (presentes no modelo) e/ou de

pardmetros (ou ainda a consideracdo de outras covaridveis).
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