Introducao geral aos MLG: parte 2

Prof. Caio Azevedo
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Estimacdo paramétrica (funcdo de ligacdo geral)

m Vamos estender alguns resultados obtidos/apresentados aqui,
considerando uma fun¢3o de ligagdo que n3o, necessariamente, é a

candnica mas que ainda é inversivel e duplamente diferenciavel.
m Lembremos que 6; = h(y;) e que p; = g~ 1(n;), em que
P
mi=Y_ XiB.
j=1
m Logo 0; = h(g~*(n:))-

m Log-verossimilhanca

108,0) = [Zy,e —Zb(e +3 " ey 9)-
i=1



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MLG_MI513_MLG_2S_2024.pdf

Cont.

m Temos que encontrar o vetor de derivadas de /(.,.) com relacdo a 3,

S(B) = 3/?,6,'@ e a derivada com relagdo a ¢, S(¢) = 8/(;2;?25)’
em que

[ 91(8,9)
0P
21(8, 9)

s@)=| 9%

91(3, 6)
0Bp




S(B)=0
m Depois, devemos resolver o sistema de equacdes B) (1) ,

S(¢) =0

em que 0,1y € um vetor de zeros de dimensdo (p x 1).

m Vamos derivar com relagdo a cada componente do vetor 3, como

feito para o caso da func3o de ligagdo candnica.
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Cont.

m Vetor escore para 3 (usando a regra da cadeia)

(B, ¢) zn: o1y, 00; Op; dn;  0b(0;) 00; Op;i On; }
8,@j i1 'B,u,- 677,' 861 80,' B,u,- 877,‘ 8,6,
. 1 0pi O
— Vit L —1
=0 ) g ;i Xi =iV om; Xﬂ}




m (Cont.) Em que

Opi _ Y=o Dy
n 20, —V(/L,)—V:%aw—vi '
N 0b(6)
[ ] E(\/,)—//Llp— 80, ’ ,
oni . 82521 XsifBs VN (B/Li/ani)
e VA

m Obs: sob a fungdo de ligagdo candnica, w; = Vi.
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Cont.

m Assim, o vetor escore, definido pela concatenacdo de cada uma das

p derivadas anteriores, é dado em sua forma matricial por:

S(B) = eX'WVAVT2(y —p),

em que W = diag(ws, ...,w,), V = diag(V4, ..., Vy),

X11 X21 e Xpl Xl
X Xoo ... sz Xs . )

X = . o _ = _ (matriz de planejamento
Xin Xon ... Xpn X,

considerando-se todos os individuos), y = (y1, y2, ..., ¥n) €

r= (/’L17M27 "'aMn)l-
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Cont.

m Funcgao escore para ¢

al n n
5(6) = 2 3™ 4~ b6} + 3 ¢ 0)
i=1 i=1
em que ¢y, 0) = 2]

m Logo

OX' WAV (y — )

S(B.¢)=| < ;
(8,9) EZ{Mgr_bWJ}&-E:CTM7¢)
i—1 =1




Informacao de Fisher

_ _ | ~€(Hu(B,¢)) —€(Hw(B,9))
PUB.0)\
| ()

0*1(8, ¢)
|
( )

- g<y«g¢g

£
[ hi(B,0) ha(B,¢)
i bi(B,9) h2(B,9)




Cont.

m Componente de ordem (J,

<

918, ¢)
9B;0B;

)

{¢Z[V1/Q(Y )X =55

Ow 1/2

1/2 ov, T vil2 fwi

n 1
o3
{;V’m

w2 E(Y; — ) X;
E/—/

¢Z \/?Xﬂ
i=1 !

~1/2

Oui On;
877/' 6Br i

E(Yi — i)
————
0

dpr

x, 22

r) de h1(83,8B) (Informagdo de Fisher).

O

Oui
o)
0B,

wj
— /X
Vi

95,

)



_ (Oni
| Comow,—<8 )

3 g' = +/ Viw;. Portanto:
1

Ni
L (OB,9)\ = [wiy dui O
5(6@-65, = 92y % gy a5,
= 0 wiXiXs
i=1

m Matricialmente,

hi(B,8) = ¢X'WX.
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Cont.

m Componente h>(3, ¢) (Informacio de Fisher):

((5852) - <[ )

= —X'WY2v=12g(Y —pu)=0.

m Informacg3o de Fisher para ¢:

(P - (S

82C(yi7 (b)

em que c”(y;, @) =

D¢p?




Cont.

m Assim, temos que a Informacgao de Fisher é dada por:

o X' WX 0(px1)
Ouxpy —€ (>imi (Vi 9))

m O algoritmo Escore de Fisher (AEF) é definido como: Sejam 3(®) e

1(8,9) =

#©) estimativas iniciais de 3 e ¢ (chutes iniciais), respectivamente,
entdo faca (t =0,1,2,...., até que algum critério de convergéncia

seja satisfeito.) (préximo slide)
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m (Cont.):

B+
¢(t+1)

[ 80
o0

-1
SOX' WX 0(px1)
01xp) = (Zi:l C//(Yiaﬁb(t)))

pOX (W) (V)2 (y — put)
| S {0 = b0} + S i) |




m (Cont.) em que:

y,(t) = g71 (n(t)) ’n(t) — Xﬁ(t)’ 0](1’) — h(‘UJ’(t)),
v = diag(V{?, V) viD)

n

diag O v Opa “ Opn Y
o0,) \oo,) o \ae, ))
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o\ 2 oua\ 9 2
wo ~aag( () ) v ((5) )
(0 2
Ottn JV©
I I 877,1 n

(8/4)“’ _ oy (%)“’:% P
(%j 39J szejgt) 677j 3nj 77j:T,j(r)

O
Por exemplo, se u; = exp(n;), entdo 9 = exp(n(-t)).

O |y !

N ()
Analogamente para (ggj) .

Prof. Caio Azevedo




Cont.

m Como a informagdo de Fisher é bloco diagonal, temos que (AEF)

(t=0,1,2,..., até que algum critério de parada seja alcangado)

g | [ g0

g G

[ (60) 7 (X' WO X) g0 x (WO)YZ (Vo) (y )
* X0 — b(0i) + S, ¢ (31, 99)

L i & (" (Y1, 6))
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m (Cont.)

[ e+ ]
—
¢(t+1)
G (X'WOX) X (WO (V@) (- )
= | 40 X0 — b(0) + S, (31, 69)

S E(c"(Yi, 00))




m Sendo assim pode-se conduzir o processo iterativo, primeiramente,

para 3, ou seja,

g — gy (X/W(t)x)’lx/ (W(r)>1/2 (V(r)>’1/2 (y — ),

t=0,1,2,...

Prof. Caio Azevedo




m E possivel ainda provar que o processo acima pode ser escrito como

Bl (X'w@)X)le’W(f)z(f),t:0,172a-~- (1)

em que z=n+ W Y2V-12(y — ), n = XB.
m Devido a equagdo (1), o algoritmo Escore de Fisher para os MLG é

chamado também de minimos quadrados reponderados.
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m Depois de obtida uma estimativa para 3, digamos ,@ estimamos ¢

(caso necesdrio), através da forma analitica (normal e normal

inversa) ou através do processo iterativo:

S0 = b(0) + 3 (i, ¢9)

(t+1) 40 _ =1 t=0,1,2, ...
¢ (b 27:15 (C//(Yia(b(t))) ) y Ly &y

para o modelo gama.
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Inferéncia

m Os comentdrios feitos anteriormente (considerando-se a fun¢do de
ligacdo candnica) para os chutes iniciais, critério de convergéncia e
estima¢do do ¢ continuam valendo, utilizando agora o fato de que
0; = h(g*(ni))-

m As distribuicGes assintéticas de ﬁ e $ construcdo de intervalos de
confianca e testes de hipdtese sdo equivalentes aquelas apresentadas
anteriormente (quando se considerou a func¢do de ligagdo candnica)
utilizando a matriz de covariancias apropriada para ﬁ (para $ tal

matriz ndo muda), ou seja:

V(B) ~ ¢~ (X' WX) .

Prof. Caio Azevedo




Mais sobre inferéncia

m Hipéteses do tipo Hy: C3 = M vs H; : C3 # M podem ser

testadas através da estatistica (do tipo Wald)
N PN -1,
Q= (cB-m) (cV@B)C) (cB-m),
o~ —~ —~ -1 —
em que V(B) = ¢~} (X’ WX) , e W corresponde a matriz W na

qual as quantidades desconhecidas sdo substituidas pelos respectivos

estimadores (em geral, de MV, os quais s3o consistentes).
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Mais sobre inferéncia

m Note que B\% Np(ﬁ,qb(X’WX)_l), portanto, devido a esse
resultado e algumas propriedades da normal multivariada (aqui e

aqui), temos que se

~ ’ ~ -1 ~
Q: = (cB-m) (cvB)c) (cB-m),
ent3o sob Hy e para n suficientemente grande, Q; ~ X2, em que c é

o nimero de linhas de C.
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_DNM_REG_Pos_1S_2021.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MRLM_REG_Pos_1S_2021_parte_3_Teste_CB.pdf

Mais sobre inferéncia

= Além disso, W 25 W o que implica que 9(/@) N V(B) pois
n—oo

n—oo

cada componente de V(3) é uma funcio continua da respectiva

componente de W e também por Slutsky, pois $ N Q.
n—oo
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Mais sobre inferéncia

m Portanto, sob Hp e para n suficientemente grande, pelos resultados

anteriores (Q;, W), temos que:

Q: = X<2_-~

m Assim, rejeita-se Hy se p — valor < «, em que

p — valor = P(X > q:|Hp), em que X ~ x2

g = (CB - M)' (cv@)c)  (cB-m).
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Mais sobre inferéncia

m Sob Hi, temos que Q; = X%c 5) (qui-quadrado nZo central com ¢

graus de liberdade e pardmetro de n3o centralidade ¢), em que

§=(CB— M) (CV(B)C’)A (CB— M).

m Uma estimativa de § é dada por

5=(ch- M)' (cfz(ﬁ)c’)_1 (cB-m).
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MRLM_REG_Pos_1S_2021_parte_1.pdf

m Resumidamente, temos que:

"B Bd e
= Sob Ho(CB = M), Q: - X2
n—oo’

[ (X,',an,,)l/2 \/é(ﬁ_,@) H%O N, (0, I,), em que w,=w,
) 1/2

. { £ (Z c”(vf,as)) } (6-0) = N(O,1).
i=1 B=B.¢=¢

m Mais detalhes podem ser obtidos aqui,Sen and Singer (1994), Sen et

al (2009), Fahrmeir and Kaufmann (1985) .
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https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MLG_MI513_MLG_2S_2024.pdf
https://www.amazon.com/Large\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Sample\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Methods\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Statistics\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Introduction/dp/1138106011/ref=sr_1_1?crid=2D0P5CSUZCNLJ&dib=eyJ2IjoiMSJ9.g_84gm5AGcGJVeGAS3VWHJC5kAwD8YeWBbUNEloJDH8.iTafmECfFqMSE615-c23HO865anNTtVmITzWqDHLa_8&dib_tag=se&keywords=large+sample+methods+sen+singer&qid=1724155909&sprefix=large+sample+methods+sen+sing%2Caps%2C194&sr= 8-1
https://www.cambridge.org/core/books/from-finite-sample-to-asymptotic-methods-in-statistics/07DFA2860E18EDB1A9FE1FF3B4E07F0C
https://www.cambridge.org/core/books/from-finite-sample-to-asymptotic-methods-in-statistics/07DFA2860E18EDB1A9FE1FF3B4E07F0C
https://www.jstor.org/stable/2241164

Desvio (ou fungdo desvio)

m Tal func3o é util para termos uma idéia da adequabilidade do
modelo (verificagdo da qualidade do ajuste).
m Sem perda de generalidade, sejam:
m /(p,y) = 1(B, ¢) a logverossimilhanga associada ao modelo em
estudo e
m /(u°,y) a logverossimilhangca do modelo saturado (n=p), ou seja, em
que cada média é representada por ela mesma.
m Para o modelo saturado o emv de cada p; é dado por ; = y;

(exercicio).
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Cont.

m Defina

m Modelo em estudo:

/(u,y)zzn: iy yi) = ¢ [Zy,e —Zb(a

m Modelo saturado:

+ Z C(yf7 ¢)>
i=1

n

(@, y) =311, yi) = [Zyﬂ(o ib(é‘fo))
i=1 i=1

em que 95 = h(ulo))

+Z C(yl'v ¢)
i=1
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Cont.

m Assim, o desvio escalonado e n3o escalonado, respectivamente, por

D*(y,n) = ¢D(y, 1) e D(y, ), em que:

n

2 2
D(y.i) = S0G.y) ~ Haay) = 53 (16, ) — e )
i=1
- ZZDYHM: —22[ (01— 0:) + b(6:) — b6,
em que D(y;, p;) é chamado de componente do desvio n3o

escalonado.
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Desvio (ou fungdo desvio)

B Sejam g =Yepu=g1(n) = *1(X§) 0s respectivos
estimadores de MV e defina éTO) = h(A(O)) = h(Y;) e 0; = h(fi;).

m Portanto, o desvio ndo escalonado é estimado por

y,u)zz[y,(, 0:) -+ 60) - b8

m O desvio escalonado é dado por D*(y, ) = ¢D(y, p) e estimado
por D*(y, ) = qu(y, 1), em que (/5 é algum estimador consistente.
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Desvio (ou fungdo desvio)

m De uma forma grosseira, o desvio lembra a estatistica do teste da
razdo de verossimilhangas (TRV) para testar Hy : o = X3 vs
Hy = p.

m As respectivas estimativas, D(y, i) e D*(y, 1) sdo obtidas
substituindo-se os estimadores pelas respectivas estimativas e as
varidveis aleatdrias pelos seus respectivos valores observados.

m Exemplo: Bernoulli. Temos que

Z[YI In Nl 1—y,)|n(1 — K ]— ZD YHMI)

i=1
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Desvio (ou fungdo desvio)

m Logo, para o modelo saturado, vem que

211, y) 0 & o o
0 - 5 > yiln(s”) + (1= yi) In(1 = i)
8#,(' ) B,ug ) e [
— Yi 1 —Yi ~(0) _

- — W=V
0 0 i
FOREETNO

i

m Dessa forma, se y; = 0, /(,ugo),y,-) =In(1l- MEO)) esey, =1,

1, y) = (™). Logo, (7", 0) = (i, 1) =o.
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Desvio (ou fungdo desvio)

m Portanto, se y; = 0, I(,E,(-O),y,-) — (i, yi) = —In(l —z;) e, se y; =1,
~(0 ~ ~
I, vi) = 1(fir, yi) = — In(ji7).
m Segue-se que a estimativa e o estimador do desvio, nesse caso, sdo,

dados, respectivamente, por:

D(y,) = -2 {In(1— i) lgo(ys) + In(z) L1y ()] ,
i=1

D(y,pm) = —22 {'“(1 - ﬁi)]l{o}(}’i) + ln(ﬁi)]l{l}(}/i)] .
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Desvio: outros exemplos

m Normal: D(y, 1) = Z(y,- —i1)? e D*(y, i) = = Z
i=1

m Gama: D(y, i) =2 {—In(yi/fii) + (vi — [ir) /Jii}
i=1

D*(y, i) = ¢D(y, fi).
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Desvio: outros exemplos

m Binomial:

Db = 23 { [/

+

(mi = )11 =y m) /(1= ]| % D1 (0)
— 2[miIn(L = )L (o) (%) — 2m; In il gmy () }-

m Poisson:

D(y, i) =2 {lyin(yi/fir) — (vi — i)l (1) + BTy ()} -
i=1




Desvio: comportamento assintético

m Em geral D(y; i) ou D*(y, i) n3o seguem (mesmo
assintoticamente) uma distribuicdo x%nfp), sob a hipdtese de que o
modelo em questdo é adequado, como se esperaria de um TRV
usual (veja aqui e aqui).

m Tal convergéncia (D(Y; 1) 2, X%nfp)) ocorre (sob a hipétese de
que o modelo em questdo é adequado) e se alguma das seguintes

condicdes ocorrerem (préximo slide):
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https://www.amazon.com/Large\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Sample\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Methods\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Statistics\protect \penalty \@M \hskip \z@skip \discretionary {-}{}{}\protect \penalty \@M \hskip \z@skip Introduction/dp/1138106011/ref=sr_1_1?crid=2D0P5CSUZCNLJ&dib=eyJ2IjoiMSJ9.g_84gm5AGcGJVeGAS3VWHJC5kAwD8YeWBbUNEloJDH8.iTafmECfFqMSE615-c23HO865anNTtVmITzWqDHLa_8&dib_tag=se&keywords=large+sample+methods+sen+singer&qid=1724155909&sprefix=large+sample+methods+sen+sing%2Caps%2C194&sr= 8-1

Desvio: comportamento assintético

m Binomial: se m; — o0,Vi e n (tamanho da amostra) é fixo. Assim,
em geral, para o modelo Bernoulli (m; = 1, Vi), tal resultado n3o é
vélido.

m Poisson: se uj — oo, Vi.

m Nos casos em que D*(Y, i) depende do pardmetro de precisio, se

¢ — o0.

m Obs: além das referéncias mencionadas, também sugere-se essa

referéncia.
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