Introducao geral aos MLG: parte 1
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Modelo linear generalizado

m Consideraremos que

Y ~ FE(07 ¢)7

e que temos uma amostra aleatdria de Y, ou seja

\/i ir/w\t{. FE(01’¢)7IZ 1527""’ n,

ou seja
f(yi: 0;) = exp{@[yi0i — b(0;)] + c(vi, #)} Lalyi)-
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Modelo linear generalizado

| | \/I ~ FE(9H¢)7 I - 172a b n' 0[ = h('ul)
w g(pi) =i, mi = 20 XiBj, E(Yi) = i = b'(6;), Xji : covaridvel j
associada ao individuo i (fixa e conhecida) e 8 = (81, ....,8p)', ¢ :

parametros desconhecidos.
= d,LL,
de;’
m g(.) é uma func3o de ligagdo (inversivel e duplamente diferencidvel).

m V() = ¢71V(ui), em que V(1)

Quando 6 = g(.) temos a fungdo de ligagdo candnica.

m Note que 0; = h(g~1(n;)). Se considerarmos a fungdo de ligagio

candnica, temos que ; = n;.
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Modelo linear generalizado

m Temos, assim, que um MLG (na sua forma mais simples) é dado por:

\/I”'?g FE(9/7¢) ) ei:h(rui)’i:l’""n’
p
glu) = XiB=) Xifi Xi = (X, e Xpi)',
j=1

em que g(.) é chamada de fun¢&o de ligacdo e 7); é o preditor linear

(relacionado ao individuo i).
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Escolhas naturais para funcoes de ligacao

Distribuicio g(w)

Normal u(candnica)

Poisson In p(canénica)

Binomial In(1/(1 — p))(candnica) (a fda de qualquer
varidvel continua definida na reta)

Gama Inp

N.Inversa Inp
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Outras fungoes de ligacao

m Seja u a propor¢do de sucessos de uma binomial (u € (0,1)).

m A ligacdo probito é dada por

O~ (p) = m,

ou, de modo equivalente, u = ®(n), em que ®(.) é a fda de uma

distribuicdo normal padrao.
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Outras fungoes de ligacao

m Novamente, seja u (€ (0,1)) a propor¢do de sucessos de uma

binomial.

m A fda de uma distribuicdo do valor extremo padrio (ou Gumbell
padrao, a qual corresponde ao logaritmo natural de uma distribuicao

exponencial com seu pardmetro igual a 1) é dada por:
F(x) =1 —exp{—exp(x)}
m Assim, o modelo binomial com ligacdo log-log é dado por
p=1—-exp{—exp(n)}

ou de modo equivalente, In(—In(1 — u)) = 7.

Prof. Caio Azevedo
7



de ligagdo para médias no intervalo (0,1)

S e
S 4,
—— probito - -
- - - logito . -7
) . -
s 1 e complemento log—log . P
. //
<o _]
o
=
= _|
o
o~
pa
o
=
T T T T T T T
-3 -2 -1 o 1 2 3

n
Prof. Caio Azevedo
8
8



Funcdes de ligacao Box-Cox

m Uma classe importante de ligacdes (para observagdes positivas) é a

classe de ligacdes de Box-Cox definida por

(p* —1)/X\,se X #0
In(u), se A=0

7’]:

m Podemos considerar varios valores para A, ajustando o modelo para
cada um deles, e utilizar algum critério de selecao de modelos para
escolher o valor mais apropriado.

m Podemos também estimar A em concomitdncia com os outros

pardmetros (veja também aqui).
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de ligacao da familia Box-Cox
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Resumo: principais funcoes de ligacao

Distribuico g(w)

Normal ,(candnica), 1/p e Inp (se p > 0)
Poisson In y1(candnica), /1t

Binomial In(t/(1 — 1)) (candnica), ®~1(u), In(—In(1 — 1))
Gama 1/u(candnica), Inp

N.Inversa 1/(2u2) (canénica), Inpu, 1/p
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Estimacao paramétrica

m Utilizaremos o método de maxima verossimilhanga (MV).

m Outros métodos de estimacdo podem ser considerados, p.e.:

métodos bayesianos, MQO, MQP, MV penalizada, dentre outros.

m Verossimilhanca

(B¢—eXP{ [Zyﬂz 0)

i=1

+ Z C()/i,ﬁb)} :

i=1
m Log-verossimilhanca

[Zyﬁ *Z b(6)

i=1

+ Z C(yfv (b)
i=1

m Notacio: ﬁ(gi)) estimador, ﬁ(d)) estimativa.
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https://www.routledge.com/Generalized-Linear-Models-A-Bayesian-Perspective/Dey-Ghosh-Mallick/p/book/9780367398606
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Intro_MRLM_REG_Pos_1S_2021_parte_1.pdf
https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_testes_Diag_analise.pdf
https://indico.ictp.it/event/a06218/session/90/contribution/49/material/0/0.pdf

Derivadas matriciais uteis

m Vamos comecar considerando ligagcdes candnicas. Note que temos
um total de p + 1 pardmetros (familia bi-paramétrica) ou p (familia

uni-paramétrica).

m Sejam A(pmxn) € X(nx1) tais que

all alo N din X1

ani ano e aon X2
A= X =

ami adm2 --- Aamn Xn
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Derivadas matriciais uteis

m Sejam A(mxn) € X(nx1), € defina y = Ax (A ndo depende de x).

Ent3o:

D ko1 AKXk

Zzzl a Xk

D k1 AmkXk

Prof. Caio Azevedo




Derivadas matriciais uteis

m Logo
r n n n T
O pogauXe O3 45 auxk 0D poy AkXk
"8X1 n&xQ o nax,,
D DI e 0 gy 32Xk
al — OAx — ox1 Ox2 o Oxn
ox ox . . . :
n n n
0 ey @mkXk 0D 4y amiXk 0 ey 3mkXk
L Ox1 Ox2 o OXn i
ail a1z e ain
al1 a2 . azn
= A=
amil am2 e amn
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Derivadas matriciais uteis

m Alguns resultados:

0Ax
Ox
Ox'A
ox
Ox’'x
= 2
Ox X;

!
A
ax@x X (A+ A')x.(2Ax, se A for simétrica)

= A, (A, se A for um vetor linha)

= A’ (A, se A for um vetor coluna)
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Estimacdo paramétrica (ligagdo candnica)

m Log-verossimilhanga (lembre que 6; = n; = X!3).

n

(8,¢) =9 lz yini = »_ b(n)
i=1

i=1

n

+ Z C(yia QS)
i=1

m Temos que encontrar o vetor de derivadas de /(.,.) com rela¢do a 3,

S(3) = a/f5¢) _ a/(;;qb)

e a derivada com relacdo a ¢, S(9)
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Estimacdo paramétrica (ligagdo candnica)

m (Cont.) Em que:




Cont.

m Depois, devemos resolver o sistema de equagdes

S(E) = 0(p><1) (2)
S(@)=0

em que 0,1y é um vetor de zeros de dimensao (p x 1).

m Naturalmente, espera-se que a solugdo encontrada seja ponto de
méximo no espago (p+1) (matriz Hessiana tem de ser negativa

definida).
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m Calcular 5(¢) é relativamente simples.

m Para obtermos S(3) temos duas op¢des:

m Derivar §(3) diretamente com relagdo ao vetor 3 ou
m Obter a derivada com relagdo a cada pardmetro f5;,j =1,..,p e

deduzir a forma matricial (Equagdo (1)) dessas derivadas.

m Vamos considerar a segunda opg¢ao.

Prof. Caio Azevedo




m Temos que:

o1B,¢) _ ¢z( ggj g(ﬁj)) ;ﬁcg\;}@

_ . 9b(ni) On;
B ¢Z< / 8771 361)




Ab(n;
m Lembremos que E(Y;) = u; = (n:)

m Além disso
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01(B, ¢
0B;

o, (pois nesse caso 8; = ;).
!

Oni _ 03261 Xsifs

, = = Xj;. Logo:
B a5, s o8

*QSZXJ:(Y: Nl = (ZXJ,}/, ZXJ’ ,).




X1 Xo1 ... Xp1 X1

X12 X22 . sz X2
m Agora note que, se X = _ _ _ =
Xin Xon - Xpm X,
(matriz de planejamento considerando-se todos os individuos) e
7N
Y2 .
y=1| |, entdo

Yn
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2
X'y = [X{ X3 ...X]
Yn
Xu X2 ... X i 27:1 X1iyi
B Xor Xoo ... Xop ool iy Xaii
Xpl Xp2 Xpn Yn 27:1 Xip)/i
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Cont.

Analogamente,

Sor Xuipi
X' — Sy Xoikti
Z7=1 Xippi

em que g = (p1, 2, - 1), i = &1 (X]B). Logo

58) = 22 — ox'(y — ).
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m Com relacdo a ¢, temos que

S(6) = _(vimi — b(m)) + Y ¢'(vi» 9),

i=1 i=1

ac(yiv ¢) ]

em que ¢'(y;, ¢) =

99




m Observacdes com relagdo a estimagdo de ¢.

m N3o é necessario estimar ¢ para os modelos de Poisson e Binomial.

m Para os modelos normal e normal inverso a solugdo é explicita (em
funcio de B) (exercicio).

m Para o modelo gama n3o ha solugcdo explicita e veremos os detalhes

especificos pertinentes quando da apresentacdo desse modelo.

Prof. Caio Azevedo




Cont.

m Podemos notar que o sistema de equagdes (2) ndo tem, em geral,
solucdo explicita pois, via de regra, u; é uma fun¢do n3o linear de 3
(quando se considera a func¢do de ligacdo identidade e a distribuicdo

Normal, é possivel obter solu¢do explicita).

m Ha varias op¢des de algoritmos numéricos para resolucao de sistemas
ndo lineares: Newton-Raphson, Escore de Fisher (EF), Nelder-Mead,
BFGS entre outros (aqui).

m Por simplicidade e por apresentar, em geral, um excelente

desempenho, consideraremos o algoritmo EF.
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https://www.amazon.com/Computational-Numerical-Analysis-Scientific-Computing/dp/1498723632

Cont.

m Para isso precisaremos da informac&o de Fisher (ela também serd

Gtil na obtencdo de resultados assintéticos):

—&(Hu(B,¢)) —€(Hu(B;9))
—E€(Hxn(B,9)) —&(H2(B,¢))

| ) )
)

i :_8<3¢85 ') (%5

[ o) me.0 ] |

L I21(/87 ¢) /22(/37 ¢)



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_Int_TA_2S_2022.pdf

Cont.

m A obtencdo das componentes matriciais h1(3, ¢) e h2(8, ¢) podem

ser feitas de modo andlogo ao que foi feito para obtermos S(3).

Note que

H11(57 ¢) =

Hix(8, ) = [
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9’I(B,8)
9p10¢

2U(B,0)  *1(B,¢) &1(B,9)
op7 0410B2 T 9P19Ps
2°1(B,0) 2*1(B,9)
053 B0,
821(8,9)
oR2
2
21(8.9) 21(8.9) }’ _ [2°18,¢)
0B20¢ 9B,0¢ ’ H22(/8a QJ)) = 3¢2 .




Cont.

m Por outro lado, temos que

lembrando que u; =

_ 0 (01(B,9)

- aﬂr( 95, ) a5, [ (Zx”y’ ZX” )
O Ou; On;

= QJ)ZXH a __d)z _ua'u, agr

9?b(n; opi
— *szxj, 77 ,,'_¢;Xj;8'l;ixn-,

db(n;)

;i '




Cont.

m Assim, vem que:

PIB,¢) /
g~ ~OX'VX.

O O aun>
oo o g )

m Além disso, temos que:

em que V = diag (

»PlB,g) 0 / oy
W—%WX(Y*H)]—X(Y*H)-




m Finalmente,

2l 6 1
(§§Q¢ = <Z(y1771 b(m +Z y”qﬁ) ;C (y,-,¢),

em que

2 .
R c(yi9)

D¢?




m Portanto, as componentes da informac3do de Fisher s3o dadas por:

Li(8,¢) = —E(—6X'VX)=¢X'VX,
ha(8, 9)
ha(B, ¢)

—E(X(Y —p)) = —X"(E(Y) — 1) = O(px1),

—S(Zc" (N0} >= ZS[C” i, 9)].




Cont.

m O algoritmo Escore de Fisher é definido como: Sejam 3(©) e ¢(©)
estimativas iniciais de 3 e ¢ (chute inicial), respectivamente, entdo

faca (até que algum critério de convergéncia seja satisfeito):

Blt+D) G
¢(t+1) ¢(t)
X' VX 0(px1)
0¢1xp) = (Zizl (Vi ¢(t)))
S(8WM)

x t=0,1,2,... (3)
| S(0)
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Cont.

m Em que

5(ﬂ(t+1)) _ (¢(t+1)) X' (y _ N(t))

S(69) = Yl - +Z (.69

i=1
Opin (t)
3y 8777"

H(t) = g (X,B(t) (t) _ X'ﬁ(t)

t) ()
v — dlag((gﬁ?) ’<(;;?;2)
1 2

o\ A
(;) - 6—”1 =12 ..n
i i py=n?
O
Por exemplo, se u; = exp(n;) entdo e = €XP(77J(t)).
nj ()

Nj=";
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Cont.

m Como a informag¢3do de Fisher é bloco diagonal, temos que

(t=0,1,2,...)
g ][ g
o | ¢(t)
[ (69) 7 (XVOX) T (00) X (y - )
I 1<y,n,“ (“))) + 30 ¢ i 0)
I ST (Vo)
[ 50 (x'viox)™ X’( - n)
B ¢<f>]+ Xl — b)) + S €' 6)
- Y € (" (Vi o))




Cont.

m Sendo assim pode-se conduzir o processo iterativo, primeiramente,

para 3, ou seja,

e I O (x’v<f>x)71 X' <y - um) t=0,1,2,...

m E possivel ainda provar (exercicio) que o processo acima pode ser

escrito como
B = (xVx) X0 —0 2. @

em que z =1+ V! (y —p), n = XB.
m Devido a equagdo (4), o algoritmo Escore de Fisher para os MLG é

chamado também de minimos quadrados reponderados.
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m Depois de obtida uma estimativa para 3, digamos ,@ estimamos ¢

(caso necesdrio), através da forma analitica (normal e normal

inversa) ou através do processo iterativo:

n

S it = b)) + 37 ¢ (v 60)
¢(t+1) - ¢(t) _ _ i=1
Y€ (C”(Yi’ ¢ t)))

t=0,1,2,...

para o modelo gama.
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= Estimativas iniciais: B0 = (X'V©X) ™" X'V©2©) com
n© —

g(y) (g(.) é a fung3o de ligagdo), o que implica que

B = (X’V(O)X)AX’V(O)n(O).
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Cont.

m Depois de obtida uma estimativa para 3, digamos E uma

estimativa inicial para ¢ é dada por:

n—p
o0 = ——
2": (vi — i)
—~ V(i)
(estimativa “do tipo " método dos momentos), em que

fii = g~ Y(X!B).
m Critérios de convergéncia: ||B(tF1) — B[] < e e [p(t+Y) — ()] < ¢,

para algum e > 0.
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m Pode-se, alternativamente ao EMV, utilizar o seguinte estimador

para ¢:

o= s,

(Y~ )
; V(i)

em que ji; = g ! (X,’B) e /@ é o estimador de MV de (3.
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Cont.

m A justificativa da utilizacdo do estimador é:
V(p) -1 V(Y)
— = .
¢ ¢ V(i)

SeB -2 B entio i - pie V(1) £ V(ui) (i e V(i) sdo
n—oo n—oo n—oo

Temos que V(Y;) =

fungbes continuas de ﬁ)
Assim, por Slutsky, (}5’1 n_%; ¢ !e como $ é uma fung3o continua
de l/qgentéo o LN ¢ .
n—00
m Esse estimador de ¢ pode ser utilizado ao invés do seu respectivo
EMV (exercicio, comparar os dois via simulagdo). Em geral

consideraremos o emv.
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Cont.

m Sob as condi¢Ges de regularidade e para n suficientemente grande, ,@
e (os respectivos estimadores de MV de 3 e ¢) sdo mutuamente

independentes e

B ~ N, (ﬁ,¢—1(x’VX)‘1),
-1
N ¢>,—[S (Zc”(vi,qs))] ,
i=1

para n suficientemente grande.

©)
Q
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Cont.

m Uma outra forma de escrever os resultados anteriores é:

1 _
em que ¥5 = lim [ (X V,X,) "

n— oo

1
definida ¢¢ =— lim -

n—oo
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Cont.

m (Cont.) Em que: X, = X e V,, = V (o subindice n apenas ressalta

que X depende de n).

m De modo equivalente, o resultados anteriores podem ser escritos

como:

XViX) 25 (B-8) 2 ML), ()
N 1/2
[g (Z a’m@)] (6-0) 2 NOD. (6

m em que se AY/2 ¢ raiz quadrada da matriz A, entdo A = A/2A1/2,
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Cont.

m Contudo, como 3 e ¢ sdo desconhecidos, os resultados (5) e (6) ndo

sao completamente Uteis. Por outro lado, temos que:

(XaVoXa) " (XVaXa) 5 1y (7)

(X))
i=1 ﬁ:/@’d’:d’ i> 1’ (8)
¢ (Z (¥, 6) o

i=1
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m (Cont.) em que:

m E(Y,9)|5_5.4—g significa primeiro calcular a esperanca e,
posteriormente, avaliar o respectivo resultado em 3 e ¢, os

respectivos EMV de 3 e ¢.

sV, =V =diag O Opia , Ot , por exemplo,
om B-p (9172 Onn 6=
i 5
se u; = exp(n;) entdo a’uf ‘ = exp (i) = exp (Z inﬁj).
i lp=p =1
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cont.

m Assim, usando (7) em (5) e (8) em (6), vem que:

(x,’, \7,,x,,)1/2 \/é (3 - ﬂ) 2 N, (0,1,),

1/2
[8 (Zd’(n@) (6-9) = n).
i=1 B=B.0=¢

m Adicionalmente, pelo fato da Informagdo de Fisher ser bloco

diagonal, 3J.$ quando n — oc.

m Essencialmente, os resultados acima d3o origem a todos os demais

resultados assintéticos (ao menos os principais) relativos aos MLG.
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m Para mais detalhes veja : Sen and Singer (1994), Sen et al (2009),

Fahrmeir and Kaufmann (1985)

m Se ,5’1 é a j-ésima componente do vetor 3 ent3o ,éA’J ~ N(Bj, ;)
em que 1) € o j-ésimo elemento da diagonal principal de (X’VX)_I.

m Temos ainda que como 3 e ¢ sdo estimadores consistentes, entdo

ﬂj B
=
principal de (X’\7X>7

~ N(0,1), em que 1@ é o j-ésimo elemento da diagonal
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https://www.cambridge.org/core/books/from-finite-sample-to-asymptotic-methods-in-statistics/07DFA2860E18EDB1A9FE1FF3B4E07F0C
https://www.jstor.org/stable/2241164

Inferéncia

m Analogamente, temos que ¢_9¢ V(o

—— ~ N(0,1), em que V(¢) =
V)

{8 (Z"n:l v Zs)) ‘ﬁ—é,qs—a?] 71'
X <

Zia) N 2 X ~ N(0,1)), temos

(e )]

m Portanto (considerando-se P(

que
IC(8,7) =~ [,By—zw/q?—%;@ﬂw,\/a—%},
€6 ~ |- 25\5@i8+ 2550)|.

m Os intervalos de confianga numéricos sdo obtidos substituindo-se os

estimadores pelas respectivas estimativas.
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Testes de hipdteses

m Suponha que queremos testar Hy : B = Bjo vs H1 : B; # Bjo. para

algum j, em que Bjo é um valor fixado.

m Estatistica do teste Z; = @
17,
\ @MY

m Assim, rejeita-se Hp se |z;| > z., em que z; = M e

Vo1

P(X > z:|Hp) = /2, X ~ N(0,1), BJ QZJ e ¢ s3o estimativas.
m De modo equivalente, rejeita-se Hy se p-valor < a, em que

p-valor &= 2P(X > |z||Ho), X ~ N(0,1).
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Testes de hipdteses

m Suponha que queremos testar Hy : ¢ = ¢g vs Hy : ¢ # ¢o.

m Estatistica do teste Z; = ¢~ Qf) :
V(¢)
. . 9 — o
m Assim, rejeita-se Hp se |z;| > z., em que z; = —= — e
V(¢)

P(X > z:|Hp) = /2, X ~ N(0,1), B; JJ e ¢ s3o estimativas.
m De modo equivalente, rejeita-se Hy se p-valor < a, em que

p-valor & 2P(X > |z||Ho), X ~ N(0,1).
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Condi¢des de regularidade (CR)

m As condigGes de regularidade mencionadas até o momento, dizem
respeito a uma amostra iid (independentes e identicamente
distribuida).

m No caso dos MLG a amostra continua sendo ind. (independente mas
n3o é mais identicamente distribuida). Assim, faz-se mister adpatar

tais CR ao nosso caso.

m Nos focaremos na CR para o 3 sendo aquelas para o ¢ definiveis de

forma andloga (pesquisar).

m Seja o MLG apresentado nestes slides pagina 04.
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CR para o MLG

ILm (’17 n11(ﬁ,¢)) = \Ilﬁ, em que \Ilﬁ ¢ positiva definida e
In1(8,¢) = hi(B, ¢).
nli)m [ ZV (1i(B)) tr (G;G] )] =0, em que

(V% () = ViB). Xiy = X1 = 1.2,
:[ g (1i(B) b (h(X,B)) ]X ,
& (i (BNF L&’ (s (B V(B ] ™"

As fungbes [g/(ui(B*)] ", [Vi(B)] . g” (i (87)) e

" (h(X];8%)), i=1,2,...,n sdo uniformemente continuas no conjunto

B(0) ={B" e RP:||B" - BI| <6},5 10,




CR para o MLG (cont.)

A Definindo
wi = (g (i (B} V(B
wi = i (8){8" (ui(®) g’ ({8
b (h(X;:)) [&' (s (BN Vi (B)] ]} entdo

Para k = 1,2, a medida que § | 0 tem-se que

+

—0

}ﬁo

1< . /
SUpg*eB(s) [n > 1wk (B) = wii (B)] Xin X |
i=1

A medida que § | 0, tem-se que

1< . /
&p {SUP,B*GB(é) [n D 1Yl wai (B7) — wai (B)] Xin X |
i=1




CR (Cont.)

m Sob as condi¢Bes de 1 a 4.2, temos a validade do resultado (5).
m Para provar a convergéncia em probabilidade, ou seja, para provar:
Que B 5 B,
n—oo
e o resultado (7),

podemos usar o resultado de convergéncia em distribuicdo (Equagio

(5)) e o Teorema de Slutsky.

m Exercicio: pesquisar sobre os outros resultados.

Prof. Caio Azevedo




