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Motivacao

m Podemos perceber que o residuo studentizado (aqui), muito
utilizado para verificar a qualidade de ajuste da classe de MRNLH,
dificilmente apresentard normalidade assintética (embora possa ser
usado para verificar a presenca de outliers e/ou em problemas na
predicdo dos valores) para os MLG (pois corresponde a uma
transformacgo linear dos dados).

m Portanto, a utilizagdo de outro(s) residuo(s) se faz necessaria.

m Paula (2024) apresenta uma revisdo muito boa sobre vérios residuos.

m Aqui (e referéncias mencionadas) também apresenta(m) alguns

residuos. . Gk
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Motivacao

m Nos concentraremos em trés tipos de residuos:

m Residuo componente do desvio (RCD).
m Residuos quantilico (RC).

m Residuo quantilicos aleatorizado (RCA).

m Um fato interessante é que, na definicio dos MLG, n3o aparece

nenhum tipo de “erro”, como ocorre nos MRNLH.

m Uma discussdo interessante encontra-se em Cox and Snell (1968)
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Introducao

m Um residuo deve apresentar um comportamento especifico quando o

modelo estd bem ajustado e outro(s) quando o modelo ndo o estiver.

m O ideal é que, dependendo de qual suposi¢cdo (ou suposi¢ces, p.e.,
distribuicdo da variavel resposta, independéncia, func¢3o de ligacdo e
forma do preditor linear) n3o esteja(m) sendo satisfeita(s), alguma
mudan¢a especifica ocorra em seu comportamento (conforme

discutido anteriormente).

m Naturalmente, outras metodologias, para além dos residuos, podem

ser utilizadas para verificar o afastamento de suposi¢des especificas.
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RCD

m A forma geral do RCD, para a i-ésima observacdo, é dada por:

d (Y, )  eY2d(Yihy)

V1- hi 1 hy
em que

w d(Y;, i) = sinal (Vi — i) V2/D(Yii fii).
m D(Yi; i)=Y, (9,.0) — 1/9\,) + b(é\,) — b(é\fo)) (em que 550) representa o

Tp

emv sob o modelo saturado e 6; o respectivo emv sob o modelo de
regress3o, ver aula sobre o Desvio).
m h;; é o i-ésimo elemento da diagonal principal da matriz
o T P e BT —
H=W X(X WX) X'W*2, em que X e W s3o como

definidas na parte de estimac3o. .
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Cont.

m Williams (1984) (veja o nome da referéncia completa aqui) verificou
através de simulagdes que a distribuicdo de tp, tende a estar mais
préxima da normalidade do que as distribuicGes de outros residuos

(existentes a época, veja também Paula (2024)).

m Utilizando resultados de Cox and Snell (1968), pode-se demonstrar
que E(D*(Y;, pi)) = 0 e V(D*(Y;, ui)) =1 — h; em que os termos

negligenciados sdo O(n~1). Esses resultados reforcam a

padronizagcdo do RCD por y/1 — ﬁ,-,-.
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Cont.

m Obs: Sejam f e g duas fun¢des definidas no mesmo subconjunto dos

ndmeros reais temos que:

f(x) = O(g(x)),x = 00 > |[f(x)] < M|g(x)|¥x > xo,€ algum M >0

m Na prética substituimos ¢ por um estimador consistente (emv, por
exemplo).

m A estimativa do RCD é obtida substituindo-se os estimadores nele
presentes por suas respectivas estimativas, bem como Y; pelos

valores observados y;. .
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Exemplos

m Normal:
Yi — L
Tp, = =N
o2(1 — hy)
m gama:
V26 Y; Y- i\
TD,.—sinaI(Y,-ﬁ,-)[m <,\)+< AN)] .
1 —B,-,- i i

m Bernoulli:
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Cont.

m binomial:

Tp, = sinal(Y; — )

i

LA{y, In[Y;/(mifii)]
1— hj;

+ (mi = Y)In[(1 = Yi/m;)/(1 = 1i)] X Ly (mi—1)3 (Y5)

1/2
= [milIn(1 = 1) 140y (Y7) — [mil In {1y (V)} :
m Poisson:
2
To, = sinal (¥ — i) —2— {YoIn(Ye/i) — (¥ — )2 haa (V)
1_hu
v/ 21
sinal (Y; — i) —=2 figy (V7).
1— hj
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Comentarios sobre o RCD

m Pode acontecer de que o modelo esteja bem ajustado e, mesmo

assim, a distribuicdo do RCD n3o ser aproximadamente normal.

m Ainda assim podemos construir uma grafico de quantil quantil com
envelopes simulando a partir do modelo de interesse ao invés da

distribuicdo normal.

Tk


https://www.ime.usp.br/~giapaula/texto_2024.pdf

Procedimento para se gerar o grafico de envelopes com o

RCD

1) Ajuste o modelo de regressio (estima-se os pardmetros do modelo)
obtendo-se as estimativas de MV (ﬁ, (E) e calcule o RCD para cada
observagdo, (tp,),i =1,2,...,n.

2) De posse das estimativas de MV, repita os passos (a) e (b) m vezes.

a) Simule n varidveis aleatdrias ind. FE(g,-,gTﬁ), com 6; = h(g1(n))),
ni = X/B-
b) Ajuste o modelo de regresséo considerando as varidveis simuladas no

item a) e obtenha o RCD para cada observacio (i) em cada réplica

(@)
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Procedimento para se gerar o grafico de envelopes com o

RCD

3) Ao final teremos uma matriz com os RCD's, ou seja t;SU, i=1,....n,

(tamanho da amostra) j=1,...,m (réplica).

* * *
tDu 1.‘D12 .. tDlm
* * *
_— th th, ... th
1=
* * *
tp, tp, --- tp,,

12
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Procedimento para se gerar o grafico de envelopes com o

RCD

4) Dentro de cada amostra, ordena-se, de modo crescente, os RCD'’s,

obtendo-se tf, (estatisticas de ordem):

* * *
tD(1)1 l’D(1>2 . tD(l)m
tf tf R
T, = Deyp "Dep Deym
* * *
tD(n)l tD(,,)2 ce tD(n)m
. min ¢}, max t}
m- mbém os limi = Pii e tfye = D
5) Obtem-se também os limites t(;), 1<j< € s i

j=12,....,m.
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Procedimento para se gerar o grafico de envelopes com o

RCD

oo T e
5) Na prética considera-se t,, = ————— e
(i1 2
tf tf
Diym-2 DDy (

t(*,.)S = > refinamento das estimativas das bandas

0 € a r-ésima estatistica de ordem dentro

de cada linha, i =1,2,....,n.

o *
de confianga), em que tDm

m Além disso, consideramos como linha de referéncia
m

.1 .
= m Dty i =120

j=1
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Outros gréficos de interesse

boxplot/histograma: simetria, outliers, multimodalidade

(histograma).

m tp,x ordem da observagdo: pontos aberrantes, heterogeneidade
(heterocedasticidade) n3o capturada pelo modelo.

m tp, x g~ 1(7;)(valor predito): pontos aberrantes.

m Z; x 1j;: adequabilidade da fung3o de ligagdo e do preditor linear (7;),

em que 3 = 7 + Wi—1/2 \2—1/2(

¥i — i), em que (.) representa uma
estimativa.

[ E,-,- X [i; (pontos alavanca - aqueles que tem um peso desproporcional
no préprio valor ajustado, devido a ter um perfil, em termos das

covaridveis, diferente dos demais).
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Residuo quantilico

m Além de poderem servir para diferentes propdsitos, determinados
tipo de residuos podem ter melhor desempenho do que outros,

consoante a situagao de interesse.

m Nas referéncias a seguir podem ser encontrados uma amostra de
estudos, criticas, comparagao e sugestoes de melhoria para alguns

tipos de residuos usados em MLG: aqui, aqui, aqui, aqui, aqui.

m Veremos agora uma alternativa ao RCD chamo de Residuo
Quantilico, o qual é apropriado quanto a resposta corresponde a

uma vac (varidvel aleatéria continua).
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Cont.

m E baseado no teorema da Transformada Integral (veja aqui também).

m Teorema da transformada integral: Se X uma vac tal que sua fda
(fungdo distribuicdo acumulada, Fx(.)) seja estritamente crescente.
Entdo Y = Fx(X) ~ U(0,1).

m Dessa forma,se Z ~ Fz, em que Z é uma vac com F; estritamente

crescentes, entao

Z = F; ' (Fx(X)) ~ Fz.

Tk
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Cont.

m Se Y; ~ FE(6;,6),i =1,...,n com Y; sendo uma vac com fda (Fy,)

estritamente continua e Z ~ N(0,1) com fda Fz = ®, entdo:

Z = F; 1 (Fy, (Y501, ¢)) ~ N(0,1).

m Uma vez que 6;,i =1,2,...,n e ¢ sdo desconhecidos, temos que
substitui-los por algum estimador consistente (6;, ¢), assim, o

residuo quantilico para a observacdo RQ; é dado por:

RQ; = Fz* (Fv. (Yi:0,9))
de sorte que RQ; H%O N(0,1)
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Cont.

m No caso do RQ pode-se fazer envelopes parecido com o que fora

feito par o MRNLH, uma vez que RQ; ~ N(0,1).
m Os outros graficos podem ser utilizados de forma simular ao RCD.

m Entretanto, o resultado sé vale se Y; for uma vac com fda

estritamente crescentes.

m No caso de uma vad (varidvel aleatdria discreta) pode-se considerar,

como alternativa o Residuo Quantilico Aleatorizado.

Tk


https://www.jstor.org/stable/1390802
https://www.ime.usp.br/~giapaula/texto_2024.pdf

Residuo quantilico aleatorizado (RQA)

m Sejam X e Y vac's tais que F e G s3o, respectivamente, suas fda's.
Temos entdo que U = F(X) ~ U(0, 1) (transformagido integral de
probabilidade) e W = G~(U) ~ G, ou seja W e Y possuem a
mesma distribuic3o.

m Se G = ®(.) (fda da normal padrdo) entdo W ~ N(0O,1).

m Logo, se x for um valor simulado de X entdo u = F(x)
corresponderd a uma valor simulado da distribui¢do U(0,1) e,

consequentemente w = G(u) a um valor da N(0,1).
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Residuo quantilico aleatorizado (RQA)

m Esse resultado é muito util para construir residuos com distribuicdo
(ainda que aproximada) N(0,1), sob o ajuste adequado do modelo,
quando a varidvel resposta é continua.

m Contudo, em nosso caso, a varidvel resposta € discreta.

m Ocorre que se Fx for continua Vq € (0,1),3xq, Xg = F;l(q), o que
nao, necessariamente, ocorre quanto Fx é discreta.

m No caso discreto (sendo y; < y» < y3,... 0 suporte de Y), temos
que P(Y = y;) = F(yi) = F(yi-1) = P(F(yi-1) < U < F(y;)), em
que U ~ U(0,1).
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Residuo quantilico aleatorizado (RQA)

m Ou seja, a cada valor de Y, digamos y;, podemos associar um
nimero uniforme no intervalo [F(y;—1), F(vi)]-

m Usualmente, para simular de uma vad, simula-se u, U ~ U(0,1) e
atribui-se y = y;, se u € [F(y,—1), F(yi)].

m Por outro lado, se y(1), ..., ¥(n) forem valores (simulados) ordenados
de Y, entdio U; "¢ U([F (y(i-1))s F(¥(i))]) e, consequentemente
U: % U(0,1). Logo Z = &~ 1(U;) "4 N(0,1).

m O problema ¢ que para um conjunto de valores y(y), ..., ¥(») temos

um numero virtualmente infinito de conjunto de valores uq, ..., up,.
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Calculo do RQA para o MLG

m Considera-se as observacdes (ordenadas) y(1); .-, ¥(n)

m Com as estimativas de 3 e ¢ simula-se (m vezes) valores de
ui ~ U([F(y(i-1)), F(x»))]), F(.) é a fda da distribuicdo de
Yi, Yi ~ FE(0;, ¢), gerando-se uj; < ... < Ujm, i = 1,2...,n, em que
F(¥(0) = 0.

m Usualmente ordena-se os valores para cada i, ou seja, uj(1), .-, Ui(m) €
considera-se a mediana (digamos w;(o5)) dos valores simulados.

m Analisa-se a distribuicdo de ¢_1(u1(0,5)), . ¢_1(Un(0’5)). Sob o
bom ajuste do modelo espera-se que esses residuos tenham,

aproximadamente, distribuicdo N(0,1).
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llustracao residuo quantilico
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llustracao residuo quantilico
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llustracao residuo quantilico
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llustracao residuo quantilico aleatorizado
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llustracao residuo quantilico aleatorizado
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llustracao residuo quantilico aleatorizado
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Observacoes

m Os graficos de quantis-quantis em geral, tem um dos seguintes
objetivos:
m Comparam os valores ordenados (estatisticas de ordem amostrais) de
duas amostras.
m Comparam os valores ordenados de uma amostra com os quantis
tedricos de uma distribuicdo de interesse.

m Comparam os quantis teéricos de duas distribuicdes de interesse.
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Observacoes

m Existem diferentes formas (que depende também de qual das
situagdes acima é de interesse) de calcular os quantis tedricos de
uma dada distribui¢do de interesse. Podemos usar resultados (exatos
ou aproximados) das distribuicdes das estatisticas de ordem de
distribuicdes de interesse, ou simula¢les. Veja, para mais detalhes,
aqui, aqui, aqui, aqui.

m Vimos aqui e aqui, respectivamente, uma forma de construir graficos
de quantil-quantil com envelopes para os MRNLH e para os MLG,
respectivamente. Nesses dois casos, os quantis tedricos sao

calculados através de simulagdes. .
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Observacoes

m Nos dois casos acima o procedimento usual é apresentar a dispersao
entre os pontos, bem como as bandas de confianga, dentro de uma
“moldura” correspondente a um grafico (sem pontos) gerado a
partir da dispersdo entre os valores ordenados para os quais se quer

avaliar o comportamento da respectiva distribuicdo e

wt@ =" ((53),

(que é uma forma de calcular as estatisticas de ordem de uma

N(0,1)), em que Z;) é a i-ésima estatistica de ordem de uma N(0,1).
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Observacoes

m Uma alternativa ao gréfico de quantis-quantis com envelopes, é o
“worm plot”. A ideia é rotacionar a linha de referéncia de modo que
ela se torne paralela ao eixo x.

m Tal grafico é mais comumente usado para o residuos quantilico
(aleatorizado) (RQ;), para o qual, sob o bom ajuste do modelo,
espera-se normalidade (assintética).

m Em geral, apresenta-se no worm plot RQ; — £(Z(iy) versus £(Z;).
Ademais, o ajuste de um polindmio clibico é realizado e a respectiva
curva é apresentada para fins de comparacdo entre esses duas

quantidades. P
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Observacoes

m Uma forma de calcular as bandas de confianga (envelope), para se
ter melhor condi¢des de andlise, para o worm plot pode ser
encontradas aqui.

m Sob um bom ajuste do modelo, espera-se que os pontos se
comportem de forma aleatdria, de modo “plano”, ao longo do valor
zero (eixo horizontal, tendo a curva oriunda do plinémio ctibico como

uma referéncia auxiliar) e dentro das bandas de confianca (aqui).
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