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Introducao aos MLG

m A classe (mais simples) dos MLG ¢é definida, essencialmente, por
duas componentes, a saber:
m A distribuicdo da varidvel resposta, a qual deve pertencer a familia
exponencial (parte aleatéria).
m Uma func3o de ligagdo, a qual associa, de forma adequada, a média
da varidvel resposta (u;) & um preditor linear (g(ui) = X/ 3).
m Portanto, a classe de MRNLH é uma caso particular dos MLG

(exercicio).
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Familia exponencial (FE) bi-paramétrica

m Dizemos que uma v.a. Y (discreta ou continua) pertence a familia

exponencial biparamétrica, nesse caso usaremos a notagao
Y ~ FE(97 qs)?

se sua fdp é dada por:

fr(y:0,0) = exp{@[yd — b(0)] + c(y, )} Laly). (1)
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Familia exponencial (FE) bi-paramétrica

m (cont.) em que § € © C R (espago paramétrico de 6),
b(#): R =R, c(y,¢): AxRT — R, Aéum conjunto que nio
depende nem de 6 nem de ¢ (esta é uma das condigdes de

regularidade) e, por sua vez, ¢ (¢ > 0) é o pardmetro de precis3o.

m Também trabalharemos com distribuicdes pertencentes a familia
exponencial uniparamétrica, ou seja, se ¢ = 1. Nesse caso usamos

Y ~ FE(9).
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Comentarios

m Diversas distribui¢cdes pertencem a essa classe, p.e.: normal, normal
inversa, gama (exponencial), Poisson, binomial (Bernoulli), binomial

negativa (sob certas circunstancias), dentre outras.

m H3 diversas outras classes de distribuicdes: familia Tweedie, familia
de localizac3o-escala, mistura de escala, mistura de

localizagdo-escala, familia eliptica, dentre outras.

m Na maior parte do curso, nos concentraremos em distribuicoes

pertencente a FE.
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Comentarios

m Quando a média (valor esperado) n3o aparecer explicitamente na
fdp (func¢do de probabilidade, caso discreto; fungdo densidade de
probabilidade, ou simplesmente, densidade, caso continuo),

reparametrizaremos-na de modo a deixar a média explicita.

m Podemos também utilizar a notag¢do fy(.) para designar uma fdp, ou

seja, sem especificar seus parametros.
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Propriedades

m Se Y ~ FE(0, ¢), entdo:
« (V) =p=b(0) =220,
m V(Y)=¢ 'V(u), em que V(u) = % — b'(0) = aabe(f)

¢ é chamado de pardametro de precisdo, pois quanto maior seu valor,

(por isso

menor serd a variancia). V/(.) é chamada de fung¢3o de variancia.

m Vamos provar as duas propriedades acima, para o caso continuo. A
prova para o caso discreto é andloga, substituindo-se as integrais por

somatérios. Utilizaremos a notagdo fy(y; 0, ¢) = fy(y)
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Propriedades

m Sob certas condi¢cGes de regularidade, temos que

. (am;ye(y)) Coes (a2|r:9;;y2(v)) . [(mn;z(y))2 |

m (Primeira igualdade) Temos que :

< <3In fy(Y)> _ /Aaln fy(y) o (y)dy

00 00
ofy(y) 1 Ofy(y)
—f dy = d
A 00 fY(Y) Y(Y)y A 00 Y
" 0 0
= 5 | A= gi-o 2)
N————

1

* sob as condicdes de regularidade.



https://www.ime.unicamp.br/~cnaber/aula_Met_Estim_Mest_2S_2022.pdf

Propriedades

m Por outro lado, note que (regra da derivada do quociente)

& Infy(y) _ 0 <6Infy(y))_6‘<8fy(y) 1 )
562 0 0 90\ 90 fv(y)
2 2
- [P (")) 3
_ Ph(y) 1 _<3fY(Y))2 1
962 fy(y) 90 fr(y)?
PRy 1 dInfy(y)\
- S e (Ca) ©)




m (Segunda igualdade) Tomando o valor esperado de (3), vem que (*
sob as condi¢des de regularidade.):

PInfy(Y 82 In f,
5(802( )> = /Aaegmfy(y)dy

Ph(y) 1 dnfy(y)\>
= /A< 962 fy(y)_< B ))fY(y)dy

2 n 2
_ agg£Y)dy—/q(al 55()’)) fy(y)dy

A

z ;;/Afy(y)dyf [(alngg(yvj
LI

1

e[




m Por (2), temos também que:

g(amgg(v))

—_——

V<8Ingz(Y)> _ 5l<a|ngy6(y))2 -
0

_€l<a|ng;(v)>2 ¢ <a2|nagyz(v)> )

m Voltando a fdp da FE (Equacdo (1)), temos que

A~ gty - b, ©

92 1In fy(y)

Pl = —gp(a). (7)




m De (2) em (6), vem que:

£ (8'”55(”) = Slo(Y K@) =0

—~ E(Y) = b(0).

m De (4) e (5) em (7), temos que:

002
= Vo (Y = b (0)] = —&(—ob"(6))

y <a|n fy(Y)) . <a2|n fy(Y))

—  ¢PV(Y) = ¢b"(0) = V(Y) = b"(0)p .




Exemplo: Poisson

m Seja Y ~ Poisson(\), A > 0, entdo A= {0,1,2,...} e

M) = X =) - A~ )

= exp{o[yd — b(O)] + cly, o)}

em que ¢ = In(}), b(0) = exp(0), ¢ = 1,c(y,d) = —In(y!)




Exemplo: Binomial

m Seja Y* a proporcdo de sucessos em n ensaios de Bernoulli
independentes. Logo, temos que nY* ~ binomial(n, 11). Nesse caso
E(Y*) = p,p €(0,1). Além disso, em termos da distribuicdo de Y*
(exercicio), temos que A= {0,1/n,2/n,....,1} e

fr(y") = (n;*>‘uny*(1 oy = exp{ln <n;*> +ny*In (ll—Lu>
nin(1— u)}= exp{n {y* In (ﬁﬂ) +1In(1 - u)}

# () }: exp (66— B(O)] + c(,9))

+
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Exemplo: Binomial

m (Cont.) em que
9o (2] b0) = (14 ). = .y, 6) = In(3.)
mSen=1 Y*=Y ~ Bernoulli(u).
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Exemplo: Normal

m Seja Y ~ N(u,0?), temos que A = (—o0, 00),

p € (—00,00),0? € (0,00) e

\

[¢]

X
©

fr(y) = : {—Z}‘Z(y—uf}

_ 0" %

2 1
em que 6 = pu, b(0) = 5 =02 cly,¢) = 5 In(¢/2m) — —-.
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Exemplo: gama

m Usualmente consideramos Y ~ gama(a, b), a, b > 0, em que
E(Y)=ab, V(Y) = ab? e A= (—00,0). Nesse caso
f(Y)= ﬁy"”’leﬂ’/b.

m Contudo, consideraremos uma outra parametrizacdo que consiste em
escrever a fdp de Y em termos de = E(Y') e do pardmetro de

precisdo ¢ (exercicio), de modo que
CV(Y) = DP(Y)/E(Y) = ¢~/2,
o que implica que

V(Y) = V()/o.
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Exemplo: Gamma

m Assim:

frly) =

52 o )l gl

InT(¢) + ¢In(py) — 'n(y)} = exp{d) [—Z - ln(u)}

(¢ —=1)In(y) + ¢In(¢) —In F((b)}
exp{o[y0 — b(0)] + c(y, #)}




Exemplo: Gamma

m (cont.) em que = —1/p, b(0) = —In(—0) e
c(y,¢) = (¢ = 1)In(y) + ¢In(¢) — InT(¢).
m Se ¢ =1, entdo Y ~ exp(p).

m Se ¢ = k/2 e u = k, entdo wafk).




Exemplo: normal inversa

m Seja Y ~ NI(u, ¢),pu, ¢ >0, entdo A= (0,00) e

1/2 2
fr(y) = ¢Try3 exp {_¢()2/M2;) } .

m Exercicio: colocar na forma da familia exponencial.
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Principais distribuicdes pertencentes a FE

Distribui¢do b(6) 0 ¢ V(w)
Normal 62/2 ] o2 1
Poisson e? In 1 U
Binomial In(1+¢e%) In(u/(1—p)) n w(l — )
Gama —In(—6) —1/u 1/(Cv?) u?
N.Inversa —/—20 —1/2u? é ul

OBS: 0 é chamado de pardmetro candnico.
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