MAOQ093 — Matematica basica 2

Area de uma regiao poligonal.

Francisco A. M. Gomes

UNICAMP - IMECC

Agosto de 2018



Calculo da drea de uma regido poligonal
©0000

Roteiro da aula

@ Calculo da drea de uma regido poligonal



Calculo da drea de uma regido poligonal
0e000

Definicao do problema

Area de uma regiao

Para calcular a area de

uma regido poligonal é

preciso:

© Numerar os vértices
sucessivos no sentido 1
horario ou
anti-hordrio 0

@ Montar uma tabela
com as coordenadas i 1 2 3 4 5
dos vértices Xj 4 7 3
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FOérmula da area

Area de poligono simples

Dadas as coordenadas (x;,y;), i = 1,...,n dos vértices sucessivos
de um poligono simples, a drea do poligono é dada por

n

A= 5 Zl(xfyi-i-l — Xi1Yi)| -
=
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FOérmula da area

Area de poligono simples

Dadas as coordenadas (x;,y;), i = 1,...,n dos vértices sucessivos
de um poligono simples, a area do poligono é dada por

n

1
A= 5 Zl(xf.yi-i-l — Xiy1Yi)
=

@ Devemos definir (Xp+1,Ynt+1) = (x1,y1), ou seja, devemos
criar o ponto n+ 1 com as mesmas coordenadas do primeiro.
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FOérmula da area

Area de poligono simples

Dadas as coordenadas (x;,y;), i = 1,...,n dos vértices sucessivos
de um poligono simples, a drea do poligono é dada por

n

A= 5 Zl(xfyi-i-l — Xiy1Yi)
=

@ Devemos definir (Xp+1,Ynt+1) = (x1,y1), ou seja, devemos
criar o ponto n+ 1 com as mesmas coordenadas do primeiro.

@ O somatdrio dentro do médulo serd positivo se os pontos
forem ordenados no sentido anti-hordrio e negativo em caso
contrario.
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Exemplo

Area do quadrilatero da figura anterior

Calcular a drea do quadrilatero cujos vértices tém as coordenadas
abaixo. As medidas sdo dadas em centimetros.

] 1 2 3 4 5
X 4 7 3
Vi 2 4 5 3 2

=
S

Aplicando a férmula a esse conjunto de coordenadas, obtemos
1
A = 5 Ix1y2 — Xoy1 + Xoy3 — X3Y2 + X3ya — Xay3 + XaYs — X5 Y|
1
= §|4-4—7-2—|—7-5—3-4+3-3—1-5+1-2—4-3|

1
= 5\16—14+35—12+9—5+2—12\:9,5cm2.
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Area real

Mudando de escala

@ Se o poligono do mapa é a representacdo de uma regido real,
podemos encontrar a drea verdadeira da regido, desde que
conhegcamos a escala do mapa.

@ Nesse caso, devemos multiplicar a area da regido tracada no
papel pelo quadrado do fator de escala usado.

@ No exemplo acima, a regido real foi representada usando-se a
escala 1:200.000, e obtivemos uma &rea de 9,5 cm?.

@ Assim, a drea real é

Areas = 9,5-200000° cm? = 3,810 cm?

-1 11
= % km? = 38 km?.
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FOérmula da area

Ideia da férmula

@ Calculemos a area do
quadrilatero do exemplo
acima usando trapézios.

o Para facilitar os calculos,
suponhamos que todos os
vértices tenham coordenadas
positivas.

x,,%,)

@ Usemos o vértice mais a
esquerda, (1,3), e o vértice
mais a direita, (7,4), para
dividir a fronteira em duas
partes, uma inferior e outra
superior.

) 4
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Regides inferior e superior

Os vértices que pertencem as partes da fronteira sio:
e Superior: (x2,y2) = (7,4), (x3,y3) = (3,5) e (xa,ya) = (1, 3).
o Inferior: (xa,ya) = (1,3), (x1,y1) = (4,2) e (x2,y2) = (7,4).
Definimos
@ As = drea da regido entre a parte superior € 0 €ixo-X;
o A, = area da regido entre a parte inferior e o eixo-x;
o A= As — A (drea do poligono).
ya

(.5,
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Area da parte superior

As é obtida somando-se as areas de dois trapézios.

@ O primeiro tem bases y> e y3, e altura (x2 — x3).
@ O segundo tem bases y3 e ya, e altura (x3 — xa).

Sendo assim,
1 1
As §(Y2+y3)(X2 —x3) + §(y3+y4)(X3 — Xs)
1
> (x2y2 + Xoy3 — X3y2 — X3y3 + X3y3 + X3Ya — Xay3 — XaYa) -

4 5.y
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Area da parte inferior

A; também é obtida somando-se as dreas de dois trapézios.
@ O primeiro tem bases y; e y», e altura (x2 — x1).
@ O segundo tem bases y4 e ys, e altura (x5 — xa).
Sendo assim, lembrando que (xs, y5) = (x1, 1), temos

1 1
A = 5()’1 + o) (% — x1) + 5()’4 + ¥5)(xs — xa)
1
= 5 (xoy1 + X020 — x1y1 — X1Y2 + X5Ya + X5 Y5 — Xaya — Xays) .
yA
5
4 %)
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Area do quadrilatero

o Calculando a diferenca das éreas, cancelando os termos que
somam zero (incluindo os que envolvem (x1,y1) e (x5, y5)) €
reordenando os fatores, obtemos

A= As — A
1
= 15 (eyz+xeys — Xsy2 — Xa¥5 + xa¥3 + Xsya — Xay3 — Xaa)
1
) (xoy1 + Xo¥7 — X3y — X1Y2 + X5Ya + Xs¥5 — Xa¥r — XaYs)

1
= 2 (X1y2 — Xoy1 + X0)3 — X3Y2 + X3Ya — Xay3 + Xays5 — X5Ya)

que é a expressdo dada acima para a area desse poligono.

@ A demonstracdo de que a férmula da area vale para todo
poligono simples com n vértices é obtida generalizando-se esse
procedimento.
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Area de Campinas

e ARAD
GERALDD

Problema

nosa
nmorso 3 lfEcios

Encontrar a drea
aproximada do
municipio de ‘
Campinas, a partir
do mapa ao lado.

LEGENDA

MACRORREGIAD NORTE

MACRORREGHD SUL
B ACRORREGIAD LESTE
B eCRORREGIAD SUDOESTE

M MACRORREGIAD NOROESTE



Um exemplo real

[ele] le]e]

Aproximacao da fronteira

Selecdo de pontos

Escolhendo 20
pontos da fronteira
do municipio,
definimos o
poligono ao lado.

LEGENDA

Mk RORR £ D NORTE
MACRORREO1RD SUL

B MACRORREGHO LESTE

B 4acRORREGIAD SUDOESTE

B 14ACRORREGIAD NORDESTE
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Tabulacdo dos pontos

Agrupando as coordenadas dos pontos escolhidos, obtemos a
tabela abaixo.

i 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
xp 1109 57 07 22 10 24 00 43 46 79
yil! 09 01 33 43 65 74 92 97 155 16.2

i 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
xi| 7.5 94 160 188 240 19.8 205 17.1 149 95
yi [18.8 20.2 203 182 102 94 82 83 98 29
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Célculo da area do municipio

@ Aplicando a férmula, descobrimos que o poligono tem &rea
correspondente a 251,5 cm?.

@ Como nosso mapa tinha escala 1:178.571, a 4rea que
obtivemos para Campinas foi

A =251,5-178.571%/10° ~ 801,977 km?.
@ A 3rea correta do municipio é igual a 795,697 km?.

e Cometemos um erro de apenas 6,280 km?, ou 0,79% do total.

@ O erro poderia ter sido menor se tivéssemos considerado mais
pontos e se féssemos mais precisos na determinacdo das
coordenadas.
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Enunciado do projeto

Problema

Calcule aproximadamente a drea da regido definida no mapa dado.

Passos:

@ Obtenha as coordenadas de, ao menos, 20 pontos da fronteira
da regido.

@ Ordene os pontos e transfira suas coordenadas para uma
planilha.

© Usando sua planilha, calcule os produtos definidos pela
férmula, tomando cuidado com os sinais.

@ Some os termos e determine a drea da regido do mapa.

© Com base na escala fornecida pelo mapa e nas unidades que
vocé adotou para suas coordenadas, calcule a drea real.



Planilha
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Xi | Vi | Xi¥Yi+1 | Xi+1Yi
X1 | Y1 | X1)2 X2y
X2 | Y2 | X2Yy3 x3¥2
X3 | Y3 | X3Ya X4y3
Xn | Yn XnY1 X1Yn
X1 |y
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