Introducao ao estudo das variacoes

” E na variacao
que se encontra o prazer.”

Deduzir a equagao de movimento para um ponto sobre o qual
atua apenas a forca da gravidade. Discutir o principio de Fermat.

1. Introducao

O objetivo principal destas notas é, sem sombra de dividas, apresentar
de maneira quase auto consistente algumas nogoes do calculo de variagoes.

O estudo dos problemas através de cédlculo variacional data do século
XVII quando Bernoulli propos o célebre problema da braquistécrona.

Caminharemos a passos largos a fim de atingirmos o ponto final, omi-
tiremos varias demonstracoes, ou seja, como pretexto, resolver o problema
proposto e, enviando o leitor interessado nas demonstracoes para a biblio-
grafia.

Estas notas estao direcionadas para a mecanica, isto é, métodos indire-
tos do calculo variacional. Existem, também, os métodos chamados diretos
dentre eles; o método das diferencas finitas' e o método de Ritz?, também
chamado de método de Rayleigh-Ritz. Como exemplo, discutiremos breve-
mente o método de Ritz aplicado a um problema mecanico-quantico, mais
especificamente o problema dos niveis de energia do atomo de hidrogénio.

Enfatizamos que este estudo estd direcionado para problemas que emer-
gem da fisica-matematica, especificamente no contexto da mecanica dai, dis-
cutirmos as formulacoes lagrangiana, hamiltoniana e o principio de minima
acao. Enfim, resolvemos o problema proposto utilizando-se o principio de
minima acao e a formulacao lagrangiana na aplicacao de um problema en-
volvendo um sélido de revolucao.

'E. Isaacson and H. B. Keller, Analysis of Numerical Methods, John Wiley, New York,
(1966).

2R. L. Burden and J. D. Faires, Numerical Analysis, PWS-KENT Publishing Company,
Boston, (1989).



2. Maximos e Minimos - Extremos

Discutiremos neste pardgrafo os extremos sem e com restrigoes. Para
extremos sem restricoes apresentaremos o método do gradiente e no caso das
restricoes o método dos multiplicadores de Lagrange.3

i) Método do Gradiente - Sem restrigoes (escolhido o passo)

O problema se resume em encontrar o minimo de uma dada funcao
flx) = f(xy,29,...,x,), sem restriges. Consideremos, para tanto, um
ponto arbitrario 2% = (29, 29,...,2%) e calculemos, neste ponto, o gradiente

da fungao f(x), ou seja

"0
grad £(z) om0 = 3"~ f(2%) e
i—1 (9.701
onde e, e,,...,¢e, ¢ uma base ortonormal no espaco R".

Se grad f(2°) é diferente de zero tomamos
Ty =% — hy (gradf(xo),ek) E=1,2,....n

sendo h; > 0, suficientemente pequeno. Admitamos ainda que grad f(z!)
também seja diferente de zero, escolhemos

r} = x;, — hy (gradf(:vl),ek) k=1,2,...,n

com hy > 0 e suficientemente pequeno.
Enfim, por um processo iterativo obtemos

=zt — h, (gradf(x”_l),ek) E=1,2,...,n

com h,, > 0 ao qual impomos a condigao que grad f(z"!) é distinto de zero.
Ao se cumprirem as restri¢oes obteremos uma seqiiéncia decrescente { f(z™)}.
Se ™ — T e se T for um ponto de minimo de f(z), entao

grad f(z") -0 com n — oo

Exemplo 1 Encontrar o ponto de minimo da funcao f(z,y) = 2 + >

3E. W. Swokowski, Cdlculo com Geometria Analitica, Volume 2, Makron Books, Séo
Paulo, (1995).



Escolhamos, a titulo de primeira aproximacao, por exemplo, o ponto
A(1,1), isto é, tomemos 2° =1 e y° = 1.
Sendo 7 e j os versores ortogonais temos que:

grad f(z)| o _ ¢ =2i+2]
=1

Como este gradiente é diferente de zero, escolhemos

2t =20 —22°h=1—-2h
L=y0 — 2% =1 —2h

onde h > 0, logo, para h # 1/2 podemos escrever

grad f(z)| ol = 2(1 —=2h)i+2(1—2h))
y=y'
e, como também ¢é diferente de zero escolhamos, agora, 22 e y? tais que

r? =2t — 22'h = (1 — 2h)?
v =y' —2y'h = (1 — 2h)%

Entao iterando-se podemos escrever

" = (1—-2h)"
Y = (1 — 2h)".

Ao escolhermos 0 < h # 1/2 < 1, a seqiiéncia dos pontos M, (z",y")
convergird para o ponto de minimo M (0, 0) da fungao dada.
Enfim, note-se que

grad f(z",y") =2(1 —2h)"1+2(1 —2h)"j — 0

quando n — oo.

Enfatizamos que este método é para discutir um ponto de minimo. Se
tivéssemos escolhido por exemplo h = 1/2 em uma das etapas, obteriamos
grad f(z',y') = 0 e a seqiiéncia estaciondria, ou seja, uma seqiiéncia esta-
cionaria {0} cujo limite é o zero.

ii) Multiplicadores de Lagrange (Com restrigoes)



Suponhamos que z = f(z1,%2,...,%,) seja uma funcdo de n varidveis
definida num certo dominio D do espago E". Admitamos, ademais, que

1, %o, ..., T, estao relacionadas por m equagoes, com m < n, isto é
¢1(z1, 72, ,Tn) =
(bm(a:la:c% >$n) =0

chamadas condigoes suplementares.
Seja (0 = (29,29, ...,2%) um ponto interior ao dominio D. Dizemos que
flxy,z9,...,z,) tem um maximo condicionado, sujeito as condi¢oes suple-

mentares, se a desigualdade

0,0 0
flzy, 20, .. ) < f(y,25,...,2;)
. t .. h d 0 0 0 t . . t ,
se cumprir numa certa vizinhanga de (29, x93, ..., x;), caso contrario, isto é
0,0 0
flzy, @, ... ) > flay, 25,...,2;)
o ponto serd de minimo. Note-se que os pontos (z1, o, ..., T,) e (29,29, ... 20)

estao sujeitos as condigoes suplementares.
Agora passemos a discutir os multiplicadores de Lagrange propriamente
ditos. Entao, admitamos que:
a) As fungoes f(x1,29,...,x,) € ¢i(T1,29,...,2,) parai=1,2,...,m
possuam derivadas parciais primeiras no dominio D.
b) m <n e o posto da matriz ||0¢;/0z;|| parai=1,2,...,m
ej=12,...,n, éigual a m em qualquer ponto do dominio D.
Chama-se fungao de Lagrange a seguinte funcao

D=f+> Nio
i=1
onde os A; sao fatores constantes indefinidos, chamados multiplicadores de

Lagrange.
Consideremos o sistema de equacoes

0P P )
L S S
3x1 8x2 axn
e as m condicoes suplementares
¢1:07 ¢2:07 7¢m:0



Determinam-se os valores dos multiplicadores de Lagrange Ai, Ao, ..., Ay
e das coordenadas (z1,xs,...,x,) dos pontos criticos, a partir dos pontos
candidatos a extremante.

As relagoes 0®/0x; = 0 para j = 1,2,...,n deverao necessariamente ser
cumpridas a fim de que ocorra um extremo tanto da funcao de Lagrange
quanto da funcao em estudo f(x1,xs,...,x,).

Se no ponto (29, 29,...,2%) ocorrer um extremo condicionado da funcao
f(xq,xq,. .., 2,) este ponto serd estaciondrio para a fungao de Lagrange, isto
é, neste ponto se cumprird 0®/0x; =0 com j =1,2,...n.

A fim de investigar o carater de um ponto estaciondrio (z9,29,...,2%)
da funcao de Lagrange ®(zq,zs, ..., x,) devemos examinar a seguinte forma

quadratica

B(dxy,dxy, ... dx, ) = Z bijdx; dx;
ij=1
obtida da segunda diferencial da funcao de Lagrange no ponto em questao e
das relagoes suplementares

I¢i 0o 0o
dzy + dry + -+ dzr, =0
81’1 ! (%2 2 8:vn "
comi=1,2....,m.
Se a forma quadrética for definida, entdo no ponto (9,29, ..., 2%) ocor-
rerd um extremo estrito de f(xq, s, ..., x,), sujeito as respectivas condigoes

suplementares, a saber:

Forma quadratica negativa definida — maximo estrito
Forma quadratica positiva definida — minimo estrito
Forma quadratica indefinida —  nao ocorre extremo .

E 6bvio que a ocorréncia num ponto (29,29, . . ., %) de um maximo (minimo)
incondicional da funcao de Lagrange para os valores encontrados de Ay, Ao, ..., A\,
implica na ocorréncia de um maximo (minimo) da funcdo z = f(xy, 29, ..., z,)
com as condicoes suplementares 4

(bi(xl,xg, e ,In) =0

com?=1,2,...,m.

4Num ponto estaciondrio pode ocorrer um extremo condicionado de f(z1,22,...,o,)
sem que ocorra um extremo da correspondente fungao de Lagrange ®(x1, 22, ..., 2y).



Exemplo 2 Encontrar o extremo da funcao f(z,y, z) = xyz com as seguintes
condigoes suplementares

¢1($7y7z):$+y_2_3:0
Go(z,y,2) =0 —y—2—8=0.

Primeiramente escrevamos a funcao de Lagrange como abaixo

Passemos agora a escrever o sistema de equagoes para determinar os mul-
tiplicadores de Lagrange e as coordenadas dos pontos estacionarios

0@/8$ = yz+>\1+)\2:0

0P/0y = zz+ A —X=0

00/0z = xzy—A —X=0
r+y—2—-3=0
r—y—2—8=0.

Entao, resolvendo o sistema obtemos para os multiplicadores de Lagrange
A =11/32 e Ay = —231/32
e para as coordenadas do ponto estacionario

r=11/4, y=—5/2, z=—11/4.

Vamos agora escrever a forma quadratica a partir da segunda diferencial
da funcao de Lagrange, isto é
0?® 0?P 0?P

2p = 92 2,92 02 O 0
d 8x2dx +8y2dy —|—az2dz—|—<

0*® 0?P 0?P
0xdy dady + 0x0z dwdz+ 0y0z

dydz>

que em nosso caso se resume a seguinte expressao
d*® = 2zdxdy + 2y dr dz + 2z dy dz.

Agora, das relagoes t +y —2—3 =0e x —y — 2z — 8 = 0 obtemos
dr+dy—dz=0edr—dy—dz = 0deonde dy =0 e dr = dz isto é podemos
escrever para a forma quadratica

B(dz) = d*® = 2y da®
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que calculada no ponto estacionario (11/4, —5/2, —11/4) fornece
B =2(-5/2)ds* = —5dz* < 0
logo um ponto de maximo dado por
fmax = (11/4)(=5/2)(—11/4) = 605/32.
Do lar 1 Determine os extremos da funcao
f(z,y) = cos’z + cos’y

sujeito a condi¢ao y — x = /4.

3. Funcionais

Neste paragrafo discutiremos alguns problemas do calculo de variagoes
chamados cldssicos, em particular: o problema da braquistocrona e o caso da
geodésicas.

Definicao Denomina-se funcional uma correspondéncia J que associa a cada
fungao y(x) de uma classe M um numero, denotado por, Jly(z)]. A classe
M chama-se dominio do funcional.

Exemplo 3 Um funcional no espago® C|0, 1] das fungoes continuas em [0, 1]
se d& pela operacao

Ty = [ (o) da

que associa um numero a cada y(x) € C|0, 1], isto é, que faz corresponder o
nimero J[y(x)] a cada particular y(z). Por exemplo:

y(z) =1 J[1] = Jydr=1
y(x) =¢" J[e*] = [} e*dr =e — 1
y(x) = cosmx J[cosmz] = [y cosma dx = 0.

5Cla, b] denota o espago constituido pela totalidade das fungoes y(z) continuas sobre

sup y(z)

[a,b] e munido da norma ||y||c = a<z<b’

7



3.1 Problemas basicos do calculo variacional

Vamos, aqui, apresentar a equacao de Euler, resolver o problema da
braquistécrona e o problema envolvendo as chamadas linhas geodésicas.
i) Equagao de Euler

Seja F'(z,y,y’) uma fungao que admite derivadas parciais continuas até
segunda ordem inclusive, em relacao a todos argumentos.

O problema consiste em encontrar uma funcao y(z) continuamente dife-
renciavel e sujeita as condicoes de fronteira,

y(a) = A e y(b) = B

que é um extremante fraco do funcional

Ty(e) = [ Pl d

Antes de prosseguirmos com a discussao do problema, passemos a discutir
os conceitos de maximo e minimo fortes, que utilizaremos mais adiante.

Dizemos que J[y(z)] tem um méximo forte® em y = yo(x) se para qualquer
fungao admissivel y = y(z) compreendida numa certa e-vizinhanga’ de ordem
zero de y = yo(z) se se cumprir

Jly(@)] < Jlyo(2)]

Dizemos que J[y(z)] tem um mdximo fraco em y = yo(z) se para toda
fungao admissivel y(x) compreendida numa certa e-vizinhanca de ordem um
de y = yo(x) se se cumprir

Jly(2)] < Jlyo(2)].

Voltemos a equacgao de Euler. Trata-se, em outras palavras, da deter-
minacao do ponto do dominio constituido pelas curvas lisas® ligando os pon-
tos Pi(a, A) e Py(b, B) em que o funcional acima assume um extremo fraco.

60s conceitos de minimo forte ou fraco sdo simétricos, respectivamente, aos acima
definidos. Os méximos e os minimos (fortes e fracos) assim definidos constituem os chama-
dos extremos relativos.

"Chama-se e-vizinhanca de ordem n de uma funcio y = f1(x) a totalidade das funcoes
y = f(z) satisfazendo a condigdo u, = un[f(x), f1(z)] < € . Assim, a e-vizinhanga forte
de uma fungao continua y = f(z) compreenderd as fungoes continuas cujos graficos nao se
desviarem do grifico de y = f(x) por mais de e.

8K de se mencionar que duas funcoes y = y(z) e y = yi(x) dadas em [a,b] serdo

(

préximas na métrica de ordem k se |y(z) — y1(2)]; |/ (z) — v} (@)];-- - [y®) (z) — ygk) ()|

8



Teorema: Para que uma fungao y = y(x) seja um extremante do funcional
acima, no dominio das fungoes continuamente diferenciaveis, satisfazendo as
condigbes de fronteira é necessario que y = y(z) satisfaca a chamada equagao

de Euler
d

dx
As solucgoes dessa equacao sao chamadas lagrangianas associadas ao fun-
cional.? As solucoes satisfazendo as condicoes de fronteira constituem os
pontos estacionarios ou criticos do funcional com as condic¢oes de fronteira.
Passemos, agora, a desenvolver a equacao de Euler. Entao, consideremos
as fungoes ¢(z,y,y') e ¥(z,y,y) tais que

OF , oF ,
871/_ (JC,y,y) € @_w(xvyay)

F,— —F, =0.

Substituindo-se as expressoes acima na equacao de Euler temos

A (OF\ _dv _0v dvdy o0 dy _
de \oy') dx Ox  Oydx Oy dax®
— 2 8£ + 2 aj ’+ i 67F L
- 0z \ Oy oy \ 0y’ 4 oy’ \ 9y’ v
B 0?F n O*F - 0’F
- 0z0y 0y0y’y 0y’2y
de onde podemos escrever a chamada equacao de Euler-Lagrange
O?F = O*F - O*F _6j_
8y’2y oyoy’ v oxdy Oy

Exemplo 4 Determinar as lagrangianas extremantes do funcional

Ty = [~ 209)da

com as condigoes de fronteira y(1) =0 e y(2) = —1.
A funcio F(z,y,y') = (y)>—2xy corresponde a seguinte equacio de Euler

Fy/ = 2’y, Fy’y’ =2 f7m = —2y
F,=-2r F,u=0 Fu=0

9H. Goldstein, Classical Mechanics, Addison-Wesley, Massachusetts, (1965).
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logo
d2

cuja solucao ¢ dada por
L 3
y(x) = —=2° + x + ¢

e utilizando as condicoes de contorno temos
1
cL = — e e =0

6

de onde, um extremo podera ocorrer apenas em

y(a) = 2(1-2?).

Exemplo 5: Estudar o comportamento do funcional

¢ /de
Tl = 1+ 0P

no dominio das fungoes sujeitas as condigoes y(0) =0 e y(a) = y;.

Como o integrando é explicitamente independente de x vale
F—yF,=c

onde ¢ é uma constante.
Vamos aproveitar este exemplo para discutir a integrabilidade da equacao

de Euler, isto é:

i)  F nao depende de ¢ = F = F(z,y) logo F,(z,y) =0

ii) F depende apenas de v/ = F = F(y') logo F,y" =0

iii) F nao depende explicitamente de y = F' = F(x,1/)

d
logo —F,(z,y') =0

dx
iv) F nao depende explicitamente de x = F' = F(y, /)

d
1 —(F —y'F,y) =0.
og0 = (F — 4/ Fy) =0

Em nosso exemplo estamos no caso (iv), logo podemos escrever

1 + (y/)2 y/2




ou ainda
y(1+(y)?) = a1

onde ¢; é uma outra constante tal que ¢; = 1/c%.
Vamos passar para uma representacao paramétrica, isto €, consideremos

y' = cotan(t/2)
de onde podemos escrever

dy

= — = 2(t/2) dt.
v cotan(t/2) crsen”(t/2)

Integrando-se temos

1 — cost
x:cl/(;os> dt:%(t—sent)+02

onde ¢y é uma constante de integracao, chegando-se assim ao sistema bi-
paramétrico de cicléides!”

x = C(t —sent) + D
y = C(1 — cost)

com C' e D constantes.
Enfim, as curvas satisfazendo a condigao inicial y(0) = 0 constituirao a
familia
x = C(t — sent)
y = C(1 — cost).

Passando pelo ponto P(a,y;) teremos uma certa cicléide!! tal que

x = R(t — sent)
y = R(1 — cost)

sendo R determinado de modo tnico ao impormos a restricao a < 27 R.

10Curva tracada por um ponto sobre o aro de uma roda, rolando no eixo x.
HUE. W. Swokowski, Cdlculo com Geometria Analitica, Makron Books, Sdo Paulo,
(1991).
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Fig.1 Cicléide
E de se notar que qualquer que seja o valor atribuido a ¥’ temos
E, = L >0
Yy = \/ﬂ(l n (y/>2)3/2

isto é, a cicléide é um minimante associado ao funcional.

ii) Problema da braquistécrona

Este problema foi proposto e resolvido por Bernoulli em 1696. E um
problema que a menos de constantes recai no problema anterior.
Considere a figura abaixo.

Fig.2 Braquistocrona
O problema consiste em determinar a trajetoria de uma particula de
massa m que, partindo do repouso e sob agao unica da forca da gravidade,
passa de um ponto fixo A a um ponto também fixo, B num tempo minimo.
A velocidade V' da particula se expressara, nestas condicoes, através de
sua ordenada y por'?

Vi=1/2gy

onde g é o modulo da aceleracao gravitacional e y é a ordenada num dado
instante de tempo. Note que independe da massa.
Se y = y(x) for a trajetéria da particula e ds denotar o elemento de arco

entao V = ds/dt logo
_ds _VIty® dx

Vv V2qy

12Devido & conservacdo da energia mecanica.

dt

12



Integrando-se temos que o tempo 1" é dado por

T/\/W

De onde, o problema se reduz a determinacao do minimante do funcional,
que difere do exemplo anterior apenas por um fator constante.

iii) Linhas geodésicas

Chama-se geodésica sobre uma superficie toda curva de menor compri-
mento unindo dois pontos arbitrarios. As geodésicas sao as solugoes de Euler
para o problema da minimizacao do caminho entre pontos arbitrarios.

Dada a parametrizagao

u = u(t) e v =u(t)

de uma curva sobre a superficie 7" = 7(u, v), o comprimento do arco corres-
pondente aos valores do parametro compreendido entre tg e t é

t1
Ju,v] = VEu? + 2Fuv' + Gudt

to

onde F, F' e (G sao os coeficientes da primeira forma quadratica fundamental

da superficie 7 = 7(u, v), ou seja
p= (00 o8 _(or o _(or. or
- \Ju Ou ~ \du Ov ~ \dv v

onde (@ - b) é oproduto escalar entre os vetores d e b.
O sistema das equacoes de Euler para o funcional é

Eu? + 2Fu'v + G? d [2(Bu + Fv')] _0
N 7 -
e _ -
Eu? + 2F,u'v + Gyv'? d [2(Fu' +GV)] 0
Vs 7 -

onde s = Eu? +2F v v + Gv".

Exemplo 6 Determinar as geodésicas sobre a esfera de raio R.

13



Expressemos, por comodidade, a fungao vetorial que define a superficie
através das coordenadas esféricas por

7= (¢, 0) = x(¢,0)i + y(¢,0)) + 2(¢, O)k

onde
x = Rcos¢senf

y = Rsen¢senf
2z = Rcosf.

Os coeficientes da respectiva forma quadratica sao dados por
E = (ry-rs) = R?sen?d

F=(rg-ry) =0
G:(TQ'TQ):R2.

Se procurarmos a equacao das geodésicas na forma ¢ = ¢(0), isto é 0
como parametro, o funcional

t
Ju,v] = ' VEW? 1 2Fd v 1 GoRdt

to

toma a seguinte forma

Jp(0)] = R /6 9 V1 + sen2d ¢2(6)do.

Como o integrando nao depende explicitamente de ¢(f) a equagao de
Euler é dada por

if _d sen?6 ¢'(0) _0
do’? ~ de 1+ sen0 2(0)
logo
sen’0 ¢'(0) .
Jlsen?662(6)

onde c¢; é uma constante de integracao.
Da expressao acima podemos explicitar ¢/(f), isto é

c1/sen?0 . d(cotand)
= — 1 .
\/1 — c}/sen20 \/(1 — 2) — c3cotan?

14
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Integrando-se a expressao acima obtemos

¢(6) = arccos(c cotanf) + ¢

onde ¢ = ¢;/4/1 — % e ¢y é uma constante de integragao.
Logo podemos escrever a expressao acima como

cotand = A cosp(6) + Bseng(6)

onde AC = coscy e BC = sencs.
Multiplicando-se a relacao anterior por Rsenf temos

Rcosf = A Rcos¢senfl + B R seng senf

ou, em coordenadas cartesianas
z=Ax+ By

que é a equacao de um plano que, passando pelo centro intercepta a esfera se-
gundo uma circunferéncia de grande circulo. Os arcos de tais circunferéncias
serao as geodésicas.

4. Forma canonica da equacao de Euler
Consideremos o seguinte funcional

T2

J[y17y27 e ayn] = / F<x7y17y2’ s 7yn7y£ﬂy;7 s ,y;)dﬂf

e as equacoes de Euler
d
Fu = gy (Fn) =0

para k=1,2,...,n.
No caso em que o seguinte determinante

A vy YiYn
F, vhyy F, yhyh T F, Yhun
F YnY F, ynyy T F, YnYn

for diferente de zero, podemos escrever as equagoes como
F, v, — Pk

15



com k = 1,2,...,n, em relacdo a v, expressando estes tltimos através

de Ty Y1,Y2y - - -5 Yny P15, P25 - - -5 Py yllq = ¢k($7 Yi,Y2, -+ Yn, P1, D2, - - - 7pn) Em
termos da chamada funcao de Hamilton, também conhecida pelo nome de

hamiltoniana H(x, Y1, Yo, - - - s Yn, P1, P2, - - - » Pn) definida como®®

H= {_F(xayby%"‘7yn7y/17yéu'-’7y:1)+

+Zy;€ Fy;(x7y17y27"'7yn7yi7yé7"'7y;)},7 )
k=1 yk*¢k
as equacgoes de Euler adquirem a seguinte forma

oM _dy M _ dp.

Jp,  dx Y dx
com k=1,2,...,n que é a chamada forma canonica das equagoes de Euler.
As variaveis y1, Y2, - .., Yn, P1, P2, - - -, Pn SA0 chamadas variaveis canonicas.

Exemplo 7 Escrever o sistema de equacoes de Euler na forma canonica para
o funcional

Jly1, ya) = /0 2y1y2 — 247 + (¥1)? — (y5)*]da.

Temos, F = F(x,y1,92, 95, %5) = 20192 — 2y7 + ()7 — (/)3 logo, as
equacoes
1713/’1 =D Fyé = P2

tomam a seguinte forma

p1 =2y P2 = —2y,

Note que o determinante

F/ ’ F/ / 2 O
D — Y191 Y19y | — ‘ ‘ % 0
| Fypyi Fuu 0 -2
logo
/ 1 / 1
Y1 = 5]91 € Y= —5292

13H. Goldstein, Classical Mechanics, Addison-Wesley, Massachusetts, (1965).
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Entao, para a hamiltoniana, calculada nestes pontos, temos

1 1
H = 2yi — 2p1y2 + P} — 15
4 4
e, o sistema canonico das equacoes de Euler
dyy _ p dy2 _ _m2
dx 2 dz 2
d; d
L —4dy1 + 2yo & 211
dx dz

onde Y1, Y2, p1 € P2 sao fungoes desconhecidas.

5. Principios variacionais na mecanica

Vamos, nesta secao, apresentar os principios de Hamilton, Lagrange e
Jacobi bem como o principio da minima acao.
i) Principio de Hamilton

Suponhamos que sobre um sistema de n pontos My (xk, yx, 2r) de massa
my com k =1,2,....n sujeito a m (m < n), vinculos holénomos'4

ng(ZE, Y, <, t) =0
para j = 1,2,...,m atuam certas forcas
i, Yk, 2x)

com k=1,2,...,n que admitem um potencial — interpretado como sendo a
energia potencial do sistema com o sinal trocado,

U = Uz, Yk, 2, )
ou seja
ou v ou 7 ou

X = — = — = —.

14Se os vinculos podem ser expressos como equacdes que relacionam as coordenadas das
particulas e o tempo, da forma f(£7,23,...,t) = 0 sdo chamados holénomos (particula
obrigada a mover-se ao longo de uma curva). Vinculos que nao podem ser expressos desta
forma chamam-se nao-holénomos (paredes de um recipiente contendo um gds). Ainda
mais, vinculos independentes do tempo sao chamados esclerénomos enquanto que aqueles
que o contém explicitamente sdo chamados rebnomos.
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A energia cinética associada ao sistema é dada por
1 & . . :
T = §ka (m,%+y,%+z,§)
k=1

onde o ponto denota a derivada temporal.

Nestas condigoes, considera-se a classe dos movimentos cinematicamente
possiveis, isto é, compativeis com os vinculos ¢;(x,y, 2,t) = 0 que levam o
sistema de uma configuragao A no instante ¢ = ¢, a uma configuracao B no
instante t = ;.

Segundo o principio de Hamilton, o movimento real do sistema passando
da posicao A para a posicao B durante o intervalo de tempo de ty a ¢, torna
estaciondria a seguinte integral

t1
J = (T + U)dt
to
ou seja, para tal movimento 6.J = 0.

Antes de prosseguirmos com a discussao, vamos apresentar a diferenciagao
de funcionais. Entao, suponhamos que o funcional J[y(z)| esteja definido
sobre um conjunto M de fungoes y(x). A qualquer acréscimo ou variagao
dy(x) do argumento corresponderd o acréscimo do funcional

AJ = AJ[y(x)] = Jly(z) + dy(x)] — Jy(z)]

onde 0y(x) = gy(z) — y(x) com y(z) e y(z) pertencentes a M.

Definicao: Se existir um funcional L[y(x),0(y)] linear em relagao a §(y) tal
que qualquer acréscimo

AJ = Jly(z) + oy] = J[y(x)]
de um funcional J admitir a representagao

AJ = Lly(z),8y] + Bly(x), 5y ||y]|

onde fly(x),dy] — 0 com [|dy|| — 0 entdo o nimero L[y(z),dy| se chama
diferencial do funcional J[y(x)] em y(z) correspondente a dy e serd denotado
por d.J.

Voltando, trata-se de um problema variacional no dominio dos sistemas
de 3n fungdes wx(t),yx(t), zx(t) definidas em [ty,t1] com valores dados nas
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extremidades deste intervalo e sujeitas aos vinculos ¢;(z,y, z,t) = 0 ou seja,
¢ um problema com extremidades fixas e restricoes o que nos leva aos multi-
plicadores de Lagrange.
O método dos multiplicadores de Lagrange introduz uma fungao auxiliar

F, tal que:

m

F=T+U+> \(t)g;
j=1

e o respectivo sistema de equacgoes de Euler

d? (9@

Mk gk~ X Z A 81’2 -

d> (’390

2 — A bl
My a2 Yk Z 3yk

il 7 S 027 — g

dt2 F B j=1 82k N

o qual descreve o movimento do sistema.

Do lar 2 Obtenha explicitamente o sistema formado pelas equacoes de Euler.

ii) Principio de Lagrange
No caso particular em que os vinculos ¢; e o potencial U nao dependam
do tempo, o sistema conservara sua energia total, isto é, T" — U=constante.
O principio de Lagrange estipula que, no dominio dos movimentos cine-
maticamente possiveis e satisfazendo a condicao T'— U = h = constante que
conduzem o sistema da posicao A, no instante ty a posicao B, num instante
t, o movimento real torna estacionéria a integral

t
2T dt’

to

onde ¢y € o instante inicial fixo e t o instante final variavel.

Em termos de um problema variacional o principio de Lagrange se formula
como: é um problema com vinculos ¢;(x,y,2) = 0 com a restricdo néo
holonoma suplementar 7" — U = h e uma extremidade variavel.
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Ao se aplicar o método dos multiplicadores de Lagrange, consideramos a

seguinte funcao auxiliar

1.1
F=5T+5U+h) +ZAJ%
j=1

conduzindo ao seguinte sistema de equacgoes de Euler

d? 0p;
- 2 J
M dt2 Tk = + ; >\j (9.1'k

d? (3U e,
My——=1Y —i— 2y N2
Rtk T ;:1 7 Oyy,

d? D,
mkﬁzk 22)\] sz .

Do lar 3 Obtenha explicitamente o sistema formado pelas equacoes de Euler
iii) Principio de Jacobi
Eliminando-se o tempo da integral

t
2T dt/

to

para T'= U + h chega-se ao principio de Jacobi postulando que a trajetoria
I' que conduz um sistema holéonomo conservativo de uma posicao A a uma

posicao B torna estacionaria a integral

/F J2(U + h)ds

t
J= [ (T+U)dt

to

ou ainda, o funcional

representa a acao no sentido de Hamilton; o funcional

t
27T dt’

to
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no sentido de Lagrange e o funcional

J:AMﬂU+mm

a acao no sentido de Jacobi e, os respectivos principio mecanicos chamando-
se de Principio da Acdo FEstaciondria ou Principio da Minima Acao, sendo
sempre um minimo o possivel extremo dos funcionais mencionados.

Exemplo 8 (Um dos problemas de partida) Deduzir do principio da minima
acao o movimento de um ponto sobre o qual atua apenas a forca da gravidade.

Admitamos que a massa do ponto é igual a m e que o eixo Oy aponta
para cima, logo a energia potencial é dada por

U=—-mgy.

De acordo com o principio de Jacobi, qualquer trajetoria real I" deve
tornar estaciondria a integral

J= [\2U+nyd
[ \a(U+ s
onde ds é o elemento de arco ds/dx = /1 + (y')? logo

J = /: \/Z(h—mgy)\/l + (y')%dzx.

Antes de prosseguirmos, vamos discutir as chamada equacoes de Hamilton-
Jacobi bem como o teorema de Jacobi.

iv) Equagao de Hamilton-Jacobi Se o problema variacional com fronteira
fixa para o funcional

T2

JW1, Y2, - - -, Yn) =/ F(z,y1,92, - s Yns Y1 Yoo - - s Y )d

1

equivale ao problema variacional para o funcional

) n
J[y17y27' = 7yn] = / {Zpkyllg _H(xaylay%' <5 Yn,P1,P2, - - - 7pn)}dx
* k=1

1

com Y1, Y, - - - , Yn fixos na fronteira e py, po, . . . , p, arbitrarios, entao as equacoes
de Euler para o ultimo funcional sao as equagoes canonicas

M _dy oM __dn.

Op,  dx o dx
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comk=1,2,...,n.
E facil determinar as solugoes do sistema canonico acima a partir de uma
integral geral da respectiva equacao de Hamilton-Jacobi

87W—|—'H x 87W87W aiw =0
8x y Y1, Y25 - - -5 Yn, 8y1’ ay2a"'7ayn -

ou seja, vale o seguinte teorema:

Teorema de Jacobi: Se W for uma integral geral da equagao de Hamilton-
Jacobi dependendo de n constantes arbitrarias essenciais de modo que o
determinante

0*W 0*W oPW
8y1801 8y1(902 8y180n
0?W 0PW 3 oPW
O0y20C,  Oy20Cs Oyn0C,y,
0*W 0*W OPW
seja diferente de zero, entao as relagoes
ow oW
aC, = Dg By = Pk
com k = 1,2,...,n onde B} sao constantes arbitrarias, fornecem a solucao
geral do sistema canonico
M _dy M _dn
opr  dx oye  dx

com k=1,2,...,n.

Voltando-se ao nosso problema, temos que a hamiltoniana é dada por

H=—-F+ Zyllny;
k
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onde neste caso F' = \/Z(h —mgy)[l+ (v)? de onde podemos escrever

2(h —mgy)
1+ (y)?

Porém, temos

Ay p
F ) = — p e y/ = ——
ERVARNCTE A=

logo 'H, expresso em termos de p, é dado por

H=—2(h—mgy) - p?

mas p = 0W/0y logo, a equacao de Hamilton-Jacobi é

oW —\JQ(h—mgy)— (aw>2:0

ox Jy
ou ainda, na seguinte forma

() (5

Esta equacao admite a integral geral

1
W:Am+/\/2h—2mgy—A2dy:Ax—<2h—2mgy—A2>3/2+B

3m g

onde A e B sao constantes arbitrarias. Disto temos que a equacao das la-
grangianas ¢ dada por

87W = (1 = constante
0A
logo
T+ 77;49 (Qh —2qy — A2)1/2 =C
ou ainda, finalmente,
y= oA T @0

mqg 2mg 2A2
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onde A e C sao constantes indeterminadas.
Em particular, passarao pela origem, ou seja y(0) = 0, as trajetérias
parabdlicas da familia monoparamétrica

mg o V2h— A2
BDY A

com A constante.

6. Método de Ritz - Mecanica Quantica

Como mencionado no inicio, vamos apresentar apenas o método de Ritz
como exemplo de métodos diretos no calculo variacional, ou seja, utilizaremos
o método de Ritz para discutir o problema do atomo de hidrogénio ou o
problema do oscilador harménico tridimensional.!®

Sendo H o operador hamiltoniano para o estado fundamental do atomo
de hidrogénio,'® devemos calcular os autovalores a ele associados e minimizar,
isto é, escrevemos a equacao de Schrodinger

HY = AT

onde V¥ sao as autofungoes de H. A condi¢ao de normalizagao para as auto-

fungoes é (probabilidade)
/Wﬁh:L

Sendo ¥* o complexo conjugado de ¥ devemos maximizar ou minimizar
o seguinte funcional

<H>m:/m%mw
Se calculamos a integral
<H>p]= /go*ﬂcpdT

para uma fungao teste ¢ = ¢(7, A, «,...) que satisfaca a condigao de nor-

malizagao
/ lo|?dr = 1

15Existe uma conexdo entre o problema relativo ao dtomo de hidrogénio e o oscilador
harmonico tridimensional. Ver S. V. Khristenko, Sturm Ezpansions of the Green’s Func-
tions for very Simples Systems, Theor. Math. Phys., 22, 21, (1975).

16 A forma explicita deste hamiltoniano é descrita no Exemplo 9.
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por ajustando-se os parametros A, «, ..., podemos calcular um limite supe-
rior de < 'H >.

Em resumo, o método de Ritz afirma que a partir de uma conveniente
escolha para a funcao teste podemos ajustar seus parametros a fim de obter
uma boa aproximacao.

Exemplo 9: Usando o método variacional de Ritz encontre o estado funda-
mental para um oscilador harmonico isotrépico tridimensional. Escolha uma
funcao teste do tipo funcao de onda radial'” isto ¢é

¢ =A(l+ ar)exp(—ar)

onde A e « sd@o parametros a serem ajustados.

Os parametros A e o da funcao teste sao obtidos de tal modo que o valor
esperado do hamiltoniano

<H>= /go*?:(godr

calculado via esta funcao teste, seja um minimo. As fungoes ¢ sendo norma-
lizadas a unidade temos

/ l|2dr = A? /(1 + ar)?exp(—2ar)drridr

de onde

043

i
ou seja, uma relagao entre os parametros A e a.
A hamiltoniana de um oscilador harménico isotrépico tridimensional'®

A2

+
2m 2
onde 7' é a energia cinética e U a energia potencial.
Como p é hermiteano podemos transformar < 7" > como

1 1 h?
<T >= —/gp*ﬁQQOdT = —/|]390\2d7 = —/|gradg0]2d7'
2m 2m 2m

ITsto devido a simetria do problema.
18], L. Powell and B. Crasemann, Quantum Mechanics, Addison-Wesley, Massachusetts,
(1961).
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e desde que ¢ nao depende dos angulos
d
lgrad ¢| = ‘f‘ = Aa’rexp(—ar)
r

de onde o valor esperado de T' é dado por

hZ 00 3h2 2
<T >= %AQO/%W/O riexp(—2ar)dr = 14; :
Passemos a calcular o valor esperado de < U >, isto é
muw?
<U>:/<,0* 5 répdr =
2 ) 81 2
= 47rA2m2w /0 (1+ ar)exp(—2ar)ridr = %mogj

de onde, o valor esperado para o hamiltoniano é dado por

3 h2a? 81 muw?

<H>=He) == 4o

Agora, devemos encontrar o minimo desta funcao

0 < 3 h2a? 81 mw2>
2 + -0
a=a

da \14 m 28 a2
logo
02— 2Tmuw
OV 2 &
e assim

9 /3
H(ap) =< H >pin= 7\/;71@0 ~ 1,575hw
que é somente 5% maior que o valor exato do nivel de mais baixa energia!®
para este sistema que é Ey = 1.5hw.

Exemplo 10 Consideremos o modelo do déuteron como um modelo de forga
central. A interacao préton e néutron é idealizada pelo potencial de forca

YEstado fundamental.
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central V(r) = —Aexp(—r/a) onde A e a sdo constantes. Escolhamos a
seguinte funcao teste ¢ = B exp(—2—) onde B é constante.
a
A condi¢ao de normalizagao para a funcao ¢ é
2 2 [ 2 ,2la’
/\g0| dr = 4B / exp(—ar/a)ridr = 4rB"— =1

0 o

de onde obtemos a seguinte relagao
3

B ="

Smad’

E, como no exemplo anterior, temos

dy «
P —BQ—anp(—a r/2a)

e os valores esperados sao dados por

B2 rldel?
<T>:——/——
2m | dr

para a energia cinética enquanto que para a energia potencial temos

K22

8ma?

= ey /°° (—ar/a)rd
= —DB"—4n xp(—ar/a)ridr =
g 2m  4a? 0 SXpLm

<U >= —A/gp*exp(—r/a)@ dr =

3

= —47A 32/0 exp[—(a + 1)r/a)r?dr = _A(lia)?"
Enfim, para o valor esperado do hamiltoniano temos
hia? Aad

<H>=<T>4+<U>= —
" * 8ma? (1+a)3

e, para a condi¢ao de minimo obtemos a seguinte equagao

Ry 3Aa}

dma? (14 ap)t

Esta equacao de quarto grau em «q € solivel por métodos numéricos
necessitando para tal dos valores dos parametros. Logo, o estado de mais
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baixa energia (fundamental) para o déuteron é igual a < H > (ag) onde oy
é raiz da equagao acima.
7. Principio de Fermat

Consideremos um meio nao-homogéneo plano, onde a velocidade de pro-
pagacao da luz é dada por v(z,y). Entao, de acordo com o principio de
Fermat?® temos que o raio luminoso neste meio ser4 um minimante do fun-

cional
1 4 /1-2 + y2 dt

o v(x,y)

Como exemplo, tomemos o caso em que v(x,y) = ay onde « é uma constante,
logo, a equagao de Euler para x ¢ dada por

Tyl

d
L, — ﬁ(ﬁx) =0

de onde podemos escrever

d T

] =0

dt (y\/x'Q + y2>
cuja integragao fornece

x
WP

Exemplo 11 Determinar as lagrangianas associada ao funciona
b1+ (y)?
) = [ e

que unem dois pontos dados (a, A) e (b, B) do semi-plano superior.

= constante.

121

Como o integrando nao depende explicitamente de = a equagao de Euler
se reduz a
Ly - Lyy’y, — Ly’y’y” =0

20Um raio de luz em um meio com um indice de refracdo varidvel seguird o caminho que
torna minimo o tempo de percurso.

21Do Principio de Fermat, um caso particular onde a velocidade v é proporcional a y
e & = 1 de onde obtemos &/yy/i2 + §? = constante. A notacdo de ponto, gy, também é
usada para explicitar que a derivada é efetuada em relagao a varidvel temporal.
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logo
1 + <yl>2 . y/

y
Y y1+(Y)?

onde C' é uma constante de integracao, ou ainda
yy1+(y)? =G
onde C1C = 1.

A integracao da ultima equacgao fornece

(. + Cy)? +9* =Ct

isto é, a familia das circunferéncias com centro sobre o eixo Ow.

Assim, o problema terd sempre uma solucao e esta serd unica: por qual-
quer par de pontos (com abscissas distintas) do semi plano passa uma e uma
s6 circunferéncia da familia mencionada.

No semi plano superior, as solugoes serao constituidas por x=constante
e pelas solugoes do Exemplo 11, isto é, pelos arcos das semi-circunferéncias
com centro no eixo Ox.

Serd chamado Caminho Otico de uma Trajetéria qualquer, ¢, o tempo T(q)
gasto no percurso desta trajetéria com a velocidade da luz v(z,y).

Exemplo 12 Determinar a forma do sélido de revolucao que sofre a menor
resisténcia ao se mover através de um meio gasoso.

Se admitirmos que o choque entre particulas do gas e o sélido é elastico,
obteremos para a componente normal da pressao devida ao movimento do
corpo o valor

pN = 2pvsen?d

onde p é a densidade do gés, v ¢ a velocidade do gés relativamente ao corpo
e 0 é o angulo constituido pelo vetor velocidade e a superficie do corpo®?

22Note que é o principio do avido.
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Fig.3
A resultante das forgas exercidas sobre um anel de raio y(z) e largura
(1 +y/*)/2dx serd paralela ao eixo Oz e dada por

dF = 2pv*sen®d [27ry(1 + y’Q)l/ﬂ senf dx

e a forca total aplicada ao corpo, paralela a Ox, é dada por
¢ 2
F = / Ampv? ysen®0(1 + /%)Y 2dx.
0

A fim de simplificarmos o problema tomemos

/

senf = — 2~ yf

logo a forga de resisténcia oferecida pelo meio é dada por

¢
F = 47rp1)2/ v ydz.
0

Entao, nosso problema se resume em encontrar y(z) a fim de minimizar F' e
satisfazer as consdigoes de contorno, isto é

y(0) =0 e y(f) = R.

Passemos agora a discutir a equagao associada ao funcional F', ou seja, a
equacao de Euler

d
B3 q % 12y _
y 3dx(yy )=0

onde y(z) = 0 é uma particular solu¢do porém nao satisfaz as condigoes de
contorno, logo
13
Yy 1y = constante

de onde
y = e y = (Crz + Cy)*/*.

Utilizando-se as condigdes de contorno y(0) = 0 e y(¢) = R obtemos

R4/3
C, = /

(§ 02:0
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de onde, finalmente, podemos escrever

2\ 3/4
y—R(e)

quer dizer, a geratriz do corpo que encontrard a menor resisténcia é uma
curva algébrica.

Do lar 3 Discutir o problema isoperimétrico.?

8. Lista de problemas para o lar
Problema #1 Encontre as curvas extremantes e os valores estacionérios
para as seguintes integrais

o [ [(jym) +2y(a)e - y2<x>] s

P

(id) /R ’ [2@;(1’) senz + (iy(@)g

onde P = P(0,0), Q@ = Q(n/2,7/2), R = R(0,7) e S = S(m,0).

dx

Problema #2 Encontre as curvas extremantes e os valores estacionarios
para os seguintes funcionais

72

0O @)= [ | )| 1)

@ Iy = [ :;;W [1 n Cg‘;y@)rdx

onde P = P(0,0) e @ = Q(1,2).

Problema #3 Encontre a fun¢ao y(x) que torna a integral

My = [ {(;‘fvm)? +20y(a) diym] da

23G. B. Arfken and H. J. Weber, Mathematical Methods for Physicists, Fourth Edition,
Academic Press, New York, (1995).
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com y(0) =0, y(7/2) =1 e y(x), sujeito a restrigao
/2
/ y(x)de == -1,
0

minima.

Problema #4 Minimize a integral

I[y(z)] = /tt (1) J 1+ (jtx(t)fdt

onde a funcdo z(t) estd sujeita a restrigao

t1 d 2
/ 1+ (x(t)) dt = constante.
to dt

Problema #5 Uma curva y = y(z) encontra o eixo x nos pontos x = +a e
tem comprimento entre estes dois pontos igual a ma. Mostre que para a area
entre a curva e o eixo x ser maxima devemos ter 22 + y? = a® com y > 0,
isto é, uma semi-circunferéncia, centrada na origem e raio a.

Problema #6 A rota de um avido encontra-se no plano (x,y), e o aviao
move-se com velocidade v(y), isto é, uma fungao sé de y. Se sua trajetéria
(assumida como sendo suave) entre dois pontos fixos é tal que minimiza o
tempo de voo, mostre que a equagao da trajetoria é dada por

onde A e B sao constantes.

Problema #7 Uma particula movendo-se no plano (z,y) tem velocidade
u(y) dependendo somente de sua distancia ao eixo z; sua dire¢do de movi-
mento forma um angulo # com o eixo x que pode ser controlado para dar o
tempo minimo de transito entre dois pontos. Se u(y) = ugexp (—y/h) onde
ug € h sao constantes, e se a particula, comecando em = = 0, y = 0 atinge



o ponto (rh/4,h) num tempo minimo, prove que suas dire¢oes inicial e final
devem ser, respectivamente

0y = arctan (1 - \/§/e) e 6, = arctan (e 2 — 1) :

Problema #38 Encontre um funcional cuja equacgao diferencial ordinaria
(uma particular equagao)
d2
ﬁy(@ +y(z)+z=0

seja sua equagao de Euler. A partir disto obtenha uma solugao aproximada
da equagao dado y(0) = 0 = y(1) usando as seguintes funcoes teste:

(i) y(x)=Ce(l—x)
(i)  y(z) = Ciz(1 —x) + Coz*(1 — x)

e encontre os valores das constantes C, C e Cs.

Problema #9 Utilize o principio de Fermat para mostrar as leis de: (i)
reflexao [#;=angulo de incidéncia e fy=angulo de reflexdo (ambos em relagao
a normal) sao iguais| e (ii) refracdo [nisenf; = nysenfy onde ny e ny sao
indices de refracao, #; é o angulo de incidéncia e #; o angulo de refracao,
ambos em relacao & normal (note que aqui muda o meio)].
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