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Resumo. Este artigo investiga o modelo matematico de Gompertz para des-
crever o crescimento de tumores, uma extensao da equacao logistica que cap-
tura o crescimento inicial rapido seguido por um crescimento mais lento a
medida que o tumor se aproxima da capacidade méxima. Iniciamos com a
resolucao da equagao de Gompertz como um problema de valor inicial, explo-
rando suas solugdes gerais e particulares. Em seguida, realizamos uma anélise
grafica utilizando pardmetros experimentais, ilustrando como o modelo pode
ser aplicado para entender o crescimento tumoral em estudos com ratos. Com-
paramos nossos resultados com dados biolégicos reais, destacando a utilidade
do modelo de Gompertz na predigao e andlise de crescimento tumoral. Este
estudo contribui significativamente para a Biomatematica ao integrar teoria
matemdtica com dados experimentais, oferecendo indicadores valiosos para a

pesquisa em Biomatemaética.

Palavras-chave: Crescimento tumoral; modelagem matemdtica; equacgoes

diferenciais.

1. Introducao

Ao estudar o conteudo de equacoes diferenciais, em especial no estudo
das equacoes logisticas nos deparamos com a equagao de Gompertz. O livro
de Zill (2011) relata que a equagao em questao é “uma modificacdo na equagao
logistica, conhecida como equagao diferencial de Gompertz” que é capaz de

representar crescimento ou decrescimento de populacoes, além de modelar o
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crescimento de tumores malignos em determinados tipos celulares (Zill, 2011,
p.101). O que nos agugou a curiosidade de conhecer mais sobre o modelo.

O modelo de Gompertz surgiu de estudos realizados pelo matematico
inglés Benjamin Gompertz, que realizou sua pesquisa a partir da taxa de mor-
talidade na companhia de seguros de sua familia. Os feitos de Gompertz re-
sultaram na famosa Lei da Mortalidade, como pode ser encontrado em Boyce
e Diprima (2010); MT MacTutor (2021).

O modelo de crescimento populacional proposto por Gompertz descreve
uma taxa de crescimento grande no inicio e converte, de forma rapida, em um
crescimento mais lento, por este fato, ele consegue modelar diversos crescimen-
tos celulares.

Este modelo é representado por diferentes equagoes, adotaremos a equagao
de acordo com as referéncias Boyce e Diprima (2010); Cavalcanti Filho e Silva

(2018), a saber:

dN k

— =rNln— 1.1

a N (L)
sendo N a funcao que expressa o nimero de células de acordo com o tempo ¢ e
com as constantes r para velocidade de multiplicacao das células (com r > 0)

e k para o tamanho maximo que um tumor pode atingir.

2. Analise da equacao de Gompertz

Repare que o modelo de Gompertz, representado pela equagao (1.1), é

nao linear e se trata de uma equacao autonoma. Resolvendo essa equacao e

considerando Ny como sendo a populagao inicial de células tumorais, podemos

escrever a equagao como um problema de valor inicial (PVI) com N(0) = N,
segue:

% =7rNln (%)

NO) - (2.2)

O PVI acima é soluvel por separagao de varidveis, basta fazer uma ma-

nipulagao algébrica simples e em seguida a integral:

/%:/rdt

Resolvendo a equacao obtemos a solucao geral:
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c —rt

N(t) = ke®™® (2.3)

Aplicando a condigao inicial, N(0) = Ny na equacao (2.3) chegamos no
valor da constante e®, dada por
Ny

e =Iln—

k

Com isso, a solugao particular é:
N —rt
N(E) = kel 5)e (2.4)

2.1. Analise grafica do modelo de crescimento tumoral de

Gompertz usando parametros experimentais

Para elucidar sobre o crescimento de um tumor no organismo capaz de
oferecer condicoes suficientes e necessarias para seu desenvolvimento, buscou-se
na literatura sobre o assunto os pardmetros que serdo aplicados & equagio (2.4).
Usaremos os valores apresentados por Domingues (2011) como pardmetros para
o esbogo das curvas de interesse, sao eles:

r=0,0060; k = 10"*; Ng = N (0) = 10°

O valor de k, como estabelecido, é a capacidade de suporte do tumor e
foi baseado no fato de que a partir de 10° células é necessario a ampliacio dos
vasos sanguineos (angiogénese) para que o tumor receba nutrientes em toda
sua extensao, podendo atingir a carga maxima de 10'3 células, como descrito
em Friberg e Mattson (1997).

Usaremos o software MATLAB On-line' para esbocar as curvas de nosso
interesse. Todos os gréaficos nesta sequéncia foram elaborados pelo autor.

Considerando os parametros apresentados e substituindo-os na equagao

(2.4) chegamos na seguinte equagao:

109 _—0,0060¢
013

N(t) =101 (2.5)

YMATLAB On-line é um software de computacio numérica de andlise e visualizagio de
dados e se trata de um ambiente de programagcao sofisticado e de facil entendimento, podendo
ser utilizado em https://www.mathworks.com/products/matlab-online.html. Acesso em 24
de outubro de 2021.
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Para a varidvel tempo (t), é necessério nao interpretd-las em unidades
de tempo, pois ndo tivemos acesso aos pontos para que estes nimeros fossem
estimados, para tanto, vamos usé-la em contagem de periodos iguais. O grafico

a seguir foi plotado com base na equagao (2.5).
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Figura 1: Gréfico do nimero de células tumorais x ciclos.

Por fim, deseja-se adicionar um fator de tratamento que agird na tenta-
tiva de reduzir o crescimento no gréfico (figura 1) e, consequentemente, reduzir
a velocidade de crescimento tumoral e sua aceleracao, como pode ser verificado

em Domingues (2011).

2.2. Determinagao dos parametros da equacao de Gom-

pertz de um experimento com ratos

O modelo de Gompertz pode ser exemplificado usando os dados encon-
trados no artigo “Monitoramento por imagem de ressonancia magnética do
crescimento tumoral no modelo C6 de glioblastoma com perspectivas de ava-
liacao da terapia de magnetohipertemia” (Silva et al., 2012), para modelar o
crescimento de tumores. O artigo trata de um experimento realizado em ra-

tos Wistar (Rattus norvegicus)? que foram submetidos & aplicagio de células

2 Acredita-se que o rato Wistar foi o primeiro organismo desenvolvido para uso em pesquisa,
biomédica. Mais da metade de todas as linhagens de ratos de laboratério sao descendentes
da colonia de ratos Wistar original. Um dos principais motivos da utilizacdo desta espécie,
se deve a semelhanga fisiolégica humana e dos periodos de gestacdo serem curtos UNIFESP
(2021).
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tumorais. O artigo tem como objetivo pesquisar um padrao de crescimento
dos tumores, em volume, nos ratos Wistar submetidos ao modelo C6 de Glio-
blastoma Multiforme (GBM)3. Este mesmo considera importante conhecer os
parametros da progressao do tumor para implementagao de terapias, em espe-
cial da hipertermia, que é o aquecimento tumoral, podendo ser realizada pela
inser¢ao de nanoparticulas magnéticas que aquecem a regido tumoral (magne-
tohipertermia) mediante a um campo magnético alternado.

Para continuidade dos nossos estudos elencamos os seguintes itens, reti-

rados de Silva et al. (2012), que serdo tteis a aplicacdo do modelo.

e A concentragao de células GBM implantadas no cértex frontal direito dos
roedores foi de 105células/10uL e a quantidade da solugdo aplicada foi
de 10uL, desta forma inseriu-se 10° células tumorais em cada rato;

e Foram realizadas trés ressonancias magnéticas (RM) nos 149, 21° e 28°
dias apés a implementacao das células e foi possivel medir o volume médio

dos tumores nos ratos, apresentados na tabela 1;

Tabela 1: Evolugao tumoral de acordo com os dias, fonte: dados retirados de
Silva et al. (2012).

Observacio RM realizada apés o dia de implantacio ~ Volume [mm?]
1 14 dias 13,7 £ 25
2 21 dias 31,7 £ 6,5
3 28 dias 122,1 £ 11,8

e Os ratos separados para o grupo de controle receberam apenas o meio de
cultura celular (sem as células) e ndo apresentaram crescimento tumoral
findado os 28 dias de observagao, comprovando que o crescimento tumoral

se deve as células tumorais implantadas;

Precisamos agora estabelecer a quantidade de células presentes nesses

estagios expostos na tabela 1, para isso usaremos os dados a seguir:

3«0 glioblastoma multiforme (GBM) é um tipo de tumor maligno de crescimento répido, se
trata de um tumor cerebral mais comum em adultos [...] Pacientes diagnosticados com GBM
tém um progndstico ruim e geralmente sobrevivem menos de 15 meses apés o diagnéstico”
(NCI, 2021).
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e “Quando um tumor maligno alcanca cerca de 1 cm de diametro, torna-se
detectével pelos métodos diagnésticos disponiveis e contém cerca de 109
células” (Instituto Nacional do Céancer, 2008, p.39).

A partir desses dados e considerando que o tumor maligno seja uma

esfera perfeita e que seu raio seja de Smm, conclui-se que seu volume é:
4 3 3
V= §7T(5) ~2 523, 6mm

Logo, sabemos que em 523, 6mm? hé 10° células. Fazendo a proporcao

desse dado com os dados da tabela 1, apresentamos a tabela 2:

Tabela 2: Numero de células por observagao

Observagio Tempo (dias) Volume (mm?) Nimero de células

1 14 dias 137 £25 2,62-107 +4,77 - 106
2 21 dias 31,7+ 6,5 6,05-107 +1,24 - 107
3 28 dias 1221 + 11,8 2,33-10% £2,25 - 107

A partir da tabela 2 podemos gerar trés pares ordenados do tipo (dias

de observagao, nimeros de células), sio eles:
e Ny =10° com t =0
e Ponto: (14, 2,62 x 107)
e Ponto: (21, 6,05 x 107)
e Ponto: (28, 2,33 x 10%)

Infelizmente, a quantidade de pontos obtidos experimentalmente, nao é
suficiente para uma precisao a uma curva ideal que contivesse todos os pontos de
forma satisfatoria e com minimizagao dos erros na determinacao dos parametros
r e k da equagdo (2.4).

Por ora, uma solucao encontrada para finalizarmos essa modelagem de
forma mais simplificada é usar uma relacao proporcional para encontrar a capa-
cidade de carga dos tumores nos ratos de laboratério. Considere a quantidade
inicial de 10° células quando ¢ = 0 e a capacidade de carga do tumor como 103

células (dados abordados na sec¢do 2.1). Desejamos descobrir a capacidade de
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carga dos tumores nos ratos, para isso usaremos 10° células como quantidade
inicial de células inseridas nos roedores. Segue a proporc¢ao:

00100
105k,

Resolvendo essa relacio obtemos k, = 10°.

Usando os dados obtidos na tabela 2, construimos a tabela 3.

Tabela 3: Logaritmo natural do nimero de células por tempo
Tempo (dias) In (Ndmero de células)

0 dia 11,51293
14 dias 17,07993
21 dias 17,91885
28 dias 19, 26738

Agora trabalharemos com a equagao (2.4), exprimindo o logaritmo na-
tural dos dois membros da equacao, temos:

No ,—rt

InN(t) = Inke™ =
Aplicando algumas propriedades dos logaritmos, chegamos a seguinte

equagao:

No,
k
Substituindo Ny = 10° e k = k, = 10° na equacdo anterior, obtemos:

InN(t) =Ink+In

InN(t) =1n10° +In107* . e~ (2.6)

A equagao (2.6) pode ser vista como uma fungao exponencial transladada
no eixo y. Considere y = In N(t) e a nova fungéo:

=In10° +In10~%. ¢ " 2.7
y

Usando o software SciDAVis* e os dados da tabela 3 plotamos o gréfico
y X t, segue:

4S¢ciDAVis é um acrénimo para Scientific Data Analysis and Visualization é um programa
de computador de cédigo aberto e multiplataforma para a plotagem interativa de graficos
cientificos e andlise de dados. O software pode ser obtido em http://scidavis.sourceforge.net/.
Acessado em 23 de outubro de 2021.
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InN(t)

Figura 2: Grafico In (N(t)) x t(dias)

Usando o mesmo software anterior, a partir da curva apresentada pela
figura 2, aplicamos um ajuste de crescimento exponencial a curva. Os dados
fornecidos pelo programa se encontram na figura 3.

Exponential growth fit of dataset: Table1_2, using function: y0+A%exp{xft)

A (amplitude) = -3,12462695085294 +/- 1,53150973072263
t (ifetime) = -15, 7697015372378 +/- 0,0230802021309025
y0 (offset) = 20,6534952642341 +/- 1,53064604408908

Chi"2 =0,164652030992261
R~2 =0,995277652700679

Figura 3: Resultados do ajuste de crescimento exponencial

Repare que o valor de In 10% ~ 20, 73 e est4 dentro do valor estimado para
yo=20=+1 e que In107* ~ —9, 21 esta de acordo com o valor de A = -9+ 1,
dados combinados na comparacdo da equagao (2.7) e pela figura 3, com isso,
podemos estimar que

X
- — —rz =1~ 0,06
15,76 "5

Portanto, inferimos que a velocidade de multiplicacao de células tumorais
ér=0,06 para Ny = 10° e capacidade de carga k = 10°. Esses dados sugerem
que o crescimento tumoral segue um padrao exponencial que se estabiliza ao
se aproximar da capacidade de carga. No entanto, sabemos que um tumor
com 10° células possui aproximadamente 1 cm de didmetro, segundo dados

de (Instituto Nacional do Cancer, 2008, p.39). Portanto, é improvédvel que um
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tumor em um rato Wistar atinja a capacidade de carga, dado que o cranio desses
roedores é aproximadamente igual ao tamanho de um tumor com capacidade
de carga. Mesmo que isso fosse possivel, haveria escassez de recursos para o
crescimento do tumor e elevada pressao craniana, o que poderia afetar outras

fungoes cerebrais e levar ao ébito.

3 Resultados

Calculamos o valor » ~ 0,06. Este resultado nos sugere que o cresci-
mento tumoral serd mais rapido em ratos que em humanos, é natural que seja,
pois eles vivem de 2 a 3,5 anos. Nao ha uma relagao de proporgao direta entre
a idade humana e a idade dos ratos. Andreollo et al. (2012) faz uma relacdo
entre essas idades, 6 meses de vida do rato é correspondente a 18 anos de idade
humana e 12 meses da vida de um rato corresponde a 30 anos da vida humana,
mostrando que nao hé relacdo direta a qual podemos nos basear. Araidjo ainda
ressalta que em diferentes fases da vida do rato ha diferentes correspondéncias
para as idades humana, um exemplo disso é a fase de puberdade do rato que
é de 4,3 dias e de 1 ano no ser humano, ainda conclui que “Ratos e modelos
animais nas pesquisas em geral podem ser ferramentas muito importantes e
tteis; seus resultados podem ser aplicaveis nos seres humanos, entretanto, nao

podem ser interpretados como pessoas em miniatura.”

Tendo em vista a exposicao no paragrafo anterior, ja era esperado que
a curva de Gompertz tivesse maior velocidade de crescimento para os ratos do
que para os humanos pois um rato gasta menos tempo que um humano para

que o tumor atinja a capacidade de carga.

Considerando os valores de r, Ny e k, para os ratos e usando a aplicagao
construida no MATLAB On-line, como expomos anteriormente, apresentamos

o grafico 4 a seguir.
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Figura 4: Grafico N(¢) x t
x10°
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No grafico 5 a seguir, comparamos as curvas de desenvolvimento tumoral
utilizando parametros para humanos e aqueles obtidos em experimentos com

ratos.

Figura 5: Grafico comparativo N(t) x ¢
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No gréafico 5, comparamos as curvas de desenvolvimento tumoral utili-
zando parametros para humanos e aqueles obtidos em experimentos com ratos
Wistar. As curvas mostram que o crescimento tumoral para humanos, com
uma taxa de crescimento r = 0,006, é mais lento comparado aos ratos Wistar,
em que a taxa é r = 0,06. Isso indica um crescimento mais rapido dos tumores
em ratos. Além disso, a capacidade de carga para humanos (k = 10'?) é muito

maior do que para ratos Wistar (k = 10%), sugerindo que os tumores humanos
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podem crescer mais. Ambas as curvas seguem um padrdo exponencial inicial
antes de se estabilizarem a medida que o niimero de células se aproxima da ca-
pacidade de carga, refletindo a limitacao dos recursos disponiveis. A diferenca
nas taxas de crescimento e capacidades de carga entre humanos e ratos destaca
a importancia de considerar essas variaveis ao aplicar resultados experimentais
e desenvolver terapias, garantindo que as abordagens sejam ajustadas para as

caracteristicas especificas de cada organismo.

4. Conclusoes

Por meio deste artigo, foi possivel potencializar os conhecimentos a cerca
da equagdo de Gompertz, que tem um papel muito relevante dentro da Bio-
matematica. Com esse intuito foi possivel analisar a equacao por meio de
valores reais, podendo trabalhar com os parametros com significado biolégico,
atrelando os parametros ja verificados em pesquisas médicas a uma pesquisa
bioldgica que tinha como um de seus objetivos medir o desenvolvimento de
tumores em ratos, complementando a literatura com um estudo de parametros

para a pesquisa.
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