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Resumo. Este estudo aborda a adaptagdo de um modelo matematico que
simula a dinamica do sistema planta-polinizador. O trabalho se baseia em da-
dos experimentais e modelos anteriores que levam em consideragao a interagao
complexa entre dois tipos de plantas e um polinizador, levando em conta a
influéncia da memoéria dos polinizadores em relacao a presenca de néctar nas
plantas. Para simplificar o modelo e adequa-lo as necessidades deste estudo,
removemos interagoes secundérias e consideracoes sobre a memoria dos polini-
zadores. O modelo simplificado resultante consiste em um sistema de equagoes
diferenciais que descrevem a interag@o entre uma planta e um polinizador em
relagdo ao mutualismo. Este trabalho visa validar a viabilidade e a precisao
do modelo simplificado, com o intuito de determinar se os dados disponiveis
podem ser adequadamente representados por este novo modelo. Além disso,
apresentamos uma solu¢do numérica para comparar os resultados aos obtidos

por dados experimentais.

Palavras-chave: Biomatemdtica; sistema dindmico; equacdes diferen-

ciais.

1. Introducao

Polinizagdo é um processo que ocorre na natureza e consiste um levar os

graos de poélen da parte masculina da flor para feminina, esse transporte pode

ser feito pela propria planta, dgua, vento e/ou animais (Lima, 2016). No caso
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de animais, a relagao ecolégica entre os seres envolvidos é o mutualismo, ja
que tanto as plantas como os animais se beneficiam, ja que as plantas podem
fecundar e os animais recebem pélen e néctar. A polinizacao é importante pois
ela é responsavel por gerar grande parte de frutas, flores e alimentos disponiveis
para consumo humano e por isso, a perda dos animais polinizadores pode gerar
desequilibrio nos ecossistema terrestres, afetar diversidade producdo alimenti-
cia, colocar em risco seguranca de plantas e gerar crises alimenticias que podem
se tornar financeiras. Logo, o sistema de polinizagdo afeta diretamente a vida
de muitos animais, assim como dos humanos (Abrol, 2012).

A partir da importancia desse sistema, diversos estudos vém sendo fei-
tos de modo que a dindmica planta-polinizador possa ser simulada e descrito
matematicamente (Mitchell et al., 2009).

O modelo que iremos validar aborda a interagdo entre dois tipos de plan-
tas e um polinizador, levando em consideragao o efeito de memoria adquirido
pelos polinizadores em relacao as plantas que nao oferecem néctar, mas ainda
precisam ser polinizadas. Assim, esses polinizadores, em sua maioria insetos,
recordam-se de que essa planta especifica nao possui néctar e deixam de visité-
la. No entanto, com o passar do tempo, esses animais tendem a esquecer e
retornam a essas plantas, resultando em um comportamento oscilatério perio-
dico. Vale a pena ressaltar que a relacao com as plantas que nao sao poliniza-
das nao pode ser chamada de parasitismo, como dito em Vazquez e Barradas
(2018), pois relagoes parasiticas consistem na sobrevivéncia e reproducdo do
parasita a custa da satde do hospedeiro (Solomon et al., 2014), o que néo é o
caso descrito no modelo.

Assim, o grupo de seres vivos foi dividido em trés:

(1) as plantas com relagbes mutualisticas com os insetos;
(2) as plantas com relagbes ecoldgica negativa (que “enganam” os insetos) e
(3) a populagao de insetos.

O trabalho visa adaptar esse modelo de equagoes diferenciais, ja des-
crito na literatura (Vazquez e Barradas, 2018), para algo mais simples, levando
em consideracdo uma planta e um polinizador, em mutualismo e sem efeito
de memoria, e validar essa mudanca com um conjunto de dados adquiridos

experimentalmente por Erickson et al. (2022).
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2. Preliminares

O presente artigo aborda o método de Runge-Kutta de quarta ordem
como solu¢do numérica a fim de verificar a aplicacdo do modelo descrito na
literatura (Mitchell et al., 2009) em problemas simplificados.

Esse método é um dos modelos numeéricos para solu¢gdo de EDOs, prin-
cipalmente usado quando solucoes analiticas precisas sao dificeis de obter. Ele
consiste em estimativas iterativas para solucao da EDO em pontos discretos ao
longo de um intervalo.

Seja um problema de valor inicial

y' = f(t,y), y(to) = yo,
o método Runge-Kutta de ordem quatro é dado pelas seguintes equagoes
h
Ynt+1 = Yn + g(lﬁ + 2ko + 2ks + ka),

em que
t7z+1 =tn + h,

sendo y,+1 a aproximacdo pelo modelo de y(t,+1), e

by = f(tnyyn)v
h h
ky = f(tn+27yn+2k1>v
h h
k3 = f(tn+2ayn+2k2>v
k'4 - f(tn + h7 Yn + hkS)

Como o método é de quarta ordem o erro associada a cada passo é da
ordem de h® e erro total acumulado ¢ da ordem h* (Ruggiero e Lopes, 2000).
Para a solugao numeérica é necessario utilizar de métricas de avaliacao do
modelo, a fim de constatar sua eficiéncia. Neste estudo, empregamos o Root
Mean Square Error (RMSE), traduzido como Erro Quadratico Médio. Essa
métrica quantifica a discrepancia entre os dados experimentais e as previsoes

do modelo numérico, conforme expresso pela seguinte equacao:
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Aqui, n representa o nimero total de observagoes, y; sdo os dados experimen-
tais, e y; sdo os dados previstos pelo modelo. O célculo de RMSE inclui a
diferenga entre valores experimentais e previstos ao quadrado, (y; — y})?, sem
considerar a direcao da discrepancia (positiva ou negativa). Além disso, incor-
pora a raiz quadrada da média.

E necesséario minimizar o valor do RMSE, uma vez que valores menores
indicam uma concordancia mais precisa entre as previsoes do modelo e os dados
reais. Este principio norteia a otimizacao do modelo, visando aprimorar sua
acuracia.

Enquanto o RMSE fornece uma medida de quio proximas as previsoes
do modelo estdao dos valores reais em termos absolutos, o coeficiente de deter-
minagdo (R?) oferece uma perspectiva diferente, focalizando a propor¢ao da

variancia nos dados explicada pelo modelo. O R? é calculado como:

n

Z(yi - yi)Q

sendo ¢ a média dos valores observados (y;); Z(% —7)? representa a variancia
i=1
total dos dados e o numerador a soma dos quadrados dos residuos, que também

aparece no calculo do RMSE.

Um R? préximo de 1 indica que o modelo explica uma grande parte da
variancia nos dados, sugerindo um bom ajuste. Por outro lado, um R? baixo
sugere que o modelo nao captura bem as tendéncias nos dados.

E importante notar que, enquanto um RMSE baixo indica previsdes
precisas em termos de magnitude, um R? alto indica que a variacio dos dados
é bem explicada pelo modelo. Portanto, essas duas métricas oferecem visoes
complementares sobre o desempenho do modelo: o RMSE avalia a precisao,
enquanto o R? avalia a adequacio do modelo em termos de explicacio da

variagao dos dados (Ruggiero e Lopes, 2000).

3. Metodologia

Alteracbes do modelo planta-polinizador, tornando-o mais simples, e va-

lidacdo com conjunto de dados observacionais do fenémeno.
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3.1. Modelagem

O modelo descrito na literatura (Mitchell et al., 2009) é escrito dessa

forma, com trés equagoes:

dxy (1 —-0)a(zy + x2)xs3
— = —px1(r1 +2) + )
dt pa (@ 2) 14+ axy + B(x2) + ya3
dxo Ua(:vl + (EQ)iL’g

— = —pux2(r1 +2x2) + ,
dt pa (@ 2) 1+ axy + B(x2) + ya3

brixs CTox3

deg
+ - })
14+ axy + B(x2) +vxs 1+ oz + B(z2) + 23

i = 353(7"3 - M35U3)

sendo u fator de competicao entre as plantas; r3 e ug sao os fatores de cresci-
mento intrinseco e de competicao intraespecifica, respectivamente; o é a taxa
de novos descendentes de 3, os outros parametros estao explicados na tabela

1. A din&mica pode ser visualizada no diagrama da figura 1.
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Figura 1: Diagrama que representa o sistema planta-polinizador, no qual o
inseto (x3), nesse caso a abelha, aprende que a flor rosa (z3) nao possui néctar

e para de visita-la, mas passado um periodo ela volta a poliniza-la.
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Tabela 1: Sumario dos diferentes parimetros dentro do modelo e suas dimen-
soes (Mitchell et al., 2009).

Parametro Significado Dimensoes
m Taxa de competicao intraespecifica entre plantas 1/(tempo x nimero de plantas)
143 Taxa de competigio intraespecifica entre insetos 1/(tempo x nimero de insetos)
r3 Taxa de crescimento intrinseco dos polinizadores 1/tempo

Taxa de encontros efetivos entre insetos e plantas . .
a o o . . . 1/(tempo x namero de insetos)
multiplicada pelo beneficio que um inseto proporciona & planta

Taxa de encontros efetivos entre insetos e plantas 3
L . . . 1/(tempo x namero de plantas)
multiplicada pelo beneficio que uma planta proporciona ao inseto
Taxa de encontros efetivos entre insetos e plantas 3
c o R . . - 1/(tempo x namero de plantas)
multiplicada pelo custo incorrido por um inseto a cada visita
Taxa de saturagao que mede a capacidade do ;
a ; . 1/namero de plantas
inseto de visitar uma flor

Taxa de saturagio de visitas as plantas por ) R
1/ntmero de insetos

v insetos devida a comunicagao intraespecifica entre polinizadores

Fungao que indica a diminui¢do do nimero de

B visitas por inseto devido ao aprendizado. Adimensional
Um exemplo pode ser 3(z) = \z

o Fragdo de novos descendentes do tipo zo Adimensional

A adaptacdo do modelo consiste na retirada dos termos que descrevem

as interacoes com a segunda planta x5 e o fator de memoria, ficando assim:

drq 2, arixs
> M8
dt 1 1+ axy + yx3
¢ d b
€T3 - _ T1XL3
o7 = x3(r3 M3$3)+—1+a$1 Fzs

Além disso, o sistema observado continha cada populacdo de polinizador

e sua interagdo com um unico individuo da planta, por isso podemos considerar

d&Cl

dt

A verificagdo desse novo modelo, escrito a cima, seré feita por comparacao dos
resultados obtidos pela solugao numeérica com resultados dos dados experimen-

tais.

3.2. Verificagao numérica

Para verificar a aplicabilidade da simplificagao proposta para o modelo
de equagoes diferenciais, vamos utilizar de uma solu¢do numeérica das equagoes

diferenciais acopladas através do método de Runge-Kutta. Ou seja, o ponto



64 Marcondes, Leite, Ferrari & Sophia

inicial (21(0),23(0)) é determinado pelos dados experimentais, e o restante é
calculado iterativamente através do método de Runge-Kutta, conforme descrito
na se¢ao Preliminar. Essa solucao numérica serd comparada com os dados ex-
perimentais (Erickson et al., 2022), substituindo os valores iniciais e ajustando

0s parametros u, i3, a, b, 73, @ € 7.

3.3. Dados experimentais da literatura

Os dados experimentais utilizados foram obtidos a partir do artigo “Me-
asuring Plant Attractiveness to Pollinators: Methods and Considerations” que
investigou a dindmica entre polinizadores e plantas em ecossistemas naturais
(Erickson et al., 2022). No entanto, neste trabalho, optamos por restringir
nossa andlise as populagoes de abelhas em diversas espécies de plantas.

Os dados consistem em séries temporais que descrevem a evolugao das
populacoes de abelhas ao longo do tempo, observadas em diferentes cultivares
de plantas. A escolha desses dados permitird uma anélise mais especifica da
interacao entre abelhas e plantas, contribuindo para uma compreensao mais
profunda dos processos de polinizagdo. A solucdo das equacgoes diferenciais
descritas na secao 3.1 serd ajustada aos dados experimentais, permitindo-nos
estimar os parametros e avaliar como o modelo se adapta as observacoes em-
piricas. A figura 2 exemplifica o nimero de abelhas em fun¢do do tempo para

a espécie Veronica ‘Purple Candles’.

Ntmero acumulado de insetos ao longo do tempo para Veronica 'Purple Candles'

— Bee

o} S
8 8

Nimero acumulado de Insetos.
S
8

Tempo (horas)
Figura 2: Exemplo de dados experimentais do ntimero de abelhas x tempo.

Os dados representam a fungdo que descreve o comportamento da po-

pulagao de abelhas no tempo, ou seja, x3(t). Com o intuito de tornar a fungao
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facilmente manipulével, os dados devem ser ajustados a uma funcao conhecida,
o ajuste serd descrito na secao 3.4.

3.4. Ajuste do modelo ao polinémio

Uma etapa fundamental neste estudo envolve o ajuste do modelo de
equagoes diferenciais aos dados observacionais das populacoes de abelhas. O
objetivo é determinar os parametros do modelo que melhor descrevem as dina-

micas observadas na natureza e validar empiricamente a eficiéncia do modelo.

Para isso, ajustamos primeiramente uma funcdo polinomial aos dados,
para comparar a derivada da mesma funcao com o campo de derivadas prove-
niente do modelo. A ordem 3 foi escolhida para o ajuste polinomial com base
no erro quadratico médio, conforme a figura 3. O ajuste polinomial se mostra
importante por conta das manipulacoes a serem feitas na funcao que descreve

o comportamento da populacdo de abelhas no tempo.

RMSE para as ordens polinomiais

Em 1° grau
. 2° grau
I 3° grau

RMSE

Plantas

Figura 3: RMSE dos ajustes polinomiais para diferentes espécies.
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Figura 4: A esquerda de cada imagem temos o ajuste para os dados de polini-
zadores com o tempo e & direita o ajuste do modelo da derivada dessa funcao.
Os graficos referem-se as espécies: a) Verbena ‘Meteor Shower’; b) Salvia feri-
naceae ‘Sallyfun Pure White’; c) Perovskia ‘Sage Advice’; d) Salvia nemarosa
‘Midnight Rose’.

Hellanthus ‘suncredibie velow:

Figura 5: A esquerda de cada imagem temos o ajuste para os dados de poliniza-
dores com o tempo e & direita o ajuste do modelo da derivada dessa funcao. Os
graficos referem-se as espécies: a) Helianthus ‘Suncredible Yellow’; b) Lantana
Shamrock ‘Orange Flame’; c¢) Digitalis ‘Panther Pink’; d) Echinacea Sombrero
‘Rosado’.
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Figura 6: A esquerda de cada imagem temos o ajuste para os dados de polini-
zadores com o tempo e & direita o ajuste do modelo da derivada dessa funcao.
Os gréficos referem-se as espécies: a) Veronica ‘Purple Candles’; b) Delphinium
dasante ‘Blue’; c) Lobelia ‘Laguna Sky Blue’.

As figuras 4, 5 e 6 mostram resultados do ajuste do modelo as séries
temporais das populacoes de abelhas para cada cultivar considerado no estudo.
Discutiremos os valores estimados dos parametros do modelo e a qualidade do
ajuste obtida. Essa analise nos permitira tirar conclusbes sobre a eficicia de
como o modelo descreve as dindmicas das populacoes de abelhas e como os
parametros influenciam essas dinamicas.

4. Resultados

Observamos nas figura 4, 5 e 6 que as espécies representadas nos graficos
na figura 4: a), b), na figura 5: b), c) e na figura 6: b) e c) resultaram em um
ajuste satisfatério dos dados experimentais. No entanto, os dados observados
na figura 4: c¢), d), na figura 5: a), d) e na figura 6: a), ndo correspondem
ao modelo proposto. Sendo assim, 54% das espécies estudadas se mostraram
ajustéaveis ao modelo, quando consideramos somente as abelhas como agente

polinizador.
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5. Conclusoes

Observamos que a maioria das espécies resultou em um ajuste satis-
fatorio dos dados experimentais (54% das espécies analisadas), o que nos faz
considerar que os ajustes feitos no modelo estudado da literatura sao suficientes
para predizer dados experimentais de situagdoes menos complexas. Uma hipo-
tese a ser conferida para os dados que nao se comportaram conforme o modelo
é que possivelmente o algoritmo encontrou um minimo local da fun¢do. Uma
solucao seria utilizar diferentes métodos de otimizacdo ou mudar as condigoes

iniciais.
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