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Resumo. Neste estudo é proposta uma modelagem via equagoes diferenciais
que descrevem o crescimento tumoral cancerigeno considerando muitos dos fa-
tores que o ajudam a se desenvolver, além dos que tentam o impedir a se proli-
ferar. Ademais, realiza-se um estudo sobre a dindmica do sistema imunologico
diante dessas populacgdes tumorais, a fim de compreender matematicamente
0 seu comportamento e propor formas diferentes de interpretar seus resulta-
dos. Além da modelagem, este trabalho fornece interpretacoes biologicas para

possivelmente auxiliar estudos oncologicos.
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1. Introducao

A Oncologia é a area da medicina responsavel por tratar o desenvol-
vimento de tumores, sejam eles benignos ou malignos formados a partir da
proliferacao descontrolada de células dentro de um organismo. Este ramo da
ciéncia é atualmente um dos mais requisitados, pois no mundo a cada ano
mais de 10 milhoes de pessoas vao a 6bito em consequéncia do cancer, versao
maligna dos tumores, de acordo com a Organizacdo Pan-Americana da saide
OPAS/OMS (2020).

A grande incidéncia de casos de cancer na contemporaneidade pode ser

associada a globalizagao, a qual com ela trouxe a urbanizagdo que em termos
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de satde provocou uma mudanca no estilo de vida das pessoas. Sendo assim,
com essa mudanca no estilo de vida, apesar do avanco da ciéncia, que busca a
cura dessa doenca, o aumento do consumo de alimentos industrializados com
uma grade quantia de conservantes provocou o aumento da probabilidade do
surgimento dessas enfermidades cada vez em maior escala na populagdo (Sung
et al., 2021). Ademais, o sedentarismo cada vez mais instaurado na populagao
também contribui para essa situacao.

No entanto, reiterando, também houveram avancos nas técnicas para o
tratamento dos tumores como a radioterapia, que usa radiagao ionizante para
conter o tumor, quimioterapia, a qual faz uso de medicamentos para destruir
o cancer e técnicas cirurgicas de remocao da massa. Dessa forma, um impasse
parece surgir, pois de um lado ha a melhoria nas estratégias que visam acabar
com os tumores e do outro ha o aumento nos nimeros de 6bitos por causa dessa
proliferacao. Entao, o mais sensato parece ser buscar maneiras de aperfeigoar
ainda mais as condutas de tratamento da doenga (Duarte et al., 2022).

Nas proximas secoes serao abordados os fatores envolvidos na doenca

para maior entendimento da proposta discutida neste trabalho.

2. Carcinogénese e desenvolvimento

As células sdo pequenas estruturas que compoéem todo o corpo de seres
vivos. Nos seres humanos elas sao eucaridticas, ou seja, possuem um ntcleo
bem definido em seu interior, o qual contém toda a informacao genética para a
formacao de proteinas essenciais para a manutengao e sobrevivéncia do corpo
humano. Toda a informacdo genética é armazenada em forma de DNA, acido
desoxirribonucleico e RNA, 4cido ribonucleico. Para a geracao de novas células
sométicas é preciso ocorrer o processo de mitose, o qual consiste na multi-
plicacao dos &cidos nucleicos o que gera, a partir de uma célula-mae, duas
células-filhas. Entretanto, alguns problemas podem ocorrer durante esse pro-
cedimento, ocasionando em mutagoes na informacio genética gerando células
diferentes das que deveriam existir. Geralmente, nestes casos entram em acao
proteinas responsaveis por gerar a morte ou reparo destas células mutantes,
como a proteina p53 (Carvalho e Recco-Pimentel, 2019). No entanto, quando
nenhum mecanismo atua visando deté-las, essas mutagoes se propagam de cé-
lula em célula, o que é extremamente prejudicial ao corpo, principalmente na

sua forma maligna a qual se espalha descontroladamente pelo organismo inva-
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dindo e danificando tecidos e érgaos, como pode ser observado na Figura 1.
Ademais, estes tumores podem ainda se espalhar para variadas partes do corpo

formando metastases (Britton, 2003).
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Figura 1: Esquema ilustrativo da carcinogénese.

O crescimento deste tumor ocorre de diferentes formas a depender do
seu estagio e de sua classificacdo. Com isso, mecanismos sdo necessarios para
que o seu desenvolvimento ocorra plenamente. Um destes mecanismos é a an-
giogénese em que o0 tumor cria para si vasos sanguineos, a partir de outros
ja preexistentes, que suprem a sua necessidade de recursos para sua sobrevi-
véncia no organismo. Dessa forma, essa massa tumoral consegue assim ter a

capacidade de se espalhar ainda mais pelo corpo.

3. Acao do sistema imunolégico

O sistema imunolégico humano é divido em inato e adaptativo. O inato,
como o proprio nome diz, sdo formas de defesa do corpo que nascem com o in-

dividuo, ela atua sem precisar de ativacao prévia e comeca a agir rapidamente
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com o surgimento de um possivel invasor ao organismo. Ele é composto por
mecanismos de barreiras fisicas, quimicas e biologicas, contendo células efeto-
ras, sendo elas os macrofagos, neutroéfilos, células dendriticas e as natural killers
(NK). Ja o sistema imune adaptativo ¢ aquele que se desenvolve de acordo com
a exposicao corporal a patégenos presentes no ambiente ao decorrer da vida.
Este proporciona ao corpo uma memoria imunologica capaz de reconhecer estes
invasores ja enfrentados anteriormente possibilitando rapida acao das células
imunes a fim de deté-los. Fazem parte desse sistema as células B e T.

Para que toda a acao do sistema imune comece a acontecer existem
citocinas, glicoproteinas extracelulares, as quais funcionam levando informacao
quimica para regulacao da imunidade inata e adaptativa. Elas agem mediante
a exposicao a informacgoes antigénicas de corpos estranhos e visam ativar o
sistema imunolégico para combaté-lo. Para cada célula imune surgem diferentes
citocinas acionando-as (Abbas, 2019).

Durante a exposi¢ao tumoral, muitas dessas células surgem visando agir
contra esse cenario, haja vista o fato dele ser um corpo estranho. No entanto,
os canceres (forma maligna do tumor) possuem meios de se ocultar do sistema
imune e, assim, dificultar a sua acdo. Além disso, os tumores podem ainda
utilizar algumas das células imunolégicas a seu favor, para que diminuam o
numero de agentes que atuam para lhe deter e, ainda, promovem um ambiente
imunossupressor que beneficia o seu crescimento.

4. Modelagem matematica

Tendo em vista, entao, todo o mecanismo de crescimento de um tumor,
além dos meios que visam o deter, é proposto neste trabalho um estudo utili-
zando diferentes modelos matematicos que o descrevam. Ademais, sdo também
propostas formas, possivelmente mais fiéis, de aplicacao para cada um dos mo-
delos a depender do estagio em que a doenca se encontra. Por fim, torna-se
possivel utilizar um modelo matematico que permita o entendimento de cada
estagio da doenca, possibilitando pensar em momentos certos para tomar me-
didas diferentes de seu desenvolvimento visando o seu combate.

Este artigo se apoiou no trabalho proposto por Reips et al. (2021), to-
mando como base suas contribuicoes e realizando algumas adaptacgoes. Para
compreender a forma como o cancer se propaga pelo corpo humano de forma

matematica é preciso o entendimento de uma série de equagoes descritivas do
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funcionamento fisiolégico do corpo mediante a populagao tumoral. Entao, para
estudo inicial foi de escolha trabalhar com um escopo mais reduzido de equa-
¢oes considerando as mais relevantes para o trabalho e focando em entender a
forma isolada de cada uma delas.

4.1. O modelo aplicado ao cancer

As células tumorais, diferentemente das outras que compodem o corpo,
crescem de forma variada a depender do estégio de sua condicao. Sendo assim,
modelos que definem uma tnica equagido como sendo geral para toda a fase
de desenvolvimento e progressao da doencga parecem ser incompativeis com a
realidade.

O primeiro modelo matematico estudado foi na forma como se apre-
sentava na referéncia Reips et al. (2021) que tratava-se da equagdo logistica,
também conhecida como modelo de Verhulst, conforme ilustrada na Figura 2.
A equacao diferencial associada & quantidade de células cancerigenas é dada
por (4.1)

¢ = a.C(1— g) +0.MC + 6, P. (4.1)
dt Be
— [Ae(My+Nxg+Tc+Ti+ E+ B+ Ma)/1+n31g) + puc)C,
em que:

e o, = Taxa de crescimento tumoral;

e C = Quantidade de células cancerigenas;

B. = Capacidade de suporte;

e 0. = Taxa de crescimento dos macréfagos do tipo 2 ao entrarem em

contato com uma populacdo cancerigena;
e M, = Macroéfagos do tipo 2;
e 01 = Taxa de proliferacao do cancer;
e P. = Termo referente a proliferacdo do tumor;
e My = Macroéfagos do tipo 1;

e Nx = Natural Kkillers;
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Tec = Células T citotoxicas;

Ty = Células T Helper 1;
e F = Fosindfilos;

e B = Basotfilos;

e M, = Mastoécitos;

e 73 = Taxa de inibi¢do dos mastocitos;

Ig = Interleucinas;
e 1o = Periodo de meia-vida das células.

Nesse modelo, o cancer apresenta um crescimento lento em seu inicio,
crescendo a partir de uma condicao inicial das células até passar por um ponto
de inflexdo correspondente a metade da capacidade de suporte e, ao atingir
enfim o limite das condi¢bes disponiveis no meio, que para o tumor sdo os
nutrientes vindos por difusdo de células adjacentes pertencentes aos tecidos
saudaveis, e, entao tem seu crescimento estabilizado. Ele é dado pela equagao

diferencial (4.2)
dN N
— =AN|[1—-— 4.2
A ( : ) , (42)

em que \ é a taxa de crescimento e k a capacidade suporte.
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Figura 2: Modelo de Verhulst ilustrativo do crescimento tumoral.
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Em segunda analise, foi estudado o modelo de Gompertz, cuja equagao
diferencial é dada por (4.3)

dN N

em que a ¢é a taxa de crescimento e K a capacidade suporte.

O modelo de Gompertz j& é muito utilizado para descrever o crescimento
do cancer em muitos estudos de forma generalizada, visando ilustré-lo como um
todo. Esse modelo tem a forma logistica, assim como o modelo de Verhulst. No
entanto, alguns fatores em sua equacao alteram a velocidade de crescimento,
sendo ainda mais lenta no inicio do que no modelo inicial, até atingir a capaci-
dade de suporte do meio. Tal comportamento pode ser visto na Figura 3. Esse
fator logaritmico da equagdo é o que torna o crescimento extremamente rapido

no inicio até passar para um estagio mais lento.

Solugdo do tipo Gompertz

Mit

Figura 3: Modelo de Gompertz ilustrativo do crescimento tumoral.

4.2. O modelo aplicado ao sistema imunolégico

Durante o desenvolvimento do tumor no corpo, surgem células do sis-
tema imunolégico visando combater a sua proliferacao, aja vista o fato dele se
comportar como um invasor prejudicial a saide do hospedeiro. Nos proximos
topicos serdo, entao, listadas as células abordadas no estudo e as respectivas

equagoes descritivas de seu crescimento.
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4.2.1 O modelo aplicado aos macrofagos

Os macrofagos sao células do sistema imunolégico inato provenientes de
hematopoiese, ou seja, se formam a partir de células-tronco hematopoiéticas,
aquelas que possuem a capacidade de se autorrenovar e se diferenciar em célu-
las especificas. Esses corpusculos distribuem-se por todo o organismo e tem a
capacidade de fagocitar corpos estranhos que ali podem surgir. Ao realizar esse
processo de envolver o possivel patdgeno elas obtém informacoes tteis do pato-
geno e apresentam-o para os linfécitos promovendo uma resposta inflamatoéria,
organizacao tecidual e acao microbiana.

Esses macrofagos dividem-se em dois grupos principais, sendo os dois
relevantes para o trabalho devidos as suas caracteristicas. Os macrofagos 1
(M) surgem, principalmente, no inicio da doenga visando a sustentagao da in-
flamagao sendo extremamente importantes na protecao contra o cancer devido
a sua alta atividade citotoxica, ou seja, liberacao de substancias téxicas que
podem levar a morte do invasor. A partir desses fatores, é proposta a seguinte
equagdo diferencial (4.4):

M,
dMl ali (1 - ﬂ'm)
T IO+ — 5 M C — 1, M, 4.4
a P 1+ n3(Is + Iy3) 1% = Hm i (4.4)

em que p,, diz respeito a taxa de ativagao da producao de I, que é uma
proteinas envolvidas na ativacao do sistema imune, uma interleucinas, a,, a
taxa de crescimento das células M7 , C; diz respeito ao efeito de saturagao do

cancer e é dado por (4.5)
C

C; = r oy (4.5)
73 taxa de proliferacao das interleucinas Iz e I3, M; crescimento da popula-
¢ao de macréfagos, d,, necrose celular por contato com o tumor, p,, fator de
apoptose devido a meia-vida e f3,, capacidade de suporte do meio.

Além dessa célula outro macréfago que surge nesse contexto é o Ms o
qual provém de uma via alternativa e que possui importante papel na infla-
macao, mas nao é tao bom na apresentacao de antigenos. No entanto, essas
células possuem propriedades que as tornam pro-tumorais, isso ocorre devido
a um processo complexo de liberacao de algumas proteinas no meio celular
que estimulam a Ms a funcionar de forma a diminuir a fungao imune, promo-
vendo eventos mitéticos, inibitérios de morte celular, apoptose e angiogénicos.

Com isso essas células conseguem ajudar o cncer a sobreviver e a se proliferar
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em metastase. Dessa forma, a diferenga de sua equacao (4.6) com a (4.4) é a
auséncia do fator associado & populagdo cancerigena.

dM2 OlmMQ (1 — %)
—= = pml10C; +
dt 1+ 771[,),

- :U/mM27 (46)

em que p,, diz respeito a taxa de ativacao da interleucina I1g, My correspon-

dendo aos macroéfagos 2 e 1y a proliferacao da interleucina de supressao 1.

4.2.2 O modelo aplicado as natural killers

As células natural killers (N ) sdo também células do sistema imunolo-
gico inato que passam a agir no organismo na tentativa de combater os tumores.
Essas células agem se aderindo a células infectadas e liberando enzimas que da-
nificam a sua membrana plasmética levando-as a morte. A equagao diferencial
(4.7) que a descreve é semelhante a dos macrofagos My (4.4), apenas diferindo

nas especificidades de cada célula.

Ng
AN ax Nk (“TK)
YK 1.Cy + — 65Nk C — g Nic, 47
ar P L+ ns(ls + Ipy)  HOKY T HKAK (4.7)

sendo pj correspondente a taxa de ativagao da interleucina I,, aj a taxa de
crescimento das natural killers, 5 a capacidade de suporte do meio, 73 a taxa de
producao das interleucinas de supressao Iz e I»3, d;, morte celular por contato
com as células cancerigenas e uj o fator de apoptose celular ao atingir a sua
meia-vida.

4.2.3 O modelo aplicado aos linfécitos T citotdxicos

Outra célula que age na presenga de uma populacdo tumoral sdo os
linfécitos T citotoxicos. Sua agdo se inicia com o reconhecimento de antigenos
expostos pelas células cancerigenas que permitem a agao dos glébulos brancos
em identifica-las e, assim, ocorre a liberacao de citotoxinas que desencadeiam
uma cascata de reagoes nas células-alvo o que as leva a apoptose. Novamente,
a estrutura da equacdo diferencial (4.8) é similar as anteriores modificando
apenas as suas especificidades,

Tc
dT, arlo ( - f)
—C = psl12Ci + B L

— 6 TcC — usT, 4.8
dt 1+773IB tLC pslc, ( )
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em que pg diz respeito a taxa de ativagao da interleucina I, ap a taxa de
crescimento das células T¢, n3 a ativacao da I, v; a taxa de morte celular por

contato com o tumor e ug o fator de apoptose por meia-vida.

4.2.4 O modelo aplicado a T helper: ThO, Thl, Th2 e Th17

Os linfocitos T sdo células que apds serem produzidas na medula éssea
migram para o timo * que se diferenciam e passam a circular entre os 6rgaos
linféides secundarios. Entao, a partir de um linfécito T precursor, hd a sua
diferenciacao em outras variantes. Neste trabalho, o foco serd nas ThO, Thl,
Th2 e Th17. A tnica diferenca entre cada uma delas estd no conjunto de
citocinas que cada uma secreta. Suas equagOes (4.9-4.12) também seguem a

estrutura ja apresentada anteriormente.

T,
dTO O‘tTO( - ,(TU)
— = pl12C; + ————F~ — §,ToC — 1T, 4.9
i pel12C5 + 1+ mls t1o Hilo (4.9)
T
dTl atTl( - Fl)
— = pi 11271} L — 6,T1C — T 4.10
I pelizdo + 1+ (0l + mala) t11 pel, ( )
dT, a;To(1 - 32)
—= = p 14T} — T 4.11
i ptladlo + [E—p ped2, ( )
s N Sy 2 S 4.12
qr - Prlelo T 1+l — kediz. (4.12)

sendo p; a taxa de ativacao das interleucinas 112, I4 e I nas respectivas equa-
¢oes, oy taxa de crescimento de cada umas das células, 5; a capacidade de
suporte do meio, 13 taxa de producao da interleucina Ig, 12 da interleucina
1, e ny da I, e, por fim, y; o fator de apoptose celular devido ao alcance da

meia-vida.

4.3. O modelo aplicado aos mastdécitos e basoéfilos

Por fim, os mastécitos e os basoéfilos sdo outras células que também tem
acao contra as populacoes cancerigenos, por meio da liberacao do conteiddo
granular presente em seu interior. A principal diferenca entre esses dois cor-
pusculos é que o primeiro localiza-se nos tecidos conjuntivos e o segundo circula

pelos vasos sanguineos.

*Timo: 6rgao do sistema linfatico responsavel pela maturacao das células do tipo T.
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Os mastocitos tem papel importante na atuacao do sistema imunolégico,
eles sdo responsaveis pela ativacdo dos linfocitos B e Th2, além da producao
da interleucina IL-5 que sdo receptoras dos eosinéfilos e dos linfécitos B. Sua
equagdo é escrita na forma (4.13)

dM an AMA(1 — Ma,
A = gy ALC + AL 5
dt 1 +773IB

sendo ¢ A a taxa de ativacao dos basoéfilos.

- (SMAMAC - ,UJWAMA (4.13)

Ja os basofilos sdo responsaveis pela diferenciagio das células ThOQ e Th2,
haja vista a produgao de interleucinas IL-4 estimuladas por eles. Sua equacao
é dada por (4.14)

B
dB = ¢plsC; + M
dt 1 + ’173[,@
sendo ¢p a taxa de ativacao dos basofilos.

753307#33. (414)

5. Sistema de equacoes

Por fim, todas as equagoes correspondentes a cada uma das células imu-
nologicas podem formar juntas um sistema de equagdes que corresponde a a¢ao

de todas elas em conjunto no organismo,

My
dM, ali( _57>
L LGt — 5 MyC — i M
dt P 14+ n3(Ig + I23) ' Hm 20
Tc
dTe orTe (1- )
B0 elnCidb —— P 500 — T
i psl12C5 + L+ 1als tic pslc
dB apB(l— £-)
— = ¢pIsC; + ————FE~ — 6 BC — upB,
i ouIsCi + T nls B B

como o sistema acima que tem em si a interagdo entre o macrofagos 1 (4.4),
células T citotoxicas (4.8) e basofilos (4.14).
6. Interpretacao do problema

Diante, entao, do conhecimento obtido a partir das equagoes, nas secoes

anteriores, passamos a fazer uma anélise de variados modelos pensando em
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diferentes estagios do cancer. Resolvemos propor, assim, nos baseando em pes-
quisa bibliogréfica, o modelo de Gompertz para a modelagem final do problema
ao invés de Verhulst como proposto em Reips et al. (2021). Tal escolha se deu
pelo fato de que o modelo de Gompertz apresenta um crescimento mais rapido
no inicio da dindmica. Dessa forma, propusemos uma modificagao na EDO que
descreve o tumor e observamos a solucao produzida por ele utilizando valores

presentes na literatura.

Com o resultado dos dois modelos, foi possivel compara-los e analisar
0 quao fiel estavam ao problema. Pudemos observar que os dois representam
muito bem populagdes tumorais, atingindo em certo ponto uma estabilidade
correspondente a capacidade de suporte conforme a limitacao de nutrientes do
ambiente em que o tumor se encontra. No entanto, também foi possivel observar
uma diferenga entre eles correspondente a velocidade do desenvolvimento do
cancer em cada caso. Sendo a do modelo de Gompertz maior que a de Verhulst,
conforme pode ser ilustrado na Figura 4.

Comparacio entre Gompertz e Verhulst

e+14 - — _

= Gomperiz

Verhulst

6e+13

M(t)

de+13 |-

(X}

@

w
T

0 L L | 1 . )
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Tempo (dias)

Figura 4: Grafico comparativo do comportamento do modelo a partir de
Verhulst (em magenta) e Gompertz (em azul).
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7. Consideracoes finais

Por fim, chegamos a conclusdo de que o modelo de Gompertz é o mais
adequado para a fase inicial do caAncer em que h& uma pequena quantidade
de células formando uma massa baixa e sélida e assim cresce de forma mais
acelerada com as células se dividindo mais em um menor tempo. No entanto,
para fases mais avancadas em que o tumor ja estd grande, vascularizado e em
metastase, o mais adequado é utilizar o modelo de Verhulst que demonstra um

desenvolvimento mais lento.
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