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Prefacio:

Neste trigésimo quarto volume da revista, ha contribuicoes rele-
vantes para o conhecimento desta area interdisciplinar denominada

Biomatematica.

Os artigos que se seguem, ¢é fruto de um esforgo conjunto e da de-
dicagao dos pesquisadores que acreditam na solucao dos problemas
atuais e vem exigindo uma maior cooperagao entre pesquisadores

de areas diversificadas.

Ao percorrer as paginas desta revista, a pessoa interessada ira
descobrir abordagens diferenciadas, cujas aplicacoes se estendem a
uma série de problemas em &dreas do conhecimento ligadas a epide-

miologia, oncologia, dinamica populacional e questoes ambientais.

Com o intuito de que tenham uma boa leitura e possam apreciar
0 que se apresenta no presente nimero deste periédico, é que o corpo

editorial selecionou estes artigos.

Comissao Editorial — IMECC-Unicamp.
Campinas, 30 de agosto de 2024.
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Estudo sobre modelagem matematica baseado
na dinamica do sistema imunolégico humano

mediante a exposi¢ao tumoral

Barbara P. P. Rodrigues! Vinicius F. Wasques?
Tlum Escola de Ciéncia, CNPEM — 13.087-548, Campinas/SP.

Resumo. Neste estudo é proposta uma modelagem via equagoes diferenciais
que descrevem o crescimento tumoral cancerigeno considerando muitos dos fa-
tores que o ajudam a se desenvolver, além dos que tentam o impedir a se proli-
ferar. Ademais, realiza-se um estudo sobre a dindmica do sistema imunologico
diante dessas populacgdes tumorais, a fim de compreender matematicamente
0 seu comportamento e propor formas diferentes de interpretar seus resulta-
dos. Além da modelagem, este trabalho fornece interpretacoes biologicas para

possivelmente auxiliar estudos oncologicos.

Palavras-chave: Cancer; Biomatemdtica.

1. Introducao

A Oncologia é a area da medicina responsavel por tratar o desenvol-
vimento de tumores, sejam eles benignos ou malignos formados a partir da
proliferacao descontrolada de células dentro de um organismo. Este ramo da
ciéncia é atualmente um dos mais requisitados, pois no mundo a cada ano
mais de 10 milhoes de pessoas vao a 6bito em consequéncia do cancer, versao
maligna dos tumores, de acordo com a Organizacdo Pan-Americana da saide
OPAS/OMS (2020).

A grande incidéncia de casos de cancer na contemporaneidade pode ser

associada a globalizagao, a qual com ela trouxe a urbanizagdo que em termos

Ibarbaraperezrodrigues@gmail.com
2vwasques@outlook.com - FAPESP n¢ 2023,/03927-0
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de satde provocou uma mudanca no estilo de vida das pessoas. Sendo assim,
com essa mudanca no estilo de vida, apesar do avancgo da ciéncia, que busca a
cura dessa doenca, o aumento do consumo de alimentos industrializados com
uma grade quantia de conservantes provocou o aumento da probabilidade do
surgimento dessas enfermidades cada vez em maior escala na populagdo (Sung
et al., 2021). Ademais, o sedentarismo cada vez mais instaurado na populagao
também contribui para essa situacao.

No entanto, reiterando, também houveram avancos nas técnicas para o
tratamento dos tumores como a radioterapia, que usa radiagao ionizante para
conter o tumor, quimioterapia, a qual faz uso de medicamentos para destruir
o cancer e técnicas cirurgicas de remocao da massa. Dessa forma, um impasse
parece surgir, pois de um lado ha a melhoria nas estratégias que visam acabar
com os tumores e do outro ha o aumento nos nimeros de 6bitos por causa dessa
proliferacao. Entao, o mais sensato parece ser buscar maneiras de aperfeigoar
ainda mais as condutas de tratamento da doenga (Duarte et al., 2022).

Nas proximas secoes serao abordados os fatores envolvidos na doenca

para maior entendimento da proposta discutida neste trabalho.

2. Carcinogénese e desenvolvimento

As células sdo pequenas estruturas que compoéem todo o corpo de seres
vivos. Nos seres humanos elas sao eucaridticas, ou seja, possuem um ntcleo
bem definido em seu interior, o qual contém toda a informacao genética para a
formacao de proteinas essenciais para a manutengao e sobrevivéncia do corpo
humano. Toda a informacdo genética é armazenada em forma de DNA, acido
desoxirribonucleico e RNA, 4cido ribonucleico. Para a geracao de novas células
sométicas é preciso ocorrer o processo de mitose, o qual consiste na multi-
plicacao dos &cidos nucleicos o que gera, a partir de uma célula-mae, duas
células-filhas. Entretanto, alguns problemas podem ocorrer durante esse pro-
cedimento, ocasionando em mutagoes na informacio genética gerando células
diferentes das que deveriam existir. Geralmente, nestes casos entram em acao
proteinas responsaveis por gerar a morte ou reparo destas células mutantes,
como a proteina p53 (Carvalho e Recco-Pimentel, 2019). No entanto, quando
nenhum mecanismo atua visando deté-las, essas mutagoes se propagam de cé-
lula em célula, o que é extremamente prejudicial ao corpo, principalmente na

sua forma maligna a qual se espalha descontroladamente pelo organismo inva-
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dindo e danificando tecidos e érgaos, como pode ser observado na Figura 1.
Ademais, estes tumores podem ainda se espalhar para variadas partes do corpo

formando metastases (Britton, 2003).

Ciclo celular interrompido

Erro TR ssrrep—
no DNA G
I, Tentativa de restauro do DNA

Senescéncia

Morte da célula

DNA
mutante

Se nada
funcionar

Figura 1: Esquema ilustrativo da carcinogénese.

O crescimento deste tumor ocorre de diferentes formas a depender do
seu estagio e de sua classificacdo. Com isso, mecanismos sdo necessarios para
que o seu desenvolvimento ocorra plenamente. Um destes mecanismos é a an-
giogénese em que 0 tumor cria para si vasos sanguineos, a partir de outros
ja preexistentes, que suprem a sua necessidade de recursos para sua sobrevi-
véncia no organismo. Dessa forma, essa massa tumoral consegue assim ter a

capacidade de se espalhar ainda mais pelo corpo.

3. Acao do sistema imunolégico

O sistema imunolégico humano é divido em inato e adaptativo. O inato,
como o proprio nome diz, sdo formas de defesa do corpo que nascem com o in-

dividuo, ela atua sem precisar de ativacao prévia e comeca a agir rapidamente
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com o surgimento de um possivel invasor ao organismo. Ele é composto por
mecanismos de barreiras fisicas, quimicas e biologicas, contendo células efeto-
ras, sendo elas os macrofagos, neutroéfilos, células dendriticas e as natural killers
(NK). Ja o sistema imune adaptativo ¢ aquele que se desenvolve de acordo com
a exposicao corporal a patégenos presentes no ambiente ao decorrer da vida.
Este proporciona ao corpo uma memoria imunologica capaz de reconhecer estes
invasores ja enfrentados anteriormente possibilitando rapida acao das células
imunes a fim de deté-los. Fazem parte desse sistema as células B e T.

Para que toda a acao do sistema imune comece a acontecer existem
citocinas, glicoproteinas extracelulares, as quais funcionam levando informacao
quimica para regulacao da imunidade inata e adaptativa. Elas agem mediante
a exposicao a informacgoOes antigénicas de corpos estranhos e visam ativar o
sistema imunolégico para combaté-lo. Para cada célula imune surgem diferentes
citocinas acionando-as (Abbas, 2019).

Durante a exposi¢ao tumoral, muitas dessas células surgem visando agir
contra esse cenario, haja vista o fato dele ser um corpo estranho. No entanto,
os canceres (forma maligna do tumor) possuem meios de se ocultar do sistema
imune e, assim, dificultar a sua acdo. Além disso, os tumores podem ainda
utilizar algumas das células imunolégicas a seu favor, para que diminuam o
numero de agentes que atuam para lhe deter e, ainda, promovem um ambiente
imunossupressor que beneficia o seu crescimento.

4. Modelagem matematica

Tendo em vista, entao, todo o mecanismo de crescimento de um tumor,
além dos meios que visam o deter, é proposto neste trabalho um estudo utili-
zando diferentes modelos matematicos que o descrevam. Ademais, sdo também
propostas formas, possivelmente mais fiéis, de aplicacao para cada um dos mo-
delos a depender do estagio em que a doenca se encontra. Por fim, torna-se
possivel utilizar um modelo matematico que permita o entendimento de cada
estagio da doenca, possibilitando pensar em momentos certos para tomar me-
didas diferentes de seu desenvolvimento visando o seu combate.

Este artigo se apoiou no trabalho proposto por Reips et al. (2021), to-
mando como base suas contribuicoes e realizando algumas adaptacgoes. Para
compreender a forma como o cancer se propaga pelo corpo humano de forma

matematica é preciso o entendimento de uma série de equagoes descritivas do
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funcionamento fisiolégico do corpo mediante a populagao tumoral. Entao, para
estudo inicial foi de escolha trabalhar com um escopo mais reduzido de equa-
¢oes considerando as mais relevantes para o trabalho e focando em entender a
forma isolada de cada uma delas.

4.1. O modelo aplicado ao cancer

As células tumorais, diferentemente das outras que compodoem o corpo,
crescem de forma variada a depender do estégio de sua condicao. Sendo assim,
modelos que definem uma tnica equagido como sendo geral para toda a fase
de desenvolvimento e progressao da doencga parecem ser incompativeis com a
realidade.

O primeiro modelo matematico estudado foi na forma como se apre-
sentava na referéncia Reips et al. (2021) que tratava-se da equagdo logistica,
também conhecida como modelo de Verhulst, conforme ilustrada na Figura 2.
A equacao diferencial associada & quantidade de células cancerigenas é dada
por (4.1)

¢ = a.C(1— g) +0.MC + 0, P. (4.1)
dt Be
— [Ae(My+Nxg+Tc+Ti+ E+ B+ Ma)/1+n31g) + puc)C,
em que:

e o, = Taxa de crescimento tumoral;

e C = Quantidade de células cancerigenas;

B. = Capacidade de suporte;

e 0. = Taxa de crescimento dos macréfagos do tipo 2 ao entrarem em

contato com uma populacdo cancerigena;
e M, = Macroéfagos do tipo 2;
e 01 = Taxa de proliferacao do cancer;
e P. = Termo referente a proliferacdo do tumor;
e My = Macroéfagos do tipo 1;

e Nx = Natural Kkillers;
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Tec = Células T citotoxicas;

Ty = Células T Helper 1;
e F = Fosindfilos;

e B = Basotfilos;

e M, = Mastoécitos;

e 73 = Taxa de inibi¢do dos mastocitos;

Ig = Interleucinas;
e 1o = Periodo de meia-vida das células.

Nesse modelo, o caAncer apresenta um crescimento lento em seu inicio,
crescendo a partir de uma condicao inicial das células até passar por um ponto
de inflexdo correspondente a metade da capacidade de suporte e, ao atingir
enfim o limite das condi¢bes disponiveis no meio, que para o tumor sdo os
nutrientes vindos por difusdao de células adjacentes pertencentes aos tecidos
saudaveis, e, entao tem seu crescimento estabilizado. Ele é dado pela equagao

diferencial (4.2)
dN N
— =AN|[1—-— 4.2
A ( : ) , (42)

em que \ é a taxa de crescimento e k a capacidade suporte.

Solugfo do tipo Verhulst

/’

Capacidade de suporte

1oe1d
8013 |

60-13 |

Ponto de inflexdo

40013 | "/

M)

20013 |

0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Tompo (diac)

Figura 2: Modelo de Verhulst ilustrativo do crescimento tumoral.
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Em segunda analise, foi estudado o modelo de Gompertz, cuja equagao
diferencial é dada por (4.3)

dN N

em que a ¢é a taxa de crescimento e K a capacidade suporte.

O modelo de Gompertz j& é muito utilizado para descrever o crescimento
do cancer em muitos estudos de forma generalizada, visando ilustré-lo como um
todo. Esse modelo tem a forma logistica, assim como o modelo de Verhulst. No
entanto, alguns fatores em sua equacao alteram a velocidade de crescimento,
sendo ainda mais lenta no inicio do que no modelo inicial, até atingir a capaci-
dade de suporte do meio. Tal comportamento pode ser visto na Figura 3. Esse
fator logaritmico da equagdo é o que torna o crescimento extremamente rapido

no inicio até passar para um estagio mais lento.

Solugdo do tipo Gompertz

Mit

Figura 3: Modelo de Gompertz ilustrativo do crescimento tumoral.

4.2. O modelo aplicado ao sistema imunolégico

Durante o desenvolvimento do tumor no corpo, surgem células do sis-
tema imunolégico visando combater a sua proliferacao, aja vista o fato dele se
comportar como um invasor prejudicial a saide do hospedeiro. Nos proximos
topicos serdo, entao, listadas as células abordadas no estudo e as respectivas

equagoes descritivas de seu crescimento.



8 Rodrigues & Wasques

4.2.1 O modelo aplicado aos macrofagos

Os macréfagos sao células do sistema imunolégico inato provenientes de
hematopoiese, ou seja, se formam a partir de células-tronco hematopoiéticas,
aquelas que possuem a capacidade de se autorrenovar e se diferenciar em célu-
las especificas. Esses corpusculos distribuem-se por todo o organismo e tem a
capacidade de fagocitar corpos estranhos que ali podem surgir. Ao realizar esse
processo de envolver o possivel patdgeno elas obtém informacoes tteis do pato-
geno e apresentam-o para os linfécitos promovendo uma resposta inflamatoéria,
organizacao tecidual e acao microbiana.

Esses macrofagos dividem-se em dois grupos principais, sendo os dois
relevantes para o trabalho devidos as suas caracteristicas. Os macrofagos 1
(My) surgem, principalmente, no inicio da doenga visando a sustentagao da in-
flamagao sendo extremamente importantes na protecao contra o cancer devido
a sua alta atividade citotoxica, ou seja, liberacao de substancias téxicas que
podem levar a morte do invasor. A partir desses fatores, é proposta a seguinte
equagdo diferencial (4.4):

M,
dMl ali (1 - ﬂ'm)
T IO+ — 5 M C — 1, M, 4.4
a P 1+ n3(Is + Iy3) 1% = Hm i (4.4)

em que p,, diz respeito a taxa de ativagao da producao de I, que é uma
proteinas envolvidas na ativacao do sistema imune, uma interleucinas, a,, a
taxa de crescimento das células M7 , C; diz respeito ao efeito de saturagao do

cancer e é dado por (4.5)
C

C; = r 0y (4.5)
73 taxa de proliferacao das interleucinas Ig e I3, M; crescimento da popula-
¢ao de macréfagos, d,, necrose celular por contato com o tumor, p,, fator de
apoptose devido a meia-vida e f3,, capacidade de suporte do meio.

Além dessa célula outro macréfago que surge nesse contexto é o Ms o
qual provém de uma via alternativa e que possui importante papel na infla-
macao, mas nao é tao bom na apresentacao de antigenos. No entanto, essas
células possuem propriedades que as tornam proé-tumorais, isso ocorre devido
a um processo complexo de liberacao de algumas proteinas no meio celular
que estimulam a Ms a funcionar de forma a diminuir a fungao imune, promo-
vendo eventos mitéticos, inibitérios de morte celular, apoptose e angiogénicos.

Com isso essas células conseguem ajudar o cancer a sobreviver e a se proliferar
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em metastase. Dessa forma, a diferenga de sua equacao (4.6) com a (4.4) é a
auséncia do fator associado & populagdo cancerigena.

dM2 OlmMQ (1 — %)
— = = pml10C; +
dt 1+ 771[,),

- :U/mM27 (46)

em que p,, diz respeito a taxa de ativagao da interleucina I1g, My correspon-

dendo aos macroéfagos 2 e 1y a proliferacao da interleucina de supressao 1.

4.2.2 O modelo aplicado as natural killers

As células natural killers (N ) sdo também células do sistema imunol6-
gico inato que passam a agir no organismo na tentativa de combater os tumores.
Essas células agem se aderindo a células infectadas e liberando enzimas que da-
nificam a sua membrana plasmética levando-as a morte. A equagao diferencial
(4.7) que a descreve é semelhante a dos macrofagos My (4.4), apenas diferindo

nas especificidades de cada célula.

Ng
AN ax Nk (“TK)
YK 1.Cy + — 65Nk C — g Nic, 47
ar P L+ ns(ls + Ipy) WY T HKAK (4.7)

sendo pj correspondente a taxa de ativagao da interleucina I,, aj a taxa de
crescimento das natural killers, 5 a capacidade de suporte do meio, 73 a taxa de
producao das interleucinas de supressao Iz e I»3, d;, morte celular por contato
com as células cancerigenas e u o fator de apoptose celular ao atingir a sua
meia-vida.

4.2.3 O modelo aplicado aos linfécitos T citotdxicos

Outra célula que age na presenca de uma populacdo tumoral sdo os
linfécitos T citotoxicos. Sua agdo se inicia com o reconhecimento de antigenos
expostos pelas células cancerigenas que permitem a agao dos glébulos brancos
em identifica-las e, assim, ocorre a liberacao de citotoxinas que desencadeiam
uma cascata de reacoes nas células-alvo o que as leva a apoptose. Novamente,
a estrutura da equacdo diferencial (4.8) é similar as anteriores modificando
apenas as suas especificidades,

Tc
dT, arlo ( - f)
—C = psl12Ci + B L

— 6 TcC — usT, 4.8
dt 1+773IB tLC pslc, ( )
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em que psg diz respeito a taxa de ativagao da interleucina I, ap a taxa de
crescimento das células T¢, n3 a ativagao da I, v; a taxa de morte celular por

contato com o tumor e ug o fator de apoptose por meia-vida.

4.2.4 O modelo aplicado a T helper: ThO, Thl, Th2 e Th17

Os linfocitos T sdo células que apds serem produzidas na medula éssea
migram para o timo * que se diferenciam e passam a circular entre os 6rgaos
linféides secundarios. Entao, a partir de um linfécito T precursor, hd a sua
diferenciacao em outras variantes. Neste trabalho, o foco serd nas ThO, Thl,
Th2 e Th17. A tnica diferenca entre cada uma delas estd no conjunto de
citocinas que cada uma secreta. Suas equagOes (4.9-4.12) também seguem a

estrutura ja apresentada anteriormente.

T,
dTO O‘tTO( - ,(TU)
— = pl15C; + ————F~ — §,ToC — T, 4.9
i pel12C5 + 1+ mls t1o Hilo (4.9)
T
dTl atTl( - Fl)
— = pi 11271} L — 6,T1C — ;T 4.10
I pelizdo + 1+ (0l + mala) t11 pel, ( )
AT, a;To(1 - 32)
—= = p 14T, — = T 4.11
i ptladlo + [E—p ptd2, ( )
s N Sy 2 NP 4.12
;. Prlelo T 1+l — kediz. (4.12)

sendo p; a taxa de ativacao das interleucinas I12, I4 e I nas respectivas equa-
¢oes, oy taxa de crescimento de cada umas das células, 5; a capacidade de
suporte do meio, 13 taxa de producao da interleucina Ig, 12 da interleucina
1, e m1 da I, e, por fim, y; o fator de apoptose celular devido ao alcance da

meia-vida.

4.3. O modelo aplicado aos mastdécitos e basoéfilos

Por fim, os mastécitos e os basoéfilos sdo outras células que também tem
acao contra as populacoes cancerigenos, por meio da liberacao do conteiddo
granular presente em seu interior. A principal diferenca entre esses dois cor-
pusculos é que o primeiro localiza-se nos tecidos conjuntivos e o segundo circula

pelos vasos sanguineos.

*Timo: 6rgao do sistema linfatico responsavel pela maturacao das células do tipo T.
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Os mastocitos tem papel importante na atuacao do sistema imunolégico,
eles sdo responsaveis pela ativacdo dos linfocitos B e Th2, além da producao
da interleucina IL-5 que sdo receptoras dos eosinéfilos e dos linfécitos B. Sua
equagdo é escrita na forma (4.13)

dM anAMA(1 — Ma,
A = gy ALC + AL 5
dt 1 +773IB

sendo ¢ A a taxa de ativacao dos basoéfilos.

- (SMAMAC - ,UJWAMA (4.13)

J4a os basofilos sdo responsaveis pela diferenciagio das células ThO e Th2,
haja vista a produgao de interleucinas IL-4 estimuladas por eles. Sua equacao
é dada por (4.14)

B
dB = ¢pIsC; + M
dt 1 + ’173[,@
sendo ¢p a taxa de ativacao dos basofilos.

753307#33. (414)

5. Sistema de equacoes

Por fim, todas as equagoes correspondentes a cada uma das células imu-
nologicas podem formar juntas um sistema de equagdes que corresponde a a¢ao

de todas elas em conjunto no organismo,

My
dM, ali( _57>
L LG+ — 5 MyC — i M
dt P 14+ n3(Ig + I23) ' Hm 20
Tc
dTe orTe (1- )
B0 elnCib —— ") 500 — T
i psl12C5 + W tic uslc
B apB(l— £-)
— = ¢pIsC; + ———FE~ — 6 BC — upB,
i ouIsCi + T i, B B

como o sistema acima que tem em si a interagdo entre o macréfagos 1 (4.4),
células T citotoxicas (4.8) e basofilos (4.14).
6. Interpretacao do problema

Diante, entao, do conhecimento obtido a partir das equagoes, nas secgoes

anteriores, passamos a fazer uma anélise de variados modelos pensando em
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diferentes estagios do cancer. Resolvemos propor, assim, nos baseando em pes-
quisa bibliogréfica, o modelo de Gompertz para a modelagem final do problema
ao invés de Verhulst como proposto em Reips et al. (2021). Tal escolha se deu
pelo fato de que o modelo de Gompertz apresenta um crescimento mais rapido
no inicio da dindmica. Dessa forma, propusemos uma modificagao na EDO que
descreve o tumor e observamos a solucao produzida por ele utilizando valores

presentes na literatura.

Com o resultado dos dois modelos, foi possivel compara-los e analisar
0 quao fiel estavam ao problema. Pudemos observar que os dois representam
muito bem populagdes tumorais, atingindo em certo ponto uma estabilidade
correspondente a capacidade de suporte conforme a limitacao de nutrientes do
ambiente em que o tumor se encontra. No entanto, também foi possivel observar
uma diferenga entre eles correspondente a velocidade do desenvolvimento do
cancer em cada caso. Sendo a do modelo de Gompertz maior que a de Verhulst,
conforme pode ser ilustrado na Figura 4.

Comparacio entre Gompertz e Verhulst

e+14 - — _

= Gomperiz

Verhulst

6e+13

M(t)

de+13 |-

(X}

@

w
T

0 L L | 1 . )
0 500 1000 1500 2000 2500 3000
Tempo (dias)

Figura 4: Grafico comparativo do comportamento do modelo a partir de
Verhulst (em magenta) e Gompertz (em azul).
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7. Consideracoes finais

Por fim, chegamos a conclusdo de que o modelo de Gompertz é o mais
adequado para a fase inicial do cancer em que h& uma pequena quantidade
de células formando uma massa baixa e sélida e assim cresce de forma mais
acelerada com as células se dividindo mais em um menor tempo. No entanto,
para fases mais avancadas em que o tumor ja estd grande, vascularizado e em
metastase, o mais adequado é utilizar o modelo de Verhulst que demonstra um

desenvolvimento mais lento.
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Abstract. This paper presents a study on a compartmental epidemic model
for COVID-19, examining the stability of its equilibrium points upon vaccina-
tion introduction as a strategy to mitigate the spread of the disease. Initially,
the Susceptible-Infectious-Quarantine-Recovered (SIQR) mathematical model
and its technical aspects are introduced. Subsequently, vaccination is incor-
porated as a control measure within the model scope. Equilibrium points
and the basic reproductive number are determined followed by an analysis of
their stability. Furthermore, controllability characteristics and optimal control
strategies for the system are investigated, supplemented by numerical simula-

tions.

Keywords: Optimal, mathematical modeling, Riccati, equilibrium points,

vaccination, numerical simulation.

1. Introdution

Mathematical modeling has long been used as a tool in several areas
of public health, including epidemiology, an area that developed significantly
during the 20" century. Models in mathematical epidemiology, in particular,
have been studied since the 18" century but had a development leap arguable
from the work of Kermark and Mckendrick (1927). Since then, many other
advances were made and many types of models were created and studied. Most
of these models are compartmental models, which divide the population into

categories with a particular behavior. Some examples are SIS, SIR, SIRS, SEIR,

leonardo.rodrigues@ufma.br
2gabriellil4@gmail.com
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SIQR, among others. More details about some of these models can be seen in
Brauer et al. (2019). One important point to observe is that a mathematical
model is always a simplification of reality. Some aspects are disregarded, so we
can focus on the variables that really matter to the problem. No model can
consider all aspects of a complex real problem, as the spread of an infectious
disease, hence the importance of each model type. Just to exemplify this reality
simplification, the model studied in this paper does not consider population
heterogeneity, i.e, all individuals are equally susceptible to the disease, and
there are models that take these differences into account, as can be seen in
Britton et al. (2020).

We are currently living through the COVID-19 pandemic, a disease
caused by the sars-cov-2 virus, which has already caused thousands of deaths
around the world and continues to plague the population. Many researchers
believe that COVID-19 will become an endemic disease in the future, but un-
til the present date, World Health Organization keeps classifying COVID-19’s
threat level as a pandemic. An interesting discussion about predicting the pan-
demic contention is done by Achaiah et al. (2020). Several strategies have been
adopted by governments to combat the spread of the disease, such as quaran-
tine, lockdown, closing borders, using masks, hand hygiene with alcohol gel,
etc. But no measure is as effective as vaccination, and since its development
in 2021, many countries have implemented a vaccination schedule as part of
disease-fighting strategies. Vaccination is the most effective and safe way we
know to combat infectious diseases, and it was responsible, for instance, for

eradicating smallpox.

Our objective in this work is to consider and analyze the SIQR model
properties by adding vaccination as a strategy to control the growth of the dis-
ease, study constant solution stability, calculate the basic reproductive number
of disease propagation, study system controllability and the conditions to ob-
tain the optimal control and apply the model in some numerical simulations (us-
ing MATLAB™ software) to reach some conclusions about the control method

(vaccination).

This analysis, via theoretical modeling, is very important to complement
the models that work with empirical data to compare, complement and adjust
possible strategies to face the disease, given that empirical data is not entirely
trustful, as can be seen in Liu et al. (2020), due to the number of unreported

cases and the low number of tests in many countries.
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2. SIQR mathematical model

In this section, we will describe the mathematical model used to study
the spreading of COVID-19, its elements, and technical features.

In order to study the spread of infectious disease, we have to consider a
population whose size varies with time, representing this population as N (t) —
see equation (2.1). The mathematical model we will use is a SIQR compartmen-
tal model that divides the total population into four groups, such as susceptible

(S(t)), infected (I(t)), quarantined (Q(t)) and recovered (sometimes also called
removed) (R(t)), thus:

N(t) = S(t) + I(t) + Q(t) + R(t) (2.1)

The model is the following system (2.2) of ordinary differential equations:

‘é—f:A—aSI—uS
Gi=aSl—(v+p+mnl
LB =m-al-(p+nQ
G =71+pQ—pR

Such as:

Table 1: Model parameters
Variable definition

T Time

Effective contact rate between susceptible and infectious class

Natural recovery rate
Natural death rate

Removed rate from quarantine to recovered

A B 2 Q2

Disease-related death rate

Infectious class quarantine rate

(D]

Population recruitment rate

The model works with the following dynamics:each compartment has an
initial portion proportional to the population N, and if we want to encourage
the start of the pandemic, for example, we can put Q(0) = 0, R(0) = 0 and even
I(0) = I/N (representing patient zero). After that, the parameters will change
the population amounts in each compartment at each time interva, adding or
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subtracting some portions. In the first equation, the susceptible population
is increased by A, then some portion (determined by «) is subtracted from
the susceptible and added to the infectious group. Still in the first equation,
another portion is subtracted due to u, the natural death rate. The population
in the second group is also decreased by p and by v and 7, natural recovery rate
and quarantine rate, respectively. The third and fourth equations follow the
same dynamics. In the third, a portion (due to €) is subtracted, representing
the disease-related death rate, and another portion is subtracted from there
and added to the recovered group (p), representing the quarantine recovery
rate.

Figure 1 shows a schematic diagram showing the model dynamics:

A
us ‘%’ asI | ul
124
nl
| pQ
uR nQ el

Figure 1: SIQR dynamic flow

Some important observations about this model are
— As already mentioned, this is a homogeneous-mixing model;

— It uses only one disease-related death rate (some models have different
death-related rates for infected and quarantine individuals, such as Lisboa
and Rodrigues (2023));
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— This model does not consider an incubation period;

— It does not differentiate infected individuals with symptoms and without

symptoms. They are all in the same group;

— In the quarantine compartment, isolated individuals are those who are
infected, and it does not consider the isolation of healthy individuals.

More details about the SIQR model properties can be found in Lu et al.
(2021), Ma et al. (2018) and Odagaki (2020). Lisboa and Rodrigues (2023)
they use a slightly different SIQR model and even make simulations based on
empirical data from local healthcare authorities.

Now we complete our model by adding vaccination as a control agent
for the system:

%ZA—O&SI—,U,S—’US
G =aSI—(y+p+nl
L=m—al—(p+mQ
G =71 +pQ—uR

In system (2.3) the v parameter represents the presence of vaccination,

(2.3)

and the portion of the population who are vaccinated is subtracted from the
susceptible group and added directly to the recovered group. It is easy to
observe that the higher the percentage of vaccinated individuals, the lower the
proportion of infected individuals and, consequently, the lower the number of
disease-related death. We now proceed to a qualitative analysis of the system

of differential equations, presented in (2.3).

3. Methodology

To study and analyze disease-free equilibrium and endemic equilibrium
point stability, we used the Routh-Hurwitz criteria, Lyapunov method and La
Salle’s invariance principle.

To study and analyze control system controllability, we used Kalman cri-
teria, studies the control problem with linear dynamics and quadratic objective
function and used a Riccati equation to obtain the corresponding optimal con-
trols. To solve the problems, we used the fourth order Runge-Kutta method,

BTM

and in numerical simulations, we used MATLA software.
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4. Equilibrium points and basic reproductive num-
ber

In this section, we found the constant solutions (equilibrium points) of
system (2.3) and showed the formula for the basic reproductive number.

We will call Ry the basic reproductive number of a disease, which indi-
cates how contagious an infectious disease is. This number is very important
to healthcare authorities and governments to devise strategies to combat the
disease. To learn more about Ry, one can look at Achaiah et al. (2020) and
Ma (2020).

Theorem 4.1. The closed region Q =< (S,1,Q,R) € RY : N(t) < %} 18 pos-

itive invariant ste for the model (2.3).

Proof. To initiate our analysis, we have to establish boundaries to our variables
and parameters. All parameters described in table 1 are non-negative real
numbers. For our variables, we used the derivative of N(t) in expression (2.1):

N'(t)=A—uN —el <A —uN
Multipling by integration factor e#t:
N'(t)e! < Aett — pNet
N'(t)e' < Aett — yNett
Integrating both sides:
t t
/ [N'(t)e!t + uNett| dt < / Ae!t dt

t wt
SAe 1
0 14

t

N(t)ett

0

N (t) — N(0) < A(em — 1>
A

1
N(t) < N(0)e ™™ + =(1 — e )
I
When z — oo, we have:
A
lim Sup[N(t)] = —

T—00
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This shows us that we have to study the problem in region D:

A
D= {(S7I,Q7R)|520,IZO7Q20,R20,5+I+Q+R§ M}

4.1. Positivity and boundedness

Theorem 4.2. Let (5(0),1(0),Q(0), R(0)) be non negative initial conditions,
then the solutions (S(t), I(t), Q(t), R(t)) of the proposed model (2.3) are positive
for allt > 0.

Proof. Consider the following from the model’s first equation (2.3)

ds

ds

> s

o 2 (al +p+wv)S

S(t) > Qe (altutv)t

where C' = ¢! is a constant determined by the initial conditions. Now, if S(0)

is the initial condition, then S(0) = C, so we can state that:
S(t) > S(O)e—(al+u+v)t

Therefore, the solution S(t) is bounded above by S(0).

By using the same justification, we can demonstrate that:

Q(t) > Q(0)e~(PHmt

and
R(t) > R(0)e ", for all t > 0.

We have proved the lemma technical by showing that I(¢) is bounded. In fact:

Lemma 4.3. Let the solution S(t) be bounded below by S(0)e~ (@) Futv)t fo
all t > 0, where S(0) is the initial condition. Then, the solution I(t) of the

differential equation

is bounded for all t > 0.
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Proof. We are given the constraint that S(t) > S(0)e~ (/) +r+v)t This con-
straint means that the S(¢) value will never decrease below

S(0)e~(@I®+r+v)t Under this condition, any increase in I(t) that would cause
S(t) to decrease below the specified limit contradicts the imposed constraint
on the S(t) dynamics. This is a direct consequence of the interdependence
between S(t) and I(t), as described by equations (2.3). Therefore, the solution
I(t) is bounded, ensuring that S(t) remains above the specified limit for all
t>0. O

This demonstrates that the soluton of system (2.3) is positive for all ¢ >
0. As a result, the model is epidemiologically significant and mathematically

placed in the Q2 domain. O

By setting the right side of system (2.3) to zero, we have:

A—aSI—uS—vS=0
aSI—(y+u+nI=0
m—el—(p+p)Q=0
I +pQ —pR=0

We established the existence of a disease-free constant solution and an

(4.4)

endemic constant solution:

Theorem 4.4. For system (4.4), there is always a disease-free equilibrium Ey,

and there is also an unique endemic equilibrium E*.

Proof. By observing the second equation in system (4.4), we have the product:
IHaS = (v+p+n)]=0 (4.5)
If we have I =0=Q =0, S = ;25 and R=0

Thus, the point Ey = <HA+U, 0,0, O) is a solution called free-disease solu-

tion.
If [S — (v + p+ )] = 0, then:

G YR
«

By replacing S* in the first equation of (4.4), we have:

X +
A—(’y—HH—n)(I +Mav) =0
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p__ 8 ptv
TR @

I*_u—i—v A @ 1
a \ptuvy+uptn

By proceeding in the same way in the third and fourth equations, we

have: ( ¥e
. —€
Q==
P+ p
T* *
g Q"
7
E* = (S*,I*,Q*, R") is called endemic solution. O

By looking at expression of I*, it is important to note that equilibrium

point E* only occurs if:

A @
— 1] >1
vy +p+n
Thus, we defined:

Definition 4.5. The basic reproduction number for system (2.3), denoted by

A
Ry :(a > (4.6)
ptoy+p+n

which represents the mean number of new infections generated by an infectious

Ry, is given as:

case in a susceptible population.

Expression (4.6) is essential to system (2.3). If Ry > 1, then the solution
converge to the endemic equilibrium. On the other hand, if Ry < 1, then the
solution converge to free-disease equilibrium.

The Rg value for COVID-19 is estimated to be between 1.9 and 6.5
according to Achaiah et al. (2020).

5. Equilibrium point stability

In this section, we will state and prove the theorems that establish the

stability of the solutions found in the previous section.

Theorem 5.1. If Ry < 1, disease-free equilibrium Eq of system (2.3) is locally
asymptotically stable. If Ry > 1, the disease-free equilibrium Ey is unstable.
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Proof. The Jacobian matrix of system (2.3) at Ej is:

- = —;fv 0 0

J(Ey) = 0 2 —(y+p+n) 0 0
0 (n—-e) —(p+p) 0

0 v p —p

The four eigenvalues of matrix J(Ep) are:

a
M=-p—v,da=———(Ro—1), 3= —(p+p), \s = —
1 1 2 v+u+n(° )s A3 (p+ 1), M p

If Ry < 1= A2 <0, therefore, all eigenvalues have negative real parts
and Ej is locally asymptotically stable. If Ry > 1 = Ay > 0, thus Ej is
unstable. O

Theorem 5.2. If Ry < 1, the disease-free equilibrium Eqy of the system (2.3)
1s globally asymptotically stable.

Proof. Consider the following Lyapunov function:

By calculating the derivative of £(¢) along the positive solution of system
(2.3), we have that:
dal
—| =aSI—(y+p+n)l
dt| )
= [aS—(y+p+nll

dL(t)
dt

(3)

A
— - +n) |1
[awrv (v+u+n)

= [(v+u+n(Ro— 1T
<0

Furthermore, £ = 0 only if I = 0. The maximum invariant set in
{(S,1,Q, R)|L" = 0} is the singleton Ey. When Ry < 1, according to La Salle’s

invariance principle, we have that:

lim I(t) =0

t—o0
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Then, we obtain the limit equations of system (2.3):

% =A—uS—vS
G =—(p+nQ
G =pQ—nR
Thus, disease-free equilibrium is globally attractive in region D. There-

fore, disease-free equilibrium of system (2.3) is globally asymptotically stable
when Ry < 0. O

Theorem 5.3. If Ry > 1, endemic equilibrium E* of system (2.83) is locally
asymptotically stable.

Proof. The Jacobian matrix of system (2.3) at E* is:

—al*—p—v —aS* 0 0

J(E) = aS* 0 0 0
0 m—¢) —(p+p) 0

0 g p —H

The two eigenvalues of matrix J(E*) are:
Az =—(p+p),\a=—p

The other two eigenvalues are also the eigenvalues of the following ma-
trix:
J*(E*): (a +/14+’U) 6]
aS* 0
which has the characteristic polynomial:

)\2+(a1*+,u+v))\+a25’*2 =0

which has all coefficients positive. By applying the Routh-Hurwitz criterion,
we obtained that all eigenvalues of matrix J(E*) have negative real parts and

endemic equilibrium E* is locally asymptotically stable. O

Theorem 5.4. If Ry > 1, endemic equilibrium E* of system (2.3) is globally
asymptotically stable.
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Proof. If Ry > 1 we have that endemic equilibrium point values are given by

E*:<v+u+n7u+v(RO_D,(n O A" +pQ )

o o p+p I

Consider the following Liapunov function:
1
L) =55 =5)+ T =1 +(@Q-Q) + (R~ R

By calculating the derivative of L£(t) with respect to t, we have that

L =((S-5)+(-I)+(@-Q)+(R-R)) 5

since N(t) = S+ I+ Q + R, and according to Theorem 4.1, we have N'(t) <
A
(A — uN) and consequently N(t) < " So,

S+I+Q+R],

B st @-Q)+(r-r)
< [S—8) 4TI+ (Q- Q)+ (R B (A - uN)
< (V=28

Finally, we have:

* < —%(A — uN)2.

We can clearly determine that £'(¢) is negative definite and L(t) is pos-
itive definite. Furthermore, % =0ifandonly if S=5*1=1",Q =Q*, R =
R*. Therefore, the largest compact invariant set of {L£'(t) = 0} is the single-
ton E*. This shows that, according to the classical Lyapunov and La Salle’s
invariance principle, E* is globally asymptotically stable. Thus, system (2.3)

has a globally asymptotically stable solution (S*, I*, Q*, R*). O

6. Finite dimensional linear system control

Let T > 0 be a real fixed number. We should consider the following

finite dimensional system:

8
~
—
~
~

Az(t) + Bu(t), t € [0, T (6.7)
CC(O) = o,
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where A € R™™ B € R™"™ are a real matrix, and x( is a vector in R™. The
function « : [0,T] — R™ represents the state, and u : [0, 7] — R™, the control.
Both are vector functions of m and n components, respectively, depending
exclusively on time ¢.

Given an initial datum zo € R™ and a vector function u € L([0,T];R™),
system (6.7) has a unique solution C([0,T];R™) characterized by the variation
of constants formula:

t
z(t) = ety +/ eA=) Bu(s)ds, Vt € [0, T).
0

6.1. Kalman’s controllability rank condition

The following classical result is due to Micu and Zuazua (2004) and gives
a complete answer to the problem of exact controllability of finite dimensional
linear systems. It shows, in particular, that the control time is irrelevant.

We considered that A € R** is the Jacobian matrix of system (2.2) at
E, without coontrol perturbation; B € R*? is a real matrix; and z is a vector
in R*. The function z : [0,T] — R* represents the state, and u : [0,T] — R2,
the control. Both are vector functions of 4 and 2 components, respectively,
depending exclusively on time ¢. We will use the shorthand notation (A4, B) to

denote control system (6.7).

Definition 6.1. A system (A, B), for which the Kalman criterion condition is

satisfied, is termed completely controllable.

Theorem 6.2. System (6.7) is completely controllable in some time T if and
only if
rank[B, AB, A’B, A*B] = 4.

Consequently, if system (6.7) is controllable in some time T > 0, it is control-

lable in any time.

Proof. In fact, from (6.7), we have

1 0 0 0
4o |0 —Otptn) 0 0
0 (n—-e€) —(p+p) 0
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and
1 0
B 0 1
0 0
0 0

with u, 7, 1, € and p being positive constants. To determine system con-
trollability, we calculated the controllability matrix W, = [B, AB, A2B, A3B].
Consequently, we have

rank W, = 4.

Therefore, the system is controllable.

In conclusion, Algorithm 1 shows the matrix calculation.

Algorithm 1. Solving the matrix W,
Constant values

mu = 0.02;

: alpha = 0.2;

Delta = 0.2;

gamma = 0.1;

eta = 0.2;

epsilon = 0.1;

rho = 0.3;

Definition of matrix A

: A =[mu,0,0,0;0, -(gamma + mu + eta), 0, 0;
: 0, eta - epsilon, -(rho + mu), 0;

—_ = =
N = O

: 0, gamma, rho, -mul;

—
w

: Definition of matrix B
: B =100 1;0 0;0 0];

: Controllability check

: We=[B,AB, A’B, A3B];
: rankwc = rank(We);

e
0 N O Ut W~

: Show the position of the W, matrix

—
Ne]

. disp([' Posto da matriz We : 'num2str(rankwc)])

O

Figure 2 shows, that the number of columns in Matrix W, equals the

order of the system, indicating complete controllability. However, columns 1



State feedback as a strategy for COVID-19 control and analysis 29

and 2 exhibit singular values significantly different from zero, suggesting their
importance in system controllability. Thus, the presence of these significant
singular values implies that columns 1 and 2 of the controllability matrix are

crucial for system controllability.

Singular values of the WC controllability matrix
1.2 T T

<}

3
T
|

Singular values
o
(o)}
|

0.4} q
0.2 1
. | | T .9
1 15 2 2.5 3 3.5 4

Columns
Figure 2: Controllability matrix

In the context of working with an epidemiological model that provides
insights into the spread of COVID-19, it is highly advantageous to employ
output feedback and State Feedback Strategies to modify the free system dy-
namics, aiming to achieve properties such as full controllability, asymptotic
stability, BIBO-stability, etc. At this stage of the research, we are interested
in demonstrating that, in the case of autonomous linear control system, given
A€ R™™ and B € B™™, we have:

2’ = Az + Bu. (6.8)

We can utilize the state feedback strategy, where we assume that the control u

is derived from the state x through a linear law, denoted as
u=—Fuz, (6.9)

where F' € R™" is a state feedback Gain Matriz. By replacing them (6.8), we
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obtained:
' = (A+ BF)z.
The subsequent outcome facilitates our examination of controllability

concerns in the presence of disturbances within a completely controllable au-

tonomous system.

Theorem 6.3. Let (A, B) be a completely controllable autonomous system.
Then, for every matriz F € R%%, system (A + BF, B) is also completely con-
trollable.

Proof. Note that

— 0 0 0
A 0 0—(y+pu+n) 0 0
0 (n—e) —(p+p) 0
0 Y p —f
and
1 0
B_ 0 1
0 0
0 0
Given

alA
0 — v 0 0

alA
F:_[v ol 0 0]

S
A
u[v 5*2 0 0] an
0 —22 0 0] |Q
R
that result in N
—vS — 427
U= [ %’” 1 .
ptv
Consequently, we obtain
alA
—u—v ~itv 0 0
0 aB — (y+p+n) 0 0
(A+ BF) = pbe — YT ,
0 (n—e€) —(p+w) 0

0 Y p —
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noting that (A + BF') is the Jacobian matrix of system (2.3) at point Fy with
the presence of control perturbation. To prove the given theorem, we will use
the Kalman criterion for linear system controllability.

The Kalman criterion states that a linear system is completely control-

lable if its controllability matrix:
C=[B AB A?’B A®B]

And has full rank, meaning its rank equals state-space dimension.

Now, we will use the Kalman criterion to prove the given theorem. Given
a system (A, B) that is completely controllable, we know that the controllability
matrix C has full rank, which means the rank of C equals state-space dimension.

The dimension state-space dimension equals 4. Then, the rank of C is 4.
Now, considering system (A + BF, B), F is a control matrix.

The controllability matrix of this system is:

Coew =[B (A+BF)B (A+ BF)’B (A+ BF)*B]

Now, we need to show that the rank of Cpew equals to 4, i.e., full rank.
If we can show this, then system (A + BF, B) will be completely controllable.
To do this, we will use the property that the rank of a matrix does not change
when we multiply the matrix by another left-invertible matrix. We will use
this property to show that the rank of Cyey equals 4.

We will consider the matrix T defined as:

I 0 0 0
r_|F I 0 0
F? 2BF I 0
F3 3BF? 3B(F*+BF+1) I

where I is the identity matrix. It is easy to see that T is an invertible matrix.
Furthermore, if we multiply 7" by the matrix Cpew, we obtain C.

TCuow =[B AB A*B A’B]=C

Since C has full rank (equal to n), then TCpey also has full rank.

Therefore, the rank of Cyey equals 4, and thus system (A + BF, B) is
completely controllable.

Thus, using the Kalman criterion, we have proven that, for every ma-
trix F, system (A + BF, B) is completely controllable, provided that (A, B) is
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completely controllable. In conclusion, Algorithm 1 shows the calculation of
the matrix (A 4+ BF) with the appropriate changes to the input values. This
concludes the proof of the theorem. O

7. Optimal control model

In this section, we associated the control problem (2.3) with a function
that is intrinsically related to solving the system problem. This relationship is
described through the optimality principle of a dynamic system. We wanted
to find a control function that minimizes or maximizes a cost functional while
satisfying the constraints imposed by the system. Thus, the following optimal
control variable is given: the variable u(t) represents vaccination, as seen pre-
viously. In this context, optimal control theory provides a powerful framework
for designing control strategies that minimize the spread of infectious diseases
while considering various constraints and objectives. By formulating the prob-
lem as an optimization task, optimal control theory allows us to determine the
most effective allocation of control measures over time to achieve specific ob-
jectives, such as minimizing the number of infections, reducing economic losses,
or optimizing the use of healthcare resources.

We treated a special case in optimal system control, in which state differ-
ential equations are linear in x and u and the objective functional is quadratic.

Let T > 0 be a fixed real number, given ty € [0,7] and zy € R",

considering a dynamic system described by the following differential equations:
z'(t) = Ax(t)+ Bu(t), t €[0,T] (7.10)
w(to) = o,

considering cost functional

J(u,x) = % VO 2T ()G ()z(t) + uT (t)R(t)u(t)dt (7.11)

in which the matrices G(t) and R(t) are sizes n X n, m X m, respectively,
with G(t) being positive semidefinite and R(t) being positive definite for all
t € [0,7]. The positive definite property guarantees that R(t) is invertible.
The superscript T refers to transpose of a matrix.

Considering the set of admissible control

Uga := {u € L'([0,T);R™);u(t) € X CR™ a.ein [to, T].}
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Definition 7.1. The optimal value function refers to the application V :
[0,7] x R™ — R, defined by

V(to, o) := inf {J(to,xo;u); u € Upq} -

Definition 7.2. The optimal control problem is to find, for a given initial
condition z, the control u* € U,y that minimizes the cost functional (7.11).
Furthermore,

V(to, z0) = J(to, zo; u").

With the objective of illustrating the ideas presented here, we considered
the control problem (7.10) to (7.11). The Hamiltonian becomes

1 1
H(t,z,u,\) = §mT(t)Gx(t) + iuTRu + M (Az(t) + Bu).

From the Hamiltonian, we have the optimality equation, derived from

the term uT Ru with respect to u:

P P n n
% (UTRU) = % ZzuiRijUj

i=1 j=1

D) n o n
= % ZZW%(RUW +Rjiu’i)

i=1 j=1

:%(RJFRT)U

= Ru
Derived from the term AT (Ax(t) + Bu), with respect to u:

0 0]
— (A\T(Az(t) + Bu)) = — (\TB
(‘3u( (Az(t) + u)) 8u< u)
= BT\
Therefore, the partial derivative of H with respect to w is:

H
ot _ p, + BT,
ou

hence it follows that
u* = —R'BT)
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we have that
min 1
H(t,z,\) =u € X {()\T, Az + Bu) + 3 [2TGz + u" Ru] } )

using the Hamilton-Jokobi-Bellman optimality equation

OV [V N OV VN L
0t+<6x7Ax>_2<3x’BR B 8w>+2<x ,Gz) =0

We will now make the most important hypothesis-driven development,
which allows us to determine V. Assuming that the value function for the
linear quadratic problem has the form:

1
Vi) = 5 e P(t)2) , (0) € 0,T] < R,
assuming that P : [0,7] — R™" is continuously differentiable, as the cost
function is non-decreasing, and we can state that P(t) is positive defined for
all t € [0,T]. The assumptions of symmetry for G, R are buried in the above
calculations. Instead of using A, wen found a matrix function P(t) such that
A(t) = 2¥ = P(t)x(2).
Substituting the expression for V into the HJB equation, we obtained

{2, Y (t)x) =0,
in which
Y (t) = P'(t)+ P(t)A+ ATP(t) — P(t)BR™'BT P(t) + G.
the problem now is to find a matrix function P such that Y (t) = 0. The
following theorem guarantees this result.

Theorem 7.3. Let P(t) be a continuous and differentiable symmetric matriz
with respect to time t on an interval [0,T], considering the Riccati equation:
OP(t)
ot

in which A is a constant matriz of size n X n; B is a constant matrix of size

= -ATP(t) - P(t)A+ P(t)BR'BTP(t) - G

n X m; R is a positive definite matriz of size m X m; and G is a constant

symmetric matriz of size n X n. Optimal control is the form
u* = —R'BTA.
Then, for each initial condition P(0) = Py, there is a unique solution P(t) to

the Riccati equation defined by [0,T), associated with control systems (7.10) to
(7.11).
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Simple ODE techniques can be used to solve the problem because, once
the Riccati matrix equation for P is solved, the control is given by an equation
in z, and z is given by an ODE in w. The proof for this theorem can be seen
in detail in Baumeister and Leitao (2008).

We considered the control system (7.10), whose governing matrix is

1 0 0 0
A |0 ~Ortptn) 0 0
0 (n—e) —(p+p) 0
0 Y p —

The control operator is assumed to be

10
B 0 1 ,
0 0
0 0
1000
and 325317 G_ |0 100
0 0 0O
0 0 0O
The (7.10) system is added to a control measure to decrease COVID-19
transmission, in which the optimal control policy u* = —R~!'BT\ determines

how the system should be controlled to minimize the cost functional. The main
objective of optimal control is to reduce the number of individuals susceptible
S(t) to and infected I(t) with COVID-19 in the population and the overall cost
of controlling the disease dynamics. Then, the cost functional (7.11) can be
rewritten as the following eq. (7.12)

T(u,z) = % VOT(SQ 412 +u2)dt], (7.12)

with, u* = —[1/2X 1/2\]T.
By solving the Riccati equation for internal control u*(t), we obtained
eq. (7.13)
OP(t)

5 = —ATP(t) - P(t)A+ P()BR™'B"P(t) — G. (7.13)
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For this example, we specified the ingredients as follows: T = 30; pu =
0.02, a=02,A=02;,vy=01;7=02;¢=0.1; p=0.3; A = 1.5. And by
using the fourth order Runge-Kutta method we solved the equation, as shown
figure 3.

Evolution of the P matrix over time
T

25

P norm

0 I I I I I
0 10 20 30 40 50 60

Time

Figure 3: Evolution of the P norm.

The P(t) matrix, obtained as the solution of the Riccati equation, is
directly related to optimal control. This tool is used to find the control input
that minimizes system costs over time. The P(t) matrix norm in the context
of the Riccati equation provides information about controlled system stability,
indicating whether or not it has stabilized, as it converges to a constant value
over time. The graph shows, according to figure 3, this evolution by indicating
how optimal control also converges and ensures both stability and adequate
performance for the entire controlled system. In the next section, we will show

optimal control numerically.

8. Numerical simulations

We will see numerical simulations in this section to demonstrate the

model dynamic characteristics, equilibrium point stability and optimal control.
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Using MATLAB™ software, we performed numerical simulation in model (2.3)
and estimated the basic values of the model parameters. We will see the results
of stabilization to endemic and disease-free equilibrium points. We showed how
to solve the suggested optimal control problem. We simulated and compared
different situations to control the spread of COVID-19. The results of simula-

tion are shown in the following diagram.

In system (2.3), v = 0.1, . =0.02, p=0.3, ¢ = 0.1, n = 0.2, A = 0.2,
and v = 0.05. When a = 0.08, we have Ry = 0.7143 < 1, and with the
initial condition (9,1,0,0), the solution converged to the free-disease solution
(2.8571,0,0,0.0041). Figure 4 shows numerical simulation. From Theorem 5.2,
we noticed that Fj is globally asymptotically stable.

1§usceptible population over time Infectious population over time
2
15
7 5 = 1
0.5
0 0
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Time (days) Time (days)
0 6Quaramine population over time 4Recovered population over time
3
0.4
o3 2
0.2
1
0 : : : — 0
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Time (days) Time (days)

Figure 4: Variational curves of S, I, @Q, and R

In system (2.3), v = 0.1, u = 0.02, p =03, ¢ = 0.1, n =02, A =
0.2, and v = 0.05. When a = 0.2, we have Ry = 1.7857 > 1, and with
the initial condition (9,1, 0,0), the solution converges to the endemic disease
solution (1.6,0.275,0.0859, 2.6660). Figure 5 shows numerical simulation. From
Theorem 5.4, we noticed that E* is globally asymptotically stable.
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Figure 5: Variational curves of S, I, @, and R

Additionally, we set the same initial conditions and parameters as in
the previous simulation, and we had the following examples. The quarantine-
free (n = 0) and vaccination-free (v = 0) model reproduction number Ry is
16.6667 > 1, as shown in numerical simulation figure 6. The reproduction
number Ry vaccination-free (v = 0) model is Ry = 6.2500 > 1, as shown in
numerical simulation in figure 7. The reproduction number Ry quarantine-free
(n = 0) model is Ry = 4.7619 > 1, as shown in numerical simulation in figure
8.

1l?usceptible population over time 8Infectious population over time

S()
1)
N

| ——

0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Time (days) Time (days)
0Quarantine population over time 2Recovered population over time
-0.5 — T T T 15
S !
-1.5 0.5
-2 0
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Time (days) Time (days)

Figure 6: Variational curves of S, I, @, and R with Ry = 16.6667 > 1
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Figure 7: Variational curves of S, I, @, and R with Ry = 6.2500 and v =0

1gusceplible population over time 8Infectious population over time
6
&5 4
2
. —
0 0
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Time (days) Time (days)
é;uaramine population over time 2Recovered population over time
-0.5 15
s 1 g1
-1.5 0.5
-2 0
0 100 200 300 400 0 100 200 300 400
Time (days) Time (days)

Figure 8: Variational curves of S, I, @), and R with Ry =4.7619 and n =0

Moreover, we have the evolution of the state variables without the pres-
ence of the optimal control strategy. Considering the Riccati equation (7.13),
T=30,vy=0.1 =002 p=03,e=01n9=02 A =02, and v = 0.05.
When a = 0.2, we have Ry = 1.7857 > 1, and with the initial condition
(9,1,0,0), figure 9 shows numerical simulation.
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Figure 9: Variational curves of S, I, @, and R without optimal control

In this next simulation, we will perform numerical simulations for an

optimal control strategy given by theorem 7.3. Considering the Riccati equation
(7.13), T =180, v = 0.1, p = 0.02, p = 0.3, ¢ = 0.1, n = 0.2, A = 0.2, and
v =0.05 and A = 0.5. When a = 0.2, we have Ry = 1.7857 > 1, and with the
initial condition (9,1,0,0), figure 10 shows numerical simulation.
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System Dynamics

10 15
Time

20 25 30

Figure 10: Variational curves of S, I, @, and R with optimal control
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9. Results

In this section, we will discuss and analyze the COVID-19 spread waves
patterns presented in the numerical simulations previously. To do this analysis,
we will take as a parameter the basic reproduction number Ry.

We have from Theorem 5.1 that if Ry < 1, the solutions converge to
disease-free equilibrium of system (2.3), as we can see in figure 4. This means
that, when the number of newly infected I(t) is zero in the system, the disease-
free equilibrium point occurs. This can occur when the number of individuals
susceptible to S(t) is small as a result of vaccination or when the amount
of infected I(t) recovered R(t) is small enough to prevent the disease from
continuously spreading in the population. This confirms the fact that the
system is also controllable (Theorem 6.3). Besides that, a system is controllable
if, and only if it is stabilized (Micu and Zuazua (2004)).

On the other hand, when Ry > 1, we have a system converging to
endemic equilibrium solution of system (1.6,0.275,0.0859,2.6660), as in figure
5. In system (2.3), the endemic stabilization point occurs when the number of
people entering the I(¢) compartment is equal to the number of people leaving
the compartment for reasons of Q(t) quarantine, R(t) recovery, or death.

In other words, at endemic equilibrium point, the number of new cases is
equal to the number of recovered or quarantined cases, thus providing a balance

in the number of infected cases in the population over time. Actually,

aSI = pl +~I +nl =0.088.
ORy _ ORy

Note that Ry depends as much on v as on 7 and e > o In fact,
v Ui

6R0 Aa

ov  (p+v)?2(y+p+n)

and OR A
0 (07
— 9.14
o (p+v)(y+p+n)? (-14)

in which & = 1.0449 and &% = 0.0234.

Continuing our analysis, we can see in the simulation presented in figure

7 that, when a system presents v = 0 and 7 # 0, the number of reproductions
increases approximately 1.3 more than when considered = 0 and v, with a 5%
vaccination rate (simulation 8). We noticed that the number of basic reproduc-

tion increases very quickly when we consider v = 0 and 7 = 0 (simulation 6),
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in which we do not consider any kind of control over the spread of the disease.
From this, we concluded that the presence of the vaccine is more effective as a
control strategy than just control of infectious individuals.

From the analysis, we noted that isolating infected individuals can be
considered as a disease spread control strategy but as our main objective is
to verify the effectiveness of the vaccine use strategy, we will take the isola-
tion rate of constantly infected individuals equal to 1 and vary the population
vaccination rate for optimal control simulations.

Finally we showed optimal control, taking into account 7.3, which pro-
vides us with an optimal control strategy u* = —R~™'BT), minimizing the
functional cost (7.11), which gives us the system performance over time. Con-
sidering Ry > 1, we have here a context of spread of the disease, so we analyzed
this scenario without the presence of an optimal control strategy (figure 9). We
can see how state variables are unstable, and it is only possible to obtain a sys-
tem stability by increasing the percentage of the vaccinated population, i.e.,
from 35% of the population immunized we can maintain spread curves sta-
ble. On the other hand, when we used the optimal control strategy u*, it was
possible to see a better system performance and consequently a reduction in
coststhat we can obtain the same results with less effort in applying control
(figure 10). Therefore, the vaccine presents itself as a state strategy to control

system replenishment, effective in combating the spread of COVID-19.

10. Conclusion

In this article, we studied the behavior of COVID-19 spread by using a
compartmental SIQR model, with vaccination as the main prevention strategy .
We studied model equilibrium points and stability, controllability, and optimal
control for the system, finally presenting some numerical simulations to sup-
port the theoretical results. From equilibrium points and stability analysis, we
learned about two constant solutions: one was the disease disappearing quickly
and the other continued to infect a small portion of the population, depending
on the value of Ry. By using the simulations, we showed the behavior of system
(2.3) and also learned that the presence of vaccination can decrease the basic
reproductive number faster than the isolation of infectious individuals, even-
tually bringing the number of infections to endemic equilibrium. By applying
optimal control strategies, it was possible to optimize the logistical costs of the
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vaccine and reach endemic equilibrium more quickly.

We concluded this work by emphasizing that, for future work, this study
can be carried out for the same models, combinations of varied control strate-
gies, improving our knowledge about the behavior of this type of system and

also our understanding of infectious diseases
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Resumo. Este trabalho propoe uma alternativa para a realizacao de mode-
lagem de sistemas dinamicos, utilizando um sistema de base de regras fuzzy
(SBRF), cujas regras sao obtidas com o auxilio de um método de aprendizado

de maquinas para clusterizacdo, mais precisamente o método K-means.
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1. Introducao

Propor uma modelagem para um campo vetorial de um sistema diné-
mico nao costuma ser uma tarefa facil, pois hé diversos obstaculos relacionados
a incertezas intrinsecas do objeto de estudo. Deste modo, os Sistemas de Bases
de Regras Fuzzy (SBRF) podem auxiliar na modelagem de campos vetoriais,
por se tratar de uma ferramenta capaz de lidar com dados incertos e/ou parci-
ais das dinamicas estudadas. Esse tipo de abordagem de aproximar um campo
vetorial parcialmente conhecido por um SBRF é denominada de sistemas par-
cialmente fuzzy ou, simplesmente, sistemas p-fuzzy (Barros et al., 2016). Uma
outra vantagem de utilizar SBRF é que as regras dos sistemas podem ser inter-
pretadas através de uma linguagem mais natural o que facilita a compreensao

e a interdisciplinaridade entre especialista de areas diversas.
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Além disso, quando dispomos de dados, a elaborac¢ao do sistema de regras
pode ser assistida pelo uso de técnicas adequadas para tratar estes dados, tal
como o emprego dos algoritmos de aprendizado de maquinas.

Neste contexto, o presente estudo propoe automatizar a geragao de re-
gras, de modo que os conjuntos fuzzy (Zadeh, 1965) sejam devidamente delimi-
tados com o auxilio do método de aprendizado de maquinas K-means, cabendo
ao especialista analisar esses conjuntos fuzzy e lhes atribuir significado.

Assim, em posse de um conjunto de dados referentes a um sistema dina-
mico, 0s mesmos sao organizados visando obter a variavel de estado de interesse
(y) e a sua derivada temporal (%), resultando em um grafico do tipo y X %,
cujos pontos sao entradas do método de K-means.

Neste trabalho focaremos no SBRF do tipo Takagi-Sugeno-Kang (TSK),
cujos antecedentes sao conjuntos fuzzy e os consequentes sdao funcoes afins.
Dado os agrupamentos produzidos pelo método K-means, determinamos os
conjuntos fuzzy antecedentes utilizando a projecao dos agrupamentos obtidos
no eixo horizontal do grafico e, com o auxilio do método dos quadrados mini-
mos, os consequentes foram obtidos por retas que melhor se ajustam aos dados
de cada grupo. Relacionando os conjuntos antecedentes e consequentes por
regras fuzzy conjuntivas, obtem-se um SBRF do tipo TSK que estima o campo
associado a din&dmica de y, isto é, que estima % dado o estado de y. Em se-
guida, através do método numérico de Euler, conseguimos plotar a solugao do
nosso sistema p-fuzzy. A fim de comparar a qualidade da nossa estratégia de
gerar automaticamente a base de regras de um sistema p-fuzzy assistido por
um método de aprendizagem de maquina, iremos comparar a solugao do sis-
tema p-fuzzy produzido com a solugao original de um problema de valor inicial

conhecido.

2. Estado da arte

Dentro da literatura existente relacionada aos assuntos abordados aqui,
traremos alguns dentre os trabalhos mais interessantes e de maior relevancia.
Por exemplo, quanto a utilizacao de sistemas fuzzy para auxilio de tomada de
decisbes referente s COVID-19, em Arora et al. (2021) os sintomas de algumas
caracteristicas relevantes dos individuos foram utilizados como antecedentes
fuzzy para um sistema de inferéncia fuzzy, a fim de avaliar a necessidade de

tratamento médico e isolamento o mais cedo possivel, apresentando 97,2% de
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precisao.

Alguns trabalhos tém surgido na linha do fuzzy K-means, de modo a
suavizar a intersecao dos agrupamentos, permitindo que um elemento possa
pertencer a mais de um grupo. Wang et al. (2023) utilizaram essa aborda-
gem para realizar anélise de comportamento de preservacao de privacidade em
redes inteligentes, tendo alcancado resultados semelhantes aos do método tra-
dicional, centrado em dados independentes, além de permitir a preservagao da
privacidade dos participantes.

Dentre os trabalhos mais recentes que estao relacionados com a utilizagao
de SBRF e com métodos de aprendizado de maquinas, podemos destacar duas
abordagens muito interessantes.

Em Sharaff et al. (2023) temos a utilizacdo da ferramenta VADER em
conjunto com sistema nao supervisionado baseado em regras fuzzy, para fins de
classificagdo das avaliagoes. A ferramenta VADER, (Valence Aware Dictionary
and sEntiment Reasoner), consiste em uma biblioteca de processamento de
linguagem natural, utilizada para fazer a anélise de textos escritos.

Assim, tal ferramenta foi utilizada para realizar a classificacdo das ava-
liacOes realizadas na Amazon Fine foods, atribuindo a cada palavra uma cate-
gorizacao positiva e uma negativa, podendo estas serem alta, média ou baixa.
Essas duas sao relacionadas através de um sistema experimental nao supervi-
sionado baseado em regras fuzzy, que consiste em nove regras para classificar
as avaliagoes em positivas ou negativas.

Alcaniz et al. (2023) faz um comparativo da utilizagdo de algoritmos de
aprendizado de méiquinas em conjunto com outras metodologias, para realizar
a predicao de energia fotovoltaica. O estudo avalia publicacoes realizadas entre
2000 e meados de 2022 e dentre essas, a abordagem fuzzy apareceu apenas duas
vezes, de modo que a unica vez na qual foi empregada com o método de K-
means, foi utilizada para incluir uma intersegdo gradativa entre dois clusteres.

Embora seja um recorte dos trabalhos que utilizam aprendizado de ma-
quinas para predicao, esse trabalho nos d4 uma dimensao de como estudos
envolvendo logica fuzzy e aprendizado de méquinas sao escassos, além de nao
usufluir da interpretabilidade fornecida por métodos nao supervisionados para
fazer analises fuzzy.

No geral, podemos notar que ha uma lacuna em relagao a trabalhos que
oferecam uma alterativa para automatizar a geracao de regras, bem como de

trabalhos que relacionam sistemas p-fuzzy e algoritmos de aprendizado de mé-
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quinas. Neste sentido, nosso trabalho visa preencher esses hiatos e se apresenta
com alternativa para geragdo automatica de regras fuzzy, para descri¢do de

campos vetoriais de sistemas dinamicos.

3. Sistemas p-fuzzy

Utilizaremos um Sistema de Base de Regras Fuzzy (SBRF), que consite
em um mapeamento do tipo ®(-) = D(I(F(+))), em que F é o modulo de
fuzificacdo, I é o modulo de inferéncia e D o médulo de defuzificagdo (Pedrycz
e Gomide, 2007). No modulo de fuzzificacdo, contaremos com o método de
inclusdo canonica, que consiste em uma funcao que associa cada vetor x € R"
com o subconjunto fuzzy {z} € F(R™).

Para o modulo de inferéncia, estamos tomando o método (TSK) de
Takagi-Sugeno-Kang (Takagi e Sugeno, 1985), que obedecera ao formato (3.1)

K
Z wjgj(ml, ,xn)
j=1

y = Vi=1,..K, (3.1)

K
> wj
j=1

de modo que w; indica o grau de pertinénica de (z1, ..., z,) no j-ésimo antece-
dente, g; a j-ésima fun¢ao abordada que, neste caso, sdo retas, com j =1, ..., K,
sendo K o ntumero de regras do SBRF.

Ja para a defuzificagdo, tomamos o método do centro de massa D(B)
(Castro e Delgado, 1996). Mais precisamente, seja B um subconjunto fuzzy,

no caso continuo, o centro de massa D(B) é dado por

_ Jx*B(x)dx
[y B(@)dz

Cabe ainda ressaltar que utilizamos regras conjuntivas R;, com i =
1,..., K € N (Zadeh, 1994), que obedecem a estrutura

D(B)

R;: If x is A; then y = g;(x), i=1,..,KeN

E por fim, para a obtencao da solucao do sistema p-fuzzy, utilizaremos
o método numérico de Euler (Barros et al., 2016).

Tn+1 = T + fN(tnaxn)hv
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em que h é o tamanho do passo tomado e f(tn, xn) € a saida do SBRF para a
entrada (t,,z,).

4. Aprendizado de maquinas

O aprendizado de maquinas (machine learning) consiste em uma série
de tarefas que sao “ensinadas” para a méiquina sem que esta tenha sido explici-
tamente programada para realizadar aquela tarefa (Bishop e Nasrabadi, 2006).

Na maioria das vezes, tal processo de aprendizado se d4 por exemplos.

Existem trés grandes grupos de algoritmos de aprendizado de maquinas:
o aprendizado supervisionado, o ndo supervisionado e o por refor¢o (Jane e
Ganesh, 2019). Aqui sera utilizado um método do tipo ndo supervisionado.
Nesse tipo de abordagem, os dados processados nao possuem qualquer tipo de
rotulacao prévia, buscando por padrdes ocultos que serao uteis para auxiliar
na resolucao de problemas.

Essa capacidade de encontrar padrdes nos fornece interpretabilidade, o
que tem grande importancia na presente proposta, pois permite ao especialista
dar significado aos grupos gerados, por isso o interesse nesse tipo de método.

Sendo mais especifico, utiliza-se o método de K-means, que requer como
entrada apenas o nimero de agrupamentos desejados (K) e o conjunto de dados
que se quer analisar. Entao, ele realiza a separacao dos elementos em K grupos
disjuntos, indicando os elementos mais proximos por rétulos em comum (aqui,
optamos por utilizar cores), além de indicar seus respectivos centroides, de
modo que os centroides sao os pontos que minimizam a distancia dos elementos
do grupo em relacdo a ele, e maximiza a distancia em relagdo aos pontos nao

pertencentes ao grupo em questao.

Na figura 1 temos um exemplo da aplicagdo do método, em que a es-
querda temos uma dispersao de pontos. Ao utilizar esses elementos como dados
de entrada, junto com o nimero de agrupamentos desejados (tomamos K = 4),
obtemos a imagem & direita, de modo que os elementos que pertencem ao
mesmo grupo estao assinalados em cores iguais, além da indicagao do centroide

de cada grupo em cinza.
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Figura 1: Exemplo de aplicagao do método de K-means.

Note que o algoritmo nao realiza qualquer mudanca em relacao aos ele-
mentos, apenas os identifica e mostra quais pertencem a qual grupo os sinali-
zando com o mesmo rétulo. Além disso, algumas configuragdes de dispersao
podem nfo ser triviais e mesmo assim o método sempre converge (Bishop e
Nasrabadi, 2006).

5. Metodologia

Neste estudo, estamos interessados em partir de um campo vetorial cujo
formato seja semelhante ao da curva de crescimento populacional de Verhust,
uma vez que esta é bastante conhecida na literatura, proporcionando meios de
verificar e validar os resultados obtidos. Assim, precisamos organizar os dados
para que a realizacao de comparagoes seja possivel.

Logo, podemos partir de dados referentes a um sistema dinamico (y), que
possuam uma distribuicao semelhante & curva de Verhult, ou podemos iniciar
tomando um campo referente & média mével de um evento, pois o acumulado
desses fornecerd um grafico analogo ao que buscamos.

Em seguida, definido o conjunto de dados (y) a ser tratado, encontramos
a sua derivada (%) utilizando o coeficiente angular fornecido pelo método
dos quadrados minimos. Assim, podemos obter um gréafico que relaciona o
sistema dindmico com a sua derivada (y X %). Esse grafico contém os dados
que, juntamente com o numero de agrupamentos desejados (K), servirdo como
entrada para o método de K-means.

Entao, o método de K-means fornece K clusterizacoes e podemos realizar
suas projecoes no eixo horizontal de modo a obter os conjuntos antecedentes,

cujo centroide indica o ponto de maior pertinéncia da regra e também o ponto
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cujas regras vizinhas nao tém pertinéncia, de modo que estamos utilizando
conjuntos trapezoidais para os extremos e triangulares para os demais.

Ja para definir os conjuntos consequentes, tomamos o ajuste de retas
fornecido pelo método dos quadrados minimos, em relagao a cada grupo. Agora,
as regras antecedentes e consequentes sao relacionadas através de regras fuzzy
do tipo conjuntivas, com a utilizacdo da inferéncia de Takagi-Sugeno-Kang, e
tomamos o método de Euler para nos auxiliar a observar a solucao obtida pelo
sistema p-fuzzy. Por fim, a medida de RMSE auxilia a comparar o resultado
com a curva original (y), com o intuito de ter um indicativo de quio proximos

ou distantes estamos do esperado.

6. Resultados

O emprego do nosso método versa sobre os dados de um campo que
representa um sistema dinamico referente ao nimero de 6bitos decorrentes da
COVID-19, no periodo que corresponde de 25 de fevereiro de 2020 até 20 de
junho de 2022. Fonte: https://covid.saude.gov.br/.
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Figura 2: Grafico de mortalidade populacional

Os dados foram separados de acordo com as trés curvas principais que
correspondem cada uma a uma “onda” da doenga, indicadas por barras verti-
cais. A finalidade com essa divisdo ¢ fazer uma investigacdo mais profunda dos
dados. Assim, uma vez que tais dados sdo analogos & média diaria de Obitos,
colocamo-nos em sequéncia, obtendo para cada onda estruturas semelhantes &

curva de Verhulst, como podem ser verificadas na figura 3.



52

150000

400000

300000

200000

mortalidade acumulada

T 100000

¥

0

o 50 100 150 200 0
nimero de dias

(a) Primeira onda

00 400 500 &0
nimero de dias

(b) Segunda onda

50000

40000

30000

20000

mortalidade acumulada

. 10000

¥y

Figura 3: Numero de 6bitos (y).

Queiroz, Florindo & Esmi

&5 700 725 750 755 B0 25 BSO
namero de dias

(¢) Terceira onda

Assim, aplicamos o método dos quadrados minimos aos elementos da

figura 3 a fim de estimar suas respectivas derivadas temporais através dos

coeficientes angulares fornecidos pelo método, resultando estao na figura 4.
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A seguir, relacionamos os graficos da figura 3 com os da figura 4, obtendo

entdo trés graficos do tipo (y X %), ilustrados na figura 5.
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Os gréficos presentes na figura 5 sao importantes pois sao utilizados
como dados de entrada para o método de K-means, juntamente com o niimero
de agrupamentos desejados. Apods a aplicacao do algoritmo de agrupamento,
recebemos um grafico semelhante, com os grupos de interesse sinalizados por
cores distintas. Esses grupos serao a base dos nossos conjuntos fuzzy antece-
dentes e consequentes. Logo, ap6és utilizarmos o método de aprendizado de

maquinas, chegamos & figura 6.
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Figura 6: Aplicacdo do método de K-means.

Na figura 6, tomamos o nimero K = 6 para a realizagao dos agrupamen-
tos, de modo que esse nimero foi obtido empiricamente, através de testes que
utilizavam diferentes numeros de grupos e diferentes configuragoes para os con-
juntos fuzzy consequentes, e esse numero de agrupamentos apresentou maior
estabilidade e resultados mais préximos ao campo original. Esses experimentos
sao melhor detalhados em Queiroz (2023).

Ainda sobre a figura 6, fizemos a projecao dos conjuntos obtidos no
eixo horizontal, de modo que o centroide de cada grupo indica o ponto de
pertencimento maximo da regra, e o limite das mesmas serd dado pelo tamanho
da projecao de cada grupo, compondo assim as regras antecedentes, tal como
na figura 7.

Ja para encontrar os consequentes, utilizamos o método de Takagi-Sugeno,
cujas regras sao dadas pelos ajustes de retas que passam por cada grupo, de
modo que cada grupo é descrito por uma reta diferente. Para esse ajuste de

curvas linear, utilizamos o método dos quadrados minimos.
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Figura 7: Conjuntos antecedentes.

Podemos entao relacionar os conjuntos antecedentes e consequentes, obendo
entao um SBRF, com a inferéncia de Takagi-Sugeno e o médodo de defuzzifica-
¢ao do centroide. Com o auxilio do método numérico de Euler, obtemos a saida
do SBRF, correspondendo a trés curvas de Verhulst ajustadas. Os resultados

podem ser conferidos na figura 8.
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Figura 8: Solucoes obtidas.

Para comparar os resultados na figura 8 com os originais que estao descri-
tos na figura 3, foi utilizada a Raiz do Erro Quadrético Médio (RMSE, acronimo
do termo em inglés Root Mean Squared Error), que nos indica a proximidade
entre ambas, sendo obtida pela férmula:

RMSE =

em que z; corresponde aos valores reais e y; é referente aos valores obtidos
Os RMSEs
resultantes das andlises da primeira, segunda e terceira ondas foram RMSE =
11.261,39, RMSE = 4.695,17 e RMSE = 1.601, 82 respectivamente, que sao
valores pequenos levando em consideracao que estamos trabalhando com dados

através do nosso método, considerando série com n elementos.

na ordem de 106.
Além desse aspecto quantitativo, também podemos notar que as curvas
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geradas preservam todas as nuances das curvas originais. Logo, podemos con-
siderar que tratam-se de boas aproximacoes também qualitativamente falando.

7. Conclusoes

Para quantificar os resultados obtidos e ilustrados na figura 8 tomamos
o calculo do RMSE. Uma vez que resultaram em valores baixos de RMSE, isso
¢ um indicativo de que as curvas adquiridas através da metodologia proposta
geraram curvas proximas as originais. Assim, temos que a utiliza¢do de um
SBRF com inferéncia de Takagi-Sugeno cujas regras sao obtidas com o auxilio
do método de aprendizado de maquinas K-means mostrou-se coerente e uma
alternativa viavel para a realizacdo de modelagem de campos vetoriais para

sistemas dinamicos.
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Resumo. Este estudo aborda a adaptagdo de um modelo matematico que
simula a dinamica do sistema planta-polinizador. O trabalho se baseia em da-
dos experimentais e modelos anteriores que levam em consideragao a interagao
complexa entre dois tipos de plantas e um polinizador, levando em conta a
influéncia da memoéria dos polinizadores em relacao a presenca de néctar nas
plantas. Para simplificar o modelo e adequa-lo as necessidades deste estudo,
removemos interagoes secundérias e consideracoes sobre a memoria dos polini-
zadores. O modelo simplificado resultante consiste em um sistema de equagoes
diferenciais que descrevem a interag@o entre uma planta e um polinizador em
relagdo ao mutualismo. Este trabalho visa validar a viabilidade e a precisao
do modelo simplificado, com o intuito de determinar se os dados disponiveis
podem ser adequadamente representados por este novo modelo. Além disso,
apresentamos uma solu¢do numérica para comparar os resultados aos obtidos

por dados experimentais.

Palavras-chave: Biomatemdtica; sistema dindmico; equacdes diferen-

ciais.

1. Introducao

Polinizagdo é um processo que ocorre na natureza e consiste um levar os

graos de poélen da parte masculina da flor para feminina, esse transporte pode

ser feito pela propria planta, dgua, vento e/ou animais (Lima, 2016). No caso

lisadora220051@ilum.cnpem.br

2

marcos220057Qilum.cnpem.br

3paola220041@ilum.cnpem.br
4pedro2200451Qilum.cnpem.br



58 Marcondes, Leite, Ferrari & Sophia

de animais, a relagao ecolégica entre os seres envolvidos é o mutualismo, ja
que tanto as plantas como os animais se beneficiam, ja que as plantas podem
fecundar e os animais recebem pélen e néctar. A polinizacao é importante pois
ela é responsavel por gerar grande parte de frutas, flores e alimentos disponiveis
para consumo humano e por isso, a perda dos animais polinizadores pode gerar
desequilibrio nos ecossistema terrestres, afetar diversidade producdo alimenti-
cia, colocar em risco seguranca de plantas e gerar crises alimenticias que podem
se tornar financeiras. Logo, o sistema de polinizagdo afeta diretamente a vida
de muitos animais, assim como dos humanos (Abrol, 2012).

A partir da importancia desse sistema, diversos estudos vém sendo fei-
tos de modo que a dindmica planta-polinizador possa ser simulada e descrito
matematicamente (Mitchell et al., 2009).

O modelo que iremos validar aborda a interagdo entre dois tipos de plan-
tas e um polinizador, levando em consideragao o efeito de memoria adquirido
pelos polinizadores em relacao as plantas que nao oferecem néctar, mas ainda
precisam ser polinizadas. Assim, esses polinizadores, em sua maioria insetos,
recordam-se de que essa planta especifica nao possui néctar e deixam de visité-
la. No entanto, com o passar do tempo, esses animais tendem a esquecer e
retornam a essas plantas, resultando em um comportamento oscilatério perio-
dico. Vale a pena ressaltar que a relacao com as plantas que nao sao poliniza-
das nao pode ser chamada de parasitismo, como dito em Vazquez e Barradas
(2018), pois relagoes parasiticas consistem na sobrevivéncia e reproducdo do
parasita a custa da satde do hospedeiro (Solomon et al., 2014), o que néo é o
caso descrito no modelo.

Assim, o grupo de seres vivos foi dividido em trés:

(1) as plantas com relagbes mutualisticas com os insetos;
(2) as plantas com relagbes ecoldgica negativa (que “enganam” os insetos) e
(3) a populagao de insetos.

O trabalho visa adaptar esse modelo de equagoes diferenciais, ja des-
crito na literatura (Vazquez e Barradas, 2018), para algo mais simples, levando
em consideracdo uma planta e um polinizador, em mutualismo e sem efeito
de memoria, e validar essa mudanca com um conjunto de dados adquiridos

experimentalmente por Erickson et al. (2022).
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2. Preliminares

O presente artigo aborda o método de Runge-Kutta de quarta ordem
como solu¢do numérica a fim de verificar a aplicacdo do modelo descrito na
literatura (Mitchell et al., 2009) em problemas simplificados.

Esse método é um dos modelos numeéricos para solu¢gdo de EDOs, prin-
cipalmente usado quando solucoes analiticas precisas sao dificeis de obter. Ele
consiste em estimativas iterativas para solucao da EDO em pontos discretos ao
longo de um intervalo.

Seja um problema de valor inicial

y' = f(t,y), y(to) = yo,
o método Runge-Kutta de ordem quatro é dado pelas seguintes equagoes
h
Ynt+1 = Yn + g(lﬁ + 2ko + 2ks + ka),

em que
t7z+1 =tn + h,

sendo y,+1 a aproximacao pelo modelo de y(t,+1), e

by = f(tnyyn)v
h h
ky = f(tn+27yn+2k1>v
h h
k3 = f(tn+2ayn+2k2>v
k'4 - f(tn + h7 Yn + hkS)

Como o método é de quarta ordem o erro associada a cada passo é da
ordem de h® e erro total acumulado ¢ da ordem h* (Ruggiero e Lopes, 2000).
Para a solugao numeérica é necessario utilizar de métricas de avaliacao do
modelo, a fim de constatar sua eficiéncia. Neste estudo, empregamos o Root
Mean Square Error (RMSE), traduzido como Erro Quadratico Médio. Essa
métrica quantifica a discrepancia entre os dados experimentais e as previsoes

do modelo numérico, conforme expresso pela seguinte equacao:
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Aqui, n representa o numero total de observagoes, y; sdo os dados experimen-
tais, e y; sdo os dados previstos pelo modelo. O célculo de RMSE inclui a
diferenga entre valores experimentais e previstos ao quadrado, (y; — y})?, sem
considerar a direcao da discrepancia (positiva ou negativa). Além disso, incor-
pora a raiz quadrada da média.

E necesséario minimizar o valor do RMSE, uma vez que valores menores
indicam uma concordancia mais precisa entre as previsoes do modelo e os dados
reais. Este principio norteia a otimizacao do modelo, visando aprimorar sua
acuracia.

Enquanto o RMSE fornece uma medida de quao proximas as previsoes
do modelo estdao dos valores reais em termos absolutos, o coeficiente de deter-
minagdo (R?) oferece uma perspectiva diferente, focalizando a propor¢ao da

variancia nos dados explicada pelo modelo. O R? é calculado como:

n

Z(yi - yi)Q

sendo ¢ a média dos valores observados (y;); Z(% —7)? representa a variancia
i=1
total dos dados e o numerador a soma dos quadrados dos residuos, que também

aparece no calculo do RMSE.

Um R? préximo de 1 indica que o modelo explica uma grande parte da
varidncia nos dados, sugerindo um bom ajuste. Por outro lado, um R? baixo
sugere que o modelo nao captura bem as tendéncias nos dados.

E importante notar que, enquanto um RMSE baixo indica previsdes
precisas em termos de magnitude, um R? alto indica que a variacio dos dados
é bem explicada pelo modelo. Portanto, essas duas métricas oferecem visoes
complementares sobre o desempenho do modelo: o RMSE avalia a precisao,
enquanto o R? avalia a adequacio do modelo em termos de explicacio da

variagao dos dados (Ruggiero e Lopes, 2000).

3. Metodologia

Alteracbes do modelo planta-polinizador, tornando-o mais simples, e va-

lidacdo com conjunto de dados observacionais do fenémeno.
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3.1. Modelagem

O modelo descrito na literatura (Mitchell et al., 2009) ¢é escrito dessa

forma, com trés equagoes:

dxy (1—-0)a(zy + x2)xs3
— = —px1(r1 +2) + )
dt pa (@ 2) 1+ axy + B(x2) + ya3
dxo Ua(:vl + (EQ)iL’g

— = —pux2(r1 +2x2) + ,
dt pa (@ 2) 1+ axy + B(x2) + ya3

brixs CTox3

deg
+ - })
14+ axy + B(x2) +vxs 1+ oz + B(z2) +yx3

i = 353(7"3 - M35U3)

sendo u fator de competicao entre as plantas; r3 e ug sao os fatores de cresci-
mento intrinseco e de competicao intraespecifica, respectivamente; o é a taxa
de novos descendentes de 3, os outros parametros estao explicados na tabela

1. A din&mica pode ser visualizada no diagrama da figura 1.
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A
5

}
&

Figura 1: Diagrama que representa o sistema planta-polinizador, no qual o
inseto (x3), nesse caso a abelha, aprende que a flor rosa (z3) nao possui néctar

e para de visita-la, mas passado um periodo ela volta a poliniza-la.
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Tabela 1: Sumario dos diferentes parimetros dentro do modelo e suas dimen-
soes (Mitchell et al., 2009).

Parametro Significado Dimensoes
m Taxa de competicao intraespecifica entre plantas 1/(tempo x nimero de plantas)
143 Taxa de competigio intraespecifica entre insetos 1/(tempo x namero de insetos)
r3 Taxa de crescimento intrinseco dos polinizadores 1/tempo

Taxa de encontros efetivos entre insetos e plantas . .
a o . . . . 1/(tempo x namero de insetos)
multiplicada pelo beneficio que um inseto proporciona & planta

Taxa de encontros efetivos entre insetos e plantas 3
L . . . 1/(tempo x namero de plantas)
multiplicada pelo beneficio que uma planta proporciona ao inseto
Taxa de encontros efetivos entre insetos e plantas 3
c o R . . - 1/(tempo x namero de plantas)
multiplicada pelo custo incorrido por um inseto a cada visita
Taxa de saturagao que mede a capacidade do ;
a ; . 1/namero de plantas
inseto de visitar uma flor

Taxa de saturagio de visitas as plantas por ) R
1/ntmero de insetos

v insetos devida & comunicagao intraespecifica entre polinizadores

Fungao que indica a diminui¢do do nimero de

B visitas por inseto devido ao aprendizado. Adimensional
Um exemplo pode ser 3(z) = \z

o Fragdo de novos descendentes do tipo zo Adimensional

A adaptacdo do modelo consiste na retirada dos termos que descrevem

as interacoes com a segunda planta x5 e o fator de memoria, ficando assim:

dry 2, arixs
> M8
dt 1 1+ axy + yx3
¢ d b
€T3 - _ L1X3
o7 = x3(r3 M3$3)+—1+a$1 I

Além disso, o sistema observado continha cada populacdo de polinizador

e sua interagdo com um unico individuo da planta, por isso podemos considerar

d&Cl

dt

A verificagdo desse novo modelo, escrito a cima, seré feita por comparacao dos
resultados obtidos pela solu¢ao numeérica com resultados dos dados experimen-

tais.

3.2. Verificagao numérica

Para verificar a aplicabilidade da simplificagao proposta para o modelo
de equagoes diferenciais, vamos utilizar de uma solu¢do numeérica das equagoes

diferenciais acopladas através do método de Runge-Kutta. Ou seja, o ponto
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inicial (21(0),23(0)) é determinado pelos dados experimentais, e o restante é
calculado iterativamente através do método de Runge-Kutta, conforme descrito
na se¢ao Preliminar. Essa solucao numérica serd comparada com os dados ex-
perimentais (Erickson et al., 2022), substituindo os valores iniciais e ajustando

0s parametros u, i3, a, b, 73, @ € 7.

3.3. Dados experimentais da literatura

Os dados experimentais utilizados foram obtidos a partir do artigo “Me-
asuring Plant Attractiveness to Pollinators: Methods and Considerations” que
investigou a dindmica entre polinizadores e plantas em ecossistemas naturais
(Erickson et al., 2022). No entanto, neste trabalho, optamos por restringir
nossa andlise as populagoes de abelhas em diversas espécies de plantas.

Os dados consistem em séries temporais que descrevem a evolugao das
populacoes de abelhas ao longo do tempo, observadas em diferentes cultivares
de plantas. A escolha desses dados permitird uma anélise mais especifica da
interacao entre abelhas e plantas, contribuindo para uma compreensao mais
profunda dos processos de polinizagdo. A solucdo das equacgoes diferenciais
descritas na secao 3.1 serd ajustada aos dados experimentais, permitindo-nos
estimar os parametros e avaliar como o modelo se adapta as observacoes em-
piricas. A figura 2 exemplifica o nimero de abelhas em fun¢do do tempo para

a espécie Veronica ‘Purple Candles’.

Ntmero acumulado de insetos ao longo do tempo para Veronica 'Purple Candles'

— Bee

o} S
8 8

Nimero acumulado de Insetos.
S
8

Tempo (horas)
Figura 2: Exemplo de dados experimentais do ntimero de abelhas x tempo.

Os dados representam a fungdo que descreve o comportamento da po-

pulagdo de abelhas no tempo, ou seja, x3(t). Com o intuito de tornar a fungao



Comparacao entre modelos teéricos e dados experimentais do sistema ... 65

facilmente manipulével, os dados devem ser ajustados a uma func¢ao conhecida,
o ajuste serad descrito na secao 3.4.

3.4. Ajuste do modelo ao polinémio

Uma etapa fundamental neste estudo envolve o ajuste do modelo de
equagoes diferenciais aos dados observacionais das populacoes de abelhas. O
objetivo é determinar os parametros do modelo que melhor descrevem as dina-

micas observadas na natureza e validar empiricamente a eficiéncia do modelo.

Para isso, ajustamos primeiramente uma funcdo polinomial aos dados,
para comparar a derivada da mesma funcao com o campo de derivadas prove-
niente do modelo. A ordem 3 foi escolhida para o ajuste polinomial com base
no erro quadratico médio, conforme a figura 3. O ajuste polinomial se mostra
importante por conta das manipulacoes a serem feitas na fungao que descreve

o comportamento da populacdo de abelhas no tempo.

RMSE para as ordens polinomiais

Em 1° grau
. 2° grau
I 3° grau

RMSE

Plantas

Figura 3: RMSE dos ajustes polinomiais para diferentes espécies.
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Figura 4: A esquerda de cada imagem temos o ajuste para os dados de polini-
zadores com o tempo e & direita o ajuste do modelo da derivada dessa funcao.
Os graficos referem-se as espécies: a) Verbena ‘Meteor Shower’; b) Salvia feri-
naceae ‘Sallyfun Pure White’; c) Perovskia ‘Sage Advice’; d) Salvia nemarosa
‘Midnight Rose’.

Hellanthus ‘suncredibie velow:

Figura 5: A esquerda de cada imagem temos o ajuste para os dados de poliniza-
dores com o tempo e & direita o ajuste do modelo da derivada dessa funcao. Os
graficos referem-se as espécies: a) Helianthus ‘Suncredible Yellow’; b) Lantana
Shamrock ‘Orange Flame’; c¢) Digitalis ‘Panther Pink’; d) Echinacea Sombrero
‘Rosado’.
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Figura 6: A esquerda de cada imagem temos o ajuste para os dados de polini-
zadores com o tempo e & direita o ajuste do modelo da derivada dessa funcao.
Os gréficos referem-se as espécies: a) Veronica ‘Purple Candles’; b) Delphinium
dasante ‘Blue’; c) Lobelia ‘Laguna Sky Blue’.

As figuras 4, 5 e 6 mostram resultados do ajuste do modelo as séries
temporais das populacoes de abelhas para cada cultivar considerado no estudo.
Discutiremos os valores estimados dos parametros do modelo e a qualidade do
ajuste obtida. Essa analise nos permitira tirar conclusbes sobre a eficicia de
como o modelo descreve as dindmicas das populacoes de abelhas e como os
parametros influenciam essas dinamicas.

4. Resultados

Observamos nas figura 4, 5 e 6 que as espécies representadas nos graficos
na figura 4: a), b), na figura 5: b), c) e na figura 6: b) e c) resultaram em um
ajuste satisfatério dos dados experimentais. No entanto, os dados observados
na figura 4: c¢), d), na figura 5: a), d) e na figura 6: a), ndo correspondem
ao modelo proposto. Sendo assim, 54% das espécies estudadas se mostraram
ajustéaveis ao modelo, quando consideramos somente as abelhas como agente

polinizador.
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5. Conclusoes

Observamos que a maioria das espécies resultou em um ajuste satis-
fatorio dos dados experimentais (54% das espécies analisadas), o que nos faz
considerar que os ajustes feitos no modelo estudado da literatura sao suficientes
para predizer dados experimentais de situagdoes menos complexas. Uma hipo-
tese a ser conferida para os dados que nao se comportaram conforme o modelo
é que possivelmente o algoritmo encontrou um minimo local da fun¢do. Uma
solucao seria utilizar diferentes métodos de otimizacdo ou mudar as condigoes

iniciais.
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Resumo. Este artigo investiga o modelo matematico de Gompertz para des-
crever o crescimento de tumores, uma extensao da equacao logistica que cap-
tura o crescimento inicial rapido seguido por um crescimento mais lento a
medida que o tumor se aproxima da capacidade méxima. Iniciamos com a
resolucao da equagao de Gompertz como um problema de valor inicial, explo-
rando suas solugdes gerais e particulares. Em seguida, realizamos uma analise
grafica utilizando pardmetros experimentais, ilustrando como o modelo pode
ser aplicado para entender o crescimento tumoral em estudos com ratos. Com-
paramos nossos resultados com dados biolégicos reais, destacando a utilidade
do modelo de Gompertz na predi¢ao e andlise de crescimento tumoral. Este
estudo contribui significativamente para a Biomatematica ao integrar teoria
matemadtica com dados experimentais, oferecendo indicadores valiosos para a

pesquisa em Biomatemaética.

Palavras-chave: Crescimento tumoral; modelagem matemdtica; equagoes

diferenciais.

1. Introducao

Ao estudar o conteudo de equacoes diferenciais, em especial no estudo
das equacoes logisticas nos deparamos com a equagao de Gompertz. O livro
de Zill (2011) relata que a equagao em questao é “uma modificacdo na equagao
logistica, conhecida como equagao diferencial de Gompertz” que é capaz de

representar crescimento ou decrescimento de populacoes, além de modelar o

Lotavio.matematica@hotmail.com
2gilcelia@ufsj.edu.br
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crescimento de tumores malignos em determinados tipos celulares (Zill, 2011,
p.101). O que nos agugou a curiosidade de conhecer mais sobre o modelo.

O modelo de Gompertz surgiu de estudos realizados pelo matematico
inglés Benjamin Gompertz, que realizou sua pesquisa a partir da taxa de mor-
talidade na companhia de seguros de sua familia. Os feitos de Gompertz re-
sultaram na famosa Lei da Mortalidade, como pode ser encontrado em Boyce
e Diprima (2010); MT MacTutor (2021).

O modelo de crescimento populacional proposto por Gompertz descreve
uma taxa de crescimento grande no inicio e converte, de forma rapida, em um
crescimento mais lento, por este fato, ele consegue modelar diversos crescimen-
tos celulares.

Este modelo é representado por diferentes equagoes, adotaremos a equagao
de acordo com as referéncias Boyce e Diprima (2010); Cavalcanti Filho e Silva

(2018), a saber:

dN k

— =rNln— 1.1

a N (L)
sendo N a funcao que expressa o nimero de células de acordo com o tempo ¢ e
com as constantes r para velocidade de multiplicacao das células (com r > 0)

e k para o tamanho maximo que um tumor pode atingir.

2. Analise da equacao de Gompertz

Repare que o modelo de Gompertz, representado pela equagao (1.1), é

nao linear e se trata de uma equacao autonoma. Resolvendo essa equacao e

considerando Ny como sendo a populagao inicial de células tumorais, podemos

escrever a equagao como um problema de valor inicial (PVI) com N(0) = N,
segue:

% =7rNln (%)

NO) - (2.2)

O PVI acima é soluvel por separagao de variaveis, basta fazer uma ma-

nipulagao algébrica simples e em seguida a integral:

/%:/rdt

Resolvendo a equacao obtemos a solucao geral:
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c —rt

N(t) = ke®™® (2.3)

Aplicando a condigéao inicial, N(0) = Ny na equacao (2.3) chegamos no
valor da constante e®, dada por
Ny

e =Iln—

k

Com isso, a solugao particular é:
N —rt
N(E) = kel 5)e (2.4)

2.1. Analise grafica do modelo de crescimento tumoral de

Gompertz usando parametros experimentais

Para elucidar sobre o crescimento de um tumor no organismo capaz de
oferecer condicbes suficientes e necessarias para seu desenvolvimento, buscou-se
na literatura sobre o assunto os pardmetros que serdo aplicados & equagio (2.4).
Usaremos os valores apresentados por Domingues (2011) como pardmetros para
o esbogo das curvas de interesse, sao eles:

r=0,0060; k = 10"*; Ng = N(0) = 10°

O valor de k, como estabelecido, é a capacidade de suporte do tumor e
foi baseado no fato de que a partir de 10° células é necessario a ampliacio dos
vasos sanguineos (angiogénese) para que o tumor receba nutrientes em toda
sua extensdo, podendo atingir a carga maxima de 10'3 células, como descrito
em Friberg e Mattson (1997).

Usaremos o software MATLAB On-line' para esbocar as curvas de nosso
interesse. Todos os gréaficos nesta sequéncia foram elaborados pelo autor.

Considerando os parametros apresentados e substituindo-os na equagao

(2.4) chegamos na seguinte equagao:

109 _—0,0060¢
013

N(t) =101 (2.5)

YMATLAB On-line é um software de computacio numérica de andlise e visualizagio de
dados e se trata de um ambiente de programagcao sofisticado e de facil entendimento, podendo
ser utilizado em https://www.mathworks.com/products/matlab-online.html. Acesso em 24
de outubro de 2021.
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Para a varidvel tempo (t), é necessério nao interpretd-las em unidades
de tempo, pois ndo tivemos acesso aos pontos para que estes nimeros fossem
estimados, para tanto, vamos usé-la em contagem de periodos iguais. O grafico

a seguir foi plotado com base na equagao (2.5).

12
15 <10 ; ;

Numero de células tumorais

0 500 1000 1500
Numero de ciclos

Figura 1: Gréfico do niimero de células tumorais x ciclos.

Por fim, deseja-se adicionar um fator de tratamento que agird na tenta-
tiva de reduzir o crescimento no gréfico (figura 1) e, consequentemente, reduzir
a velocidade de crescimento tumoral e sua aceleracao, como pode ser verificado

em Domingues (2011).

2.2. Determinagao dos parametros da equacao de Gom-

pertz de um experimento com ratos

O modelo de Gompertz pode ser exemplificado usando os dados encon-
trados no artigo “Monitoramento por imagem de ressonancia magnética do
crescimento tumoral no modelo C6 de glioblastoma com perspectivas de ava-
liacao da terapia de magnetohipertemia” (Silva et al., 2012), para modelar o
crescimento de tumores. O artigo trata de um experimento realizado em ra-

tos Wistar (Rattus norvegicus)? que foram submetidos & aplicagdao de células

2 Acredita-se que o rato Wistar foi o primeiro organismo desenvolvido para uso em pesquisa,
biomédica. Mais da metade de todas as linhagens de ratos de laboratério sao descendentes
da colonia de ratos Wistar original. Um dos principais motivos da utilizacdo desta espécie,
se deve a semelhanga fisiolégica humana e dos periodos de gestacdo serem curtos UNIFESP
(2021).
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tumorais. O artigo tem como objetivo pesquisar um padrao de crescimento
dos tumores, em volume, nos ratos Wistar submetidos ao modelo C6 de Glio-
blastoma Multiforme (GBM)3. Este mesmo considera importante conhecer os
parametros da progressao do tumor para implementagao de terapias, em espe-
cial da hipertermia, que é o aquecimento tumoral, podendo ser realizada pela
inser¢ao de nanoparticulas magnéticas que aquecem a regido tumoral (magne-
tohipertermia) mediante a um campo magnético alternado.

Para continuidade dos nossos estudos elencamos os seguintes itens, reti-

rados de Silva et al. (2012), que serdo tteis a aplicacdo do modelo.

e A concentragao de células GBM implantadas no cértex frontal direito dos
roedores foi de 105células/10uL e a quantidade da solugdo aplicada foi
de 10uL, desta forma inseriu-se 10° células tumorais em cada rato;

e Foram realizadas trés ressonancias magnéticas (RM) nos 149, 21° e 28°
dias ap6s a implementacao das células e foi possivel medir o volume médio

dos tumores nos ratos, apresentados na tabela 1;

Tabela 1: Evolugao tumoral de acordo com os dias, fonte: dados retirados de
Silva et al. (2012).

Observacio RM realizada apés o dia de implantacio  Volume [mm?]
1 14 dias 13,7 £ 25
2 21 dias 31,7 £ 6,5
3 28 dias 122,1 £ 11,8

e Os ratos separados para o grupo de controle receberam apenas o meio de
cultura celular (sem as células) e ndo apresentaram crescimento tumoral
findado os 28 dias de observagao, comprovando que o crescimento tumoral

se deve as células tumorais implantadas;

Precisamos agora estabelecer a quantidade de células presentes nesses

estagios expostos na tabela 1, para isso usaremos os dados a seguir:

3«0 glioblastoma multiforme (GBM) é um tipo de tumor maligno de crescimento répido, se
trata de um tumor cerebral mais comum em adultos [...] Pacientes diagnosticados com GBM
tém um prognéstico ruim e geralmente sobrevivem menos de 15 meses apés o diagnéstico”
(NCI, 2021).
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e “Quando um tumor maligno alcanca cerca de 1 cm de diametro, torna-se
detectével pelos métodos diagnésticos disponiveis e contém cerca de 109
células” (Instituto Nacional do Céancer, 2008, p.39).

A partir desses dados e considerando que o tumor maligno seja uma

esfera perfeita e que seu raio seja de Smm, conclui-se que seu volume é:
4 3 3
V= §7T(5) ~2 523, 6mm

Logo, sabemos que em 523, 6mm? hd 10° células. Fazendo a proporcao

desse dado com os dados da tabela 1, apresentamos a tabela 2:

Tabela 2: Numero de células por observagao

Observagio Tempo (dias) Volume (mm?) Nimero de células

1 14 dias 137 +£25 2,62-107 +4,77 - 106
2 21 dias 31,7+ 6,5 6,05-107 +1,24 - 107
3 28 dias 1221 + 11,8 2,33-10% £2,25 - 107

A partir da tabela 2 podemos gerar trés pares ordenados do tipo (dias

de observagao, nimeros de células), sdo eles:
e Ny =10° com t =0
e Ponto: (14, 2,62 x 107)
e Ponto: (21, 6,05 x 107)
e Ponto: (28, 2,33 x 10%)

Infelizmente, a quantidade de pontos obtidos experimentalmente, nao é
suficiente para uma precisao a uma curva ideal que contivesse todos os pontos de
forma satisfatoria e com minimizagao dos erros na determinagao dos parametros
r e k da equagdo (2.4).

Por ora, uma solucao encontrada para finalizarmos essa modelagem de
forma mais simplificada é usar uma relacao proporcional para encontrar a capa-
cidade de carga dos tumores nos ratos de laboratério. Considere a quantidade
inicial de 10° células quando ¢ = 0 e a capacidade de carga do tumor como 103

células (dados abordados na secdo 2.1). Desejamos descobrir a capacidade de
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carga dos tumores nos ratos, para isso usaremos 10° células como quantidade
inicial de células inseridas nos roedores. Segue a proporc¢ao:

00100
105k,

Resolvendo essa relacio obtemos k, = 10°.

Usando os dados obtidos na tabela 2, construimos a tabela 3.

Tabela 3: Logaritmo natural do nimero de células por tempo
Tempo (dias) In (Ndmero de células)

0 dia 11,51293
14 dias 17,07993
21 dias 17,91885
28 dias 19, 26738

Agora trabalharemos com a equagao (2.4), exprimindo o logaritmo na-
tural dos dois membros da equacao, temos:

No ,—rt

InN(t) = Inke™ =
Aplicando algumas propriedades dos logaritmos, chegamos a seguinte

equagao:

No,
k
Substituindo Ny = 10° e k = k, = 10° na equacdo anterior, obtemos:

InN(t) =Ink +In

InN(t) =1n10° +In107* . e~ (2.6)

A equagao (2.6) pode ser vista como uma fungao exponencial transladada
no eixo y. Considere y = In N (t) e a nova fungéo:

=In10° +In10~%. ¢ 2.7
y

Usando o software SciDAVis* e os dados da tabela 3 plotamos o gréfico
Yy X t, segue:

4S¢ciDAVis é um acrénimo para Scientific Data Analysis and Visualization é um programa
de computador de cédigo aberto e multiplataforma para a plotagem interativa de graficos
cientificos e andlise de dados. O software pode ser obtido em http://scidavis.sourceforge.net/.
Acessado em 23 de outubro de 2021.
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InN(t)

Figura 2: Grafico In (N(t)) x t(dias)

Usando o mesmo software anterior, a partir da curva apresentada pela
figura 2, aplicamos um ajuste de crescimento exponencial a curva. Os dados
fornecidos pelo programa se encontram na figura 3.

Exponential growth fit of dataset: Table1_2, using function: y0+A%exp{xft)

A (amplitude) = -3,12462695085294 +/- 1,53150973072263
t (ifetime) = -15, 7697015372378 +/- 0,0230802021309025
y0 (offset) = 20,6534952642341 +/- 1,53064604408908

Chi"2 =0,164652030992261
R~2 =0,995277652700679

Figura 3: Resultados do ajuste de crescimento exponencial

Repare que o valor de In 10% ~ 20, 73 e est4 dentro do valor estimado para
yo=20=+1 e que In107* ~ —9, 21 esta de acordo com o valor de A = -9+ 1,
dados combinados na comparacdo da equagao (2.7) e pela figura 3, com isso,
podemos estimar que

X
- — —rz =1~ 0,06
15,76 "5

Portanto, inferimos que a velocidade de multiplicacao de células tumorais
ér=0,06 para Ny = 10° e capacidade de carga k = 10°. Esses dados sugerem
que o crescimento tumoral segue um padrao exponencial que se estabiliza ao
se aproximar da capacidade de carga. No entanto, sabemos que um tumor
com 10° células possui aproximadamente 1 cm de didmetro, segundo dados

de (Instituto Nacional do Cancer, 2008, p.39). Portanto, é improvével que um
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tumor em um rato Wistar atinja a capacidade de carga, dado que o cranio desses
roedores é aproximadamente igual ao tamanho de um tumor com capacidade
de carga. Mesmo que isso fosse possivel, haveria escassez de recursos para o
crescimento do tumor e elevada pressao craniana, o que poderia afetar outras

fungoes cerebrais e levar ao ébito.

3 Resultados

Calculamos o valor » ~ 0,06. Este resultado nos sugere que o cresci-
mento tumoral serd mais rapido em ratos que em humanos, é natural que seja,
pois eles vivem de 2 a 3,5 anos. Nao ha uma relagao de proporgao direta entre
a idade humana e a idade dos ratos. Andreollo et al. (2012) faz uma relacdo
entre essas idades, 6 meses de vida do rato é correspondente a 18 anos de idade
humana e 12 meses da vida de um rato corresponde a 30 anos da vida humana,
mostrando que nao hé relacdo direta a qual podemos nos basear. Araidjo ainda
ressalta que em diferentes fases da vida do rato ha diferentes correspondéncias
para as idades humana, um exemplo disso é a fase de puberdade do rato que
é de 4,3 dias e de 1 ano no ser humano, ainda conclui que “Ratos e modelos
animais nas pesquisas em geral podem ser ferramentas muito importantes e
tuteis; seus resultados podem ser aplicaveis nos seres humanos, entretanto, nao

podem ser interpretados como pessoas em miniatura.”

Tendo em vista a exposicao no paragrafo anterior, ja era esperado que
a curva de Gompertz tivesse maior velocidade de crescimento para os ratos do
que para os humanos pois um rato gasta menos tempo que um humano para

que o tumor atinja a capacidade de carga.

Considerando os valores de r, Ny e k, para os ratos e usando a aplicagao
construida no MATLAB On-line, como expomos anteriormente, apresentamos

o grafico 4 a seguir.
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Figura 4: Grafico N(t) x t
x10°
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No grafico 5 a seguir, comparamos as curvas de desenvolvimento tumoral
utilizando parametros para humanos e aqueles obtidos em experimentos com

ratos.

Figura 5: Grafico comparativo N(t) x ¢
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No gréafico 5, comparamos as curvas de desenvolvimento tumoral utili-
zando parametros para humanos e aqueles obtidos em experimentos com ratos
Wistar. As curvas mostram que o crescimento tumoral para humanos, com
uma taxa de crescimento r = 0,006, é mais lento comparado aos ratos Wistar,
em que a taxa é r = 0,06. Isso indica um crescimento mais rapido dos tumores
em ratos. Além disso, a capacidade de carga para humanos (k = 10'?) é muito

maior do que para ratos Wistar (k = 10%), sugerindo que os tumores humanos
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podem crescer mais. Ambas as curvas seguem um padrido exponencial inicial
antes de se estabilizarem a medida que o niimero de células se aproxima da ca-
pacidade de carga, refletindo a limitacao dos recursos disponiveis. A diferenca
nas taxas de crescimento e capacidades de carga entre humanos e ratos destaca
a importancia de considerar essas variaveis ao aplicar resultados experimentais
e desenvolver terapias, garantindo que as abordagens sejam ajustadas para as

caracteristicas especificas de cada organismo.

4. Conclusoes

Por meio deste artigo, foi possivel potencializar os conhecimentos a cerca
da equagdo de Gompertz, que tem um papel muito relevante dentro da Bio-
matematica. Com esse intuito foi possivel analisar a equacao por meio de
valores reais, podendo trabalhar com os parametros com significado biolégico,
atrelando os parametros ja verificados em pesquisas médicas a uma pesquisa
bioldgica que tinha como um de seus objetivos medir o desenvolvimento de
tumores em ratos, complementando a literatura com um estudo de parametros

para a pesquisa.
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Resumo. O presente estudo visa descrever a evolugdo da polui¢do no corpo
aquatico do Igarapé do Pantanal e suas influéncias nas dinamicas interativas
entre presas e predadores. Com o objetivo de avaliar diferentes cenarios do
efeito da poluicao sobre o sistema ecolégico em estudo. Para a modelagem
do fenémeno evolutivo da polui¢do utilizou-se uma equacdo diferencial par-
cial ndo-linear, considerada cldssica no contexto da modelagem que descrevem
fendmemos difusivos-advectivos. Para as dindmicas interivas entre presas e
predadores se considerou um sistema de equagoes diferenciais parciais nao-
lineares acopladas, com dinamicas vitais de Verhulst e a cldssica dindmica
de Lotka-Volterra. Assim, o modelo matemé&tico proposto serd um sistema
dindmico com trés equagles diferenciais parciais acopladas entre si. O mo-
delo e 0 dominio foram discretizados visando uma aproximagado das solugdes
pelo método de diferencgas finitas centrais para a varidvel espacial e diferengas
finitas de Crank-Nilcolson na discretizagdo temporal. Quanto aos resultados
numéricos computacionais obtidos, se pode destacar formagoes de diferentes
cendrios, causados pelos impactos do poluente nas dindmicas interativas das

espécies.

Palavras-chave: Biomatemdtica; impacto ambiental, métodos numéri-

COS.

1. Introducao

A poluicao em meios aquaticos é uma contaminagao por residuos na agua

dos rios, lagos, igarapés, por meio de elementos fisicos, quimicos entre outros,

Lcflsantos16@gmail.com
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que podem ser prejudiciais aos organismos e a sobrevivéncia humana. Trata-se
de um problema sécio-ambiental de alto risco a vida, visto que, a dgua é vital
a sobrevivéncia no planeta. Entre os motivos da poluicao em meio aquaticos
destacam-se as agoes antropicas relativas as atividades economicas. Entre as
vérias consequéncias causadas pela poluigao em corpos aquaticos, destacam-se:
a reducgao dos niveis de oxigénio dissolvidos, formagao de correntes dcidas, in-
toxicacao de organismos presentes no ecossistema, entre outros, (Manoel Neto,
2014).

Nas alteracoes ambientais, como mudangas de areas conservadas para
areas degradadas, podem surgir efeitos ecoldgicos, ambientais e modificacoes
nas caracteristicas dos cendrios, que afetam diretamente a biodiversidade, o

equilibrio ecoldgico, entre outros.

Diante disso, se faz necessario desenvolver agoes de preservacao e de re-
cuperagao dos corpos aquaticos afetados pela polui¢ao, sendo assim, o objetivo
desse estudo é desenvolver uma modelagem matematica que permita avaliar
diferentes cendrios do efeito da dispersdo da polui¢cdo no meio aquético e sua
influéncia nas dindmicas interativas entre presas e predadores, no Igarapé do

Pantanal em Sao Sebastiao do Uatuma-AM.

A proposta deste estudo é modelar matematicamente a dispersao po-
luigao no Igarapé do Pantanal, a fim de descrever futuros cenarios, estimar
o tempo de degradagao dessa regiao e o feito da poluicao nas dinamicas das
espécies que ali convivem. O modelo matemético sera descrito por um sistema
de equagoes diferenciais parciais (EDP), nao-lineares.

O modelo considera fendmenos de dispersao, difusdo-adveccao, decai-
mento, acopladas as dinamicas vitais de Verhulst e a modelagem cléssica no
sentido de Lotka-Volterra. Simulacoes computacionais foram executadas a fim
de mostrar possiveis e provaveis cendrios da regidao impactada pela poluicao. Os
resultados numéricos computaciomais, obtidos via discretizacao do modelo pela
técnica de diferencas finitas centrais para varidvel espacial e diferengas finitas
de Crank-Nicolson no tempo mostram que a dispersao da poluigao apresenta
forte influéncia nas dindmicas entre as espécies estudadas e na degradacao do

sistema ecoldgico em estudo.

Em relagao aos cenarios resultantes da dispersao da poluicao, é impor-
tante modelar, aproximar as solugoeses numericamente e simular computaci-
onalmente cendrios, além do tempo que levard para degradagao no meio. Os

cenarios mostram que ha grandes prejuizos a biodiversidade e ao equilibrio
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ecolégico apresentado no local de estudo.

2. Metodologia

2.1.

O modelo matematico

O sistema de ED P, que descreve as dinamicas entre a presa Card C =

C(z,y,t) e o predador Tucunaré T' = T'(z,y,t), sob a influéncia da poluicao

P = P(x,y,t), em cada ponto (z,y) € Q C R? no instante ¢ € (0, 7], sendo T o

tempo final, é dado por:

oP
ot

or

ot
oc

ot

2 2

=1 (?91123 + %?) —ul% _Ul% — P+ MP+ 61PT —y PC
2 2 _ -

= g (%+%)—u2%—v2%—M2T+)\2T [1—%] (2.1)
2 2

= as (%4_%) _us%_ug% — usC + AsC [1_ W#]

O modelo por EDP (2.1) considera os seguintes fenémenos:

Difusao: serd considerada a difusao efetiva no sentido de Marchuk (1986)
e Okubo (1980). Descritos pelos parametros a;, ¢ = 1,- -, 3, considera-

dos constantes neste trabalho;

Advecgao: se considera a correnteza da dgua como um campo advec-
tivo, cuja direcao predominante e magnitude sao representadas, respecti-
vamente, u;, v;, ¢ = 1,---,3, div (V)=0 e considerados de acordo com
Prestes e Meyer (2013);

Decaimento: representados pelos coeficientes p;,i =1,--- ,3;

Taxa de crescimento: descritas por A\i, Az e A3, 0 aumento do poluente

e das espécies de predadores e presas, respectivamente;

Coeficientes de predagao: representados pelos termos i%, 1=2,3,

s

na segunda e terceira equagoes;

Influéncias do poluente nas espécies: sao os termos f?gt”i, t= 2,3,
c

na segunda e terceira equagoes;

Competigoes intraespecificas: sao caracterizados por — Ié\:u 1=2,3,

na segunda e terceira equagoes do sistema (2.1);
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— Contribuigao do predador para poluigao: representada pelo coefi-

ciente [1;

— Influéncia da populagao de presas na poluicao: representada pelo

coeficiente vy;

— Capacidade suporte: aqui representadas pelos termos K; e K.

2.2. Condigoes de contorno

Para as fronteiras, se recorre as condigoes homogéneas de Robin que
considera I';, ¢ = 1,--- .8, uma particao da fronteira J€) e descreve a variacao
de P, C' e T na fronteira (Santos e Martins, 2022).

As condigoes de contorno de Robin sdo definida por:

—afllr, =b:P
aT
—Oéafnh‘i = tiT (22)
—Oé%% r; = CZ‘C
Em que, b;, t;, ¢;, ¢ = 1,--- ,8, sdo as constantes de proporcionalidade

adequadas para as condigoes escolhidas em cada parte I'; da fronteira, n é o
vetor unitario normal em cada parte I'; da fronteira. Assim, se entende que ha

variagao de densidade de poluente e das espécies na fronteira.

2.3. Condigoes iniciais

Para o dominio espacial bidimensional € se considera inicialmente que
nao ha poluicao em nenhum ponto da malha espacial, se considera ainda
que todos os pontos estao sob as mesmas condicoes de serem poluidos. Nes-
tas condicOes, as espécies consideradas para este estudo também estao sob
equilibrio ecolégico e condigoes estaveis de convivio ambiental.

P(!E,y,O) = Po(xvy)
C(l‘,y70) = C()(!E7y)

Dessa forma, considerando as condigoes de contorno e iniciais definidas
em (2.2) e (2.3), respectivamente, o modelo matemético (2.1) serd reescrito

por:
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%—fza1< +2 2 )—ulg—i—vl — P+ XMP+BPT —y»PC

%{:0‘ (a: + )_u2%_v2 N2T+)\2T{ —W}

90 —ag (55 + gzc) —us9Z — 0392 — iy + NgC |1 - BT el |
Oé'%sh =b;P

—ag—z; r, =tT

fa%hwi =¢C

P(z,y,0) = Po(z,y)

T(z,y,0) = To(z,y)

C(z,y,0) = Co(z,y) o)

2.4

2.4. Esquemas numéricos

Para obter aproximagcées computacionalmente do sistema (2.4), o mo-
delo e o dominio foram discretizados visando aproximacao numérica da solugao
pelo método de diferencas finitas centrais para a varidvel espacial e o método
de diferencas finitas de Crank-Nicolson para a varidvel temporal, ambos os
métodos sao de segunda ordem. Para as fronteiras considerou-se as condigoes
de Robin (Prestes e Meyer, 2013). A escolha dos métodos devem-se & estabili-
dade numérica se comparados aos outros de mesma ordem e margens de erros,

que sao de ordem quadratica em ambas as variaveis.

2.5. Discretizagao da variavel temporal

Aqui serd apresentado o método de Crank-Nicolson (Prestes e Meyer,
2013), de segunda ordem de aproximagao para a varidvel temporal.

Este esquema numérico consiste em, primeiramente, particionar o in-
tervalo de tempo [0, 7] em r subintervalos regulares de tamanho At, de modo
que a particdo uniforme resultante dessa discretizagdo seja dada por {tg =
0,t1,t2,...,t, = 7}, sendo tp41 — t, = At, paran=1,..,r — 1.

De acordo com Prestes e Meyer (2013), para se obter a densidade da
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poluicdo P ao longo do tempo P™ e P"*! no ponto P;, se calcula por:

W ontd AtOP (=512 0P 5

n ntl  AtOP  (51)20°P
PPl =p'Te > 5 22 o7+ 0(At)3. (2.6)

Fazendo (2.6) — (2.5) obtém-se: P/t — Pr = % que resulta em

or _ prtt—pr
el R (2.7)
ot At

Agora fazendo (2.6) + (2.5) se obtém P/"™! 4 PP = 2Pin+% que resulta

em

ntl Prtlyopn
prtroi T ; L (2.8)

para encontrar a concentracao da polui¢ao no instante t =n + %

Deste modo, se chega & discretizagdo da varidvel temporal (Prestes e
Meyer, 2013).
Vale lembrar que:

Az e Ay sao os tamanhos das malhas da discretizacao eapacial nos eixos

das abscissas e das ordenadas, respectivamente, At serd o incremento no tempo,
P"; aproxima o valor de P(z;,y;) no instante .

2.6. Discretizagao do termo espacial

O ponto P; j é o valor aproximado da concentracao de P em (z;,y;) € €.
Uma idéia geométrica do método de diferencas finitas centais é representado
na figura 1.
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Figura 1: Esquema geométrico do método de diferencas finitas centrais.

A aproximagao da solugao numérica para o modelo (2.4) serd pelo método
de diferencas finitas centrais para varidvel espacial (Leveque, 2007).
Escrevendo as aproximagoes de primeira e segunda ordem dos pontos

i1 € T;—1 da expansao em série de Taylor, tem-se:

S (@) (@i — 23)?

f(riva) = f(z) + f'(2) (@i — 23) + 5

S (i) (i1 — x3)?

flrica) = flai) = f/(2)(@ign — 23) + 5

Fazendo (2.9) — (2.10) se obtém:

que equivale a escrever

fi

B

oP P, —

o~

_ fi+1 - fifl

2h

P P, — P,

es

2Ax
P;

ab

2Ay

ac

Fazendo (2.9) 4+ (2.10) se obtém:

tra(h)  (2.9)
+ro(h)  (2.10)
(2.11)
(2.12)
(2.13)
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" _ fi+1 N 2fi + fifl

: 2.14
f’L (AI)Q ( )
que equivale a

o?P P, —2P,+ P,
~ —< : 2.15
Ox? Az? ’ (2.15)

e

2P P, —2P; + Pi,.

P . Py 1 (2.16)

Oy? Ay? ’

2.7. Discretizagao do dominio da aplicagao

O modelo matemético (2.4) e o dominio  foram discretizados visando
uma solucao por aproximagao numérica pelo método de diferencas finitas de
Crank-Nicolson no tempo e diferengas finitas centrais na dimensao espacial
(Prestes e Meyer, 2013).

Se considerou o domfnio retangular Q = (a,b) x (a,c) C R? aberto, nio
vazio e fronteira suficientemente regular que contém em seu interior o Igarapé
do Pantanal com aproximadamente 18.000 m? de superficie, no municipio de
Sao Sebastido do Uatuma-AM, afetada pela poluigdo. Além disso, se considerou

Q uma regiao plana com dimensoées 60m x 300m.

O processo de discretizacao do dominio visando o uso do método de
diferencas finitas centrais para a varidvel espacial é feito da seguinte forma:
considere os intervalos (a,b) e (a,c) particionados, respectivamente, em mx e
my subintervalos. A figura 2 ilustra uma malha para o dominio bidimensional

Q, usando um espacamento Az = 0,3 e Ay = 0, 09.

Os nés da malha sao enumerados, considerando-se nnz = mx + 1 e

nny = my + 1 como sendo o nimero de nds nos eixos x e y, respectivamente.

A discretizagao do dominio bidimensional estd apresentada na figura 2,

a seguir.
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Figura 2: Discretizagao espacial pelo método de diferencas finitas centrais.

2.8. Discretizagao do modelo (2.4)

Nesta segao, sao apresentados os processos de discretizagao nas varidveis

temporais e espaciais do modelo (2.4).

A discretizagdo da primeira equagdo do modelo (2.4) pelo método de
diferencas finitas centrais para pontos interiores da malha espacial, consiste
em substituir a equacdo (2.15) no termo de difusdo em z, (2.16) no termo de
difusdo em y, (2.12) no termo de adveccdo em x e (2.13) no termo de advecgao

em y para um tempo t =n + % resultando em:

ntd ntd ntd n+d n+d n+d ntd
an‘) =0 P<i+mz>‘212i>2 P ma) I P<i+1>‘2121>2 TPa-D |
t x Yy
il il ntl agl
PLi2,-PL 2 PLLA-PL D (2.17)
—qy | e Gome) |y | ZGHD (oD )
2Azx 2Ay

n+3 n+3 n+= n+3
(.u’l - )\1) P(l) 2 - A113(1) 2 (7B1T(l) 4 ’YlC(l) 2)

Para a varidvel temporal a discretizagdo do modelo (2.4) sera realizada
pelo método de diferencas finitas de Crank-Nicolson. Este processo equivale
substituir em (2.17) as equagdes (2.7) na variagdo temporal e (2.8) nos termos

n+3
P, ?, resultando em:
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n+1 n+1 n
L P<7.+mz>+ (itma) PGy +P<z>+P<i—mz)+P<i—mz>
At =1 Aa? : +
pntl g pn lypn Pl PR
G tPGen Py PG ) Gi—1)
2 2 +
+ Ay2 -
n+1 ntl
P(i+m,m):P{}i+mz) (7—m7‘)+P(17ma:) (2.18)
uy 2Ax
+1 +1
Paan Py PaintPioy Fer
—uy 2 T p) — (1 — )\1) >
BRIt G & +T<z> Cty +Ct
2 —b1 +tmn 2
Apb6s alguns procedimentos algébricos em (2.18) se obtém:
+1 . +1
Pn-‘rl n At(X P8+mm)+P(7;+mz) 2P( ) 72P(7:)+P7i 'm.T)+P(L max) +
(4) B 1 2Az2
LA Ph 2P 2P+ P + P
(1+1) (i+1) (i ) (i) 1) G- |
2Ay?
n+1 n n+1 n
Atul P(H—mm)+P(i+mwi;P(7i—mfb)_P(i"'”"):| (219)
xT
Pl P —pPr_ +p
~ Aty | 26D (lﬂjmy y—Pi-1 — At (p1 — )\1) o P
+P< ) T 475 -t >+1+C
_At/\ _51 - 2 +’Y

Agrupando os termos em (2.19) no mesmo passo de tempo de modo
conveniente, se chega a:

P(T_ri) (— ?&Z; _ ii“yl) n P(n)+1 (1 1A Ata1 + At At(xl n Awl) n
n+1 (_ Atay Atul) Pn+1 Atocl + Atvl)

(i—max) 2Az2 T 4Az (i+1) \ 7 2Ay2 4Ay
ntl ~n
ntl [ Atay Atul A n+1 +T<> . Ch T
+P(z+ma:) ( 2Ax2 + ) + At P B ! 2

n Atay Atvy + 1— Atoy  Atag Aty +
(i—1) \ 2Ay2 4Ay (z) Ax? Ay? 2
n Atoay Atuy Atoy _ Aty
P(ifmzr) (2Aw2 + 4Ax ) + P(lJrl) (2Ay2 4Ay>

n+1 T n+1+Cn‘
Ator Aty ,\1 _a TH + ) o +C6
+P(z+mx) ( ) At A1 +7 2 :|

2Ax? 4Ax
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As aproximagoes das solucoes nos pontos interiores da malha discreti-
zada para as demais equagoes do sistema (2.4) é andloga ao apresentado para
primeira equacao do referido sistema. Para ver mais detalhes consultar Santos
(2023); Prestes e Meyer (2013).

Para obter estimativa das derivadas nas fronteiras da concentracao de

poluente P, se considera:

1. Fronteira horizontal superior Nesse caso, %—I; = %—5. Dali, conside-
. oP _ P ‘
rando 0y ¢ Q, segue que Sy = —b1 -

Com alguns procedimentos algébricos se tem que a aproximagao da solugao

na fronteira horizontal superior é dada por:

Pn—i—l (_Atal Atul) +Pn+1 ( Atoq + Atu1)+

(i—m=x) 2Az2 4Ax (i+mzx) 2Az2 4Ax
n+1 Atay Ata1 At#l b1 At _ biAtvy
P (1+M+ e 24 )+
T T crityon
n+1 _ oAt A1 pn+1 (i) [ (i) (i)
P(z—l) ( 2Ay2> + Ats P(z) [61 2 M 2

2Ax2 4Ax

_ pn Ata Atu
- 7 (i—ma) (QAIé + 4Aa:1) + +P(2+ma:)

n _ Atar  Atar  Atpn b1 At - biAtvg
+P(1) ( Ax2 Ay? 2 Ay 201 ) +

(At()(l Atul ) _|_

T7L+1+T'n: C"+1+C”-
n 1At _ ardipn | g Lo TG @ TG0
+P0_1 (sz2> At Py [ br—5—+7

2. Fronteira horizontal inferior

O tratamento dado as fronteiras horizontal inferior, vertical a esquerda e
vertical a direita sao analogos aos realizados na horizontal superior. Por-
tanto, os procedimentos numéricos serao omitidos e apresentados apenas

os resultados dos agrupamentos.

Pn+1 (7Ato¢1 Atul) + Pn+1 (7% + Atul)

(i—mx) 2Az2  4Az (i+mzx) 2Ax? 4Ax

P(’I;L)—'rl (1 _|_ Afozl + Atoq + Atul + bgAt b2£t1)1> +
1

Tty crtlycn
PTL+1 (7 alAt) +At)\1 Pn-‘rl |:5 (i) 2 (%) —— (i) - (1):|

(i+1) 24y (@)

n Atuy n Atay _ Atuy

_ Atoy
- P(zfmw) (2A(; + 4Ax ) + (i+mex) (2Aa:2 4Ax )
+P(T§) (1 _ Atay _ Atay  Atpn  byAt bgAtvl) +

Ax? Ay? 2 Ay 201

+1 +1
To +T6) E?) +C< )
—p1— +

A A
(T'ZJrl) (giyg) At P(’L)
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Nas demais fronteiras o processo é semelhante.

Para a populagao T' dos predadores que corresponde a segunda equagao
do modelo (2.4), nos pontos interiores da malha discretizada, o precesso de

discretizagao sera da seguinte forma:

n+l nt+l n+l gl n
ar 2 T 2 _optta ot Tt o +2+T i
W=, G+ma) 4L () Gome) | DGt (1)
ot 2 Ax? Ay
n+% n+% Tn+% Tn+%
(i+mz) " (i—mz) (i+1) " T (i—1)
—U2 — 2Ax | — V2 W ([IJQ - )\2) G ) - (220)
n+% ntd n+%
N ”+ 3 | Ty " =720 " FoaFy)

K

Aplicando em (2.20) o termo temporal de Crank-Nicolson similar ao

realizado em (2.19), se obtém:

n+1 n n+1 n n+1 n
T{;;rl 0, T(i+mx):T(i+'nL:l;) 727“(1') 2+T(i)+T(i—mz)<;T(i77n:L')
At = Q2 Aa? +
n+1
O R TRV ) 1)”(1—1)
_'_ 2 2 + _
Ay?
1
(7+m>+ (itma) Tt ma) T (i—ma) (2.21)
—u 2 :
2 2Ax
+1 n +1 n
Tiin+tThey  ThontTi-1 Tn+1+T( )
2 — 2 i

—V2 20y - (/.LQ —A )

Y (T”“+T<1>> {(Tzz#w&) ., (czz#;cz; oy (P(:rl Pi)

Ap6s alguns procedimentos algébricos em (2.21) e agrupando os termos

no mesmo passo de tempo de modo conveniente, se obtém:
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Atag  Atug n+1 _ Atag _ Atwvy
(zfmx) ( 2Az? 4Ax ) + T(ifl) ( 2Ay? 4Ay> +

Tn+1 (1 + At2>\2 + Atao + Atag + Atuz) +

Ax?

n+1 Atas Atvg n+1 Atao Atusg
+T(z+1)( 2A(1)(/ + 4Avy) + T, ( o5+ . )+

(i+mz) 2Ax2 4Ax
v+1 +1 , ~m n+l, pn
)\ AtTn+1 T(:) +T(i) _ C(Wi) +C(i) + o9 P(L) JrP(z‘) _
(@) 2K 273K 2K =
n Atasg Atus n Atoao Atvg
T(ifma:) (2A:v2 + 4Ax ) + (i—1) (2Ay2 + 4Ay ) +
n _ Atds  Atas  Atas  Atps
+T(2) (]‘ 2 Az? Ay? 2 ) +
n Atas  Atvg + (Atag Atug) o
(i4+1) \ 2Ay? 4Ay (z+mx) 2Az2 1Az
T4 crtlycn prtliypn
\_ At (i) W 0} (i) () ()
A2 T(i) < 2K T2 ek T2 3x

Para obter estimativa das derivadas nas fronteiras para espécie T, se
considera:

1. Fronteira horizontal superior

‘33; BT . Dai, considerando 9, ¢ €, segue que Bz; = —tga%.
Com alguns procedlmentos algébricos e agrupando os termos no mesmo

Nesse caso,

passo de tempo se tem que a aproximacao da solucdo na fronteira horizontal
superior é dada por:

n+1 _ Atag _ Atug n+1 _ Atag Atusg n+1 _ asAt

(i—mz) ( 2Az2 1Az ) + T('L+mz) ( 2Az2 + 1Az ) + T(ifl) ( 2Ay2)
n—+1 _ Atdo Atas Atag Atﬂz tQAt _ to Atvs

+T(’L (]‘ 2 + Ax2 + + + 2ao )

n+1 n+1 n+1
FAg At Ty +T6) Cu) +C0) g Pu) ORI
2 (@) 2K 2T K 2K =

At At At At At
T(;_m) (5528 + §82) + T3, gy ($028 — 432) + Ty (5858) -

no(] 4 Atdy  Atas _ Atag  Atps  toAt + t1 Atvg
(1) 2 Az? Ay? 2 Ay 2as
n+1 n n+1 n n+1 n
At (TG TG C<>+Cu>Jr Po P
25 Ly 2K 727 39K 2K

Nas demais fronteiras o processo é semelhante.

Para contornar a nao linearidade, o sistema foi resolvido aplicando os
mesmos procedimentos adotatos por Santos (2023).
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De modo sucinto, se tem:
AI (Pn7 Tn7 Cn, Pn-{-l’ T"+1, Cn+1) P}’L-‘rl _
BI (Pn’ Tn’ Cvn7 Pn+1’ Tn+l’ Cn+1) PIn

com condicdes iniciais P\” = (P{”, P, ... . P\¥) I=1,2,3.

Os processos iterativos sao obtidos mediante o seguinte algoritmo:
1. Se resolve o sistema
Ay (‘P(O)’T(O),C(O)7 pO) ) C(O)) P =
B, (P(O),T(O),C’(O),P(O),T(O),C’(O)) p(0)
obtendo o vetor P™);
2. Agora, se resolve o sistema
Aoy (p(O)’T(O), cO), pt) 7O C(O)) TG) =
B, (p(0)7 7O O pt) 70) C(O)) 7(0)
obtendo o vetor T();
3. Em seguida, se resolve o sistema
As (p(0)7T(0)7 O pt) ), C(O)) o™ =
Bs (p(O)’T(O)’ CcO), pt) ), C(O)) c©
obtendo o vetor C'*);
4. Entao, se resolve o sistema
Ay (p(O)’T(O)’C(0)7p(*)7T(*)’C(*)) PO —
By (p(O),T(O),C(O)7p(*)’T(*)7c(*)) PO
obtendo o vetor P(**);
5. Agora, se resolve o sistema
Ay (p(O)’T(O)’ CO) ple) ) C(*)) TG =
B, (p(O),T(O)’ CO), pl=) ) C(*)) T(0)

obtendo o vetor T¢*);
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6. Entao, se resolve o sistema

As (PO, TO) ¢ ps) (=) o)) o) =
Bs (PO, T®,C©) pe+) () 0()) 0©)

obtendo o vetor C’(**);

7. Procedendo de maneira andloga, se obtém, sucessivamente, P**) T(++%)

e C***) até que se definam as aproximacoes dos vetores P, 7(1) e ¢(1);

8. Os procedimentos de 1 a 7 sdo repetidos para P, T(") e C(") no lugar de
PO) 70) ¢ CO) apés as iteracdes internas, para se obter o (n+1)—ésimo
termo da iteracio temporal, Pt T+l ¢ C(nt1),

Esse método denominado preditor-corretor, definido no ambito de uma
discretizacao para Crank-Nicolson, ird melhorar as aproximacoes da ordem de

(At)? em cada iteracao temporal.

3. Resultados numéricos do modelo (2.4)

Nesta secao, sao apresentados os resultados numéricos das simulacoes
computacionais considerando o modelo (2.4), que descreve as dindmicas do

sistema presa-predador, diante da dispersao de polui¢ao no corpo aquatico.

3.1. Resultados das dindmicas temporais

Primeiramente, aqui sao aprentados os resultados das dinamicas tem-
porais das espécies descritas no modelo (2.4) para as duas espécies de peixe
(sendo uma espécie de presas C e a outra de predadores T') diante da dispersao
de poluente P no corpo aquatico do Igarapé do Pantanal.
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Figura 3: Dinadmicas temporais de P (vermelho), T (preto) e C' (amarelo),
At =0,5.

As curvas apresentadas na figura 3 descrevem a partir das condigGes
iniciais o comportamento no tempo das duas espécies de peixes T, C' diante da

dispersao da poluigao P, como resultado das simulagoes numéricas.

Os resultados mostram que, inicialmente, nao havia poluicao no meio
e que as espécies T e C desenvolviam suas dindmicas normalmente, com o
passar do tempo o poluente P comega seu processo de dispersao causada pelo
fenomeno difusivo-advectivo e se espalha ao longo do corpo aquéatico afetando
as dinamicas das espécies considaradas, ou seja, no decorrer do tempo essas
espécies reduziram suas densidades populacionais devido a poluigao.

Nesse cendrio, é possivel constatar que, ao longo do tempo, as densidades

populacionais se reduzem, tendendo ambas as espécies para a extingao.

3.2. Resultados das dinamicas espaciais

Aqui sao apresentados os resultados das dindmicas espaciais das espécies
representadas no modelo (2.4) das duas espécies de peixe (sendo uma espécie
de presas C' e a outra de predadores T') diante da dispersao de poluente P no
corpo aquatico do Igarapé do Pantanal.
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Poluigao Populagdo T

Populagdo C

Figura 4: Dinamica espacial de P, T e C, At =0, 1.

Se nota que a dispersdao da poluigdo P devido a difusdo e a advecgao
afeta grande regiao do dominio bidimensional ocasionando sérios problemas as
predominancias espaciais das espécies de presas C' e de predadores T em toda
regiao considerada na simulagao.

Vale resaltar que cores proximas do azul indicam baixa concentragao das
espéciee e da poluicao e préximas ao vermelho, alta concentracao da espécie e
da poluicao.

A figura 4 descreve os efeitos da polui¢ao descrita pela primeira equagao
do modelo (2.4) sobre as espécies T e C. Se pode observar o espalhamento
natural de P por todo o dominio, devido aos efeitos da difusao e da advecgao, o
que provoca fortes alteragoes nas dinamicas e a inibi¢ao no crescimento natural
de ambas espécies. Ainda nessa figura, é possivel notar uma regiao do dominio
bidimensional em que a densidade de P é maior que em outra. Isso pode ser
explicado pelo fenomeno advectivo que transporta o poluente em direcao a
fronteira (dependendo de sua diregao).

E possivel observar que na regiao do dominio em que a concentracao
da poluigdo é maior (cor vermelha) a concentragdo da espécie de presas C é
menor quando comparada a outras regioes do dominio, e a concentracao da
populacao dos predadores T nessa mesma regioao onde a poluicao é maior é
ainda menor que a de presas C. Isso pode ser explicado pelo fato da poluigao
ser mais prejudicial a espécie T do que a C.

Pode ser considerado também que parte da populacao de presas C se

alimente de alguns tipos de residuos dessa poluigao e, por isso, a concentragao
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de C proximo a regiao de maior concentracao de P é maior que a de T

4. Conclusoes

Os resultados apontam que a dispersao de poluentes em corpos aquaticos
é extremamente prejudicial a vida, a biodiversidade e ao equilibrio ecolégico
a curto, médio e longo prazos, decorrentes de uma série de efeitos negativos
de impactos ambientais. Dentre eles, a poluicdo em meios aquaticos afeta de
modo catastréfico o delicado e instavel equilibrio do convivio entre espécies que
se inter-relacionam no mesmo habitat.

Neste trabalho, o modelo matematico constituido por trés equagoes dife-
renciais parciais nao-lineares foi desenvolvido com o principal objetivo de des-
crever qualitativa e quantitativamente a dispersao de um poluente no Igarapé
do Pantanal e sua influéncias nas dinamicas interativas de presas e predadores,
elucidando as futuras condigoes aquaticas e o tempo de propagacao de P e sua
influéncia nas interagGes inter e intraespecificas de T' e C'. Assim, se conclui
que o objetivo desse trabalho foi alcangado.

Nas simulagbes apresentadas nas figuras 3, 4, os resultados obtidos se
mostraram de acordo com as expectativas para os fenoménos considerados no
modelo (2.4), sendo que o comportamento do processo de dispersdo com seus
efeitos nas espécies que ali convivem, sdo coerentes com o que ocorre em si-
tuagoes reais no Igarapé do Pantanal em Sao Sebastiao do Uatuma-AM.

Se pode inferir que, com base nas simulagoes apresentadas, seria con-
veniente que as fontes de poluentes que afetam o Iarapé do Pantanal, fossem
erradicadas de forma adequada, a fim de se obter uma reducao consideravel no
acumulo de material impactante nos corpos aquaticos, que compodem a bacia
hidrografica amazonica.

O modelo foi analisado matematicamente e resolvido numericamente.
A partir dos resultados obtidos nas simulagbes computacionais, se conclui o

seguinte:

O modelo aqui apresentado pode contribuir para tornar mais eficientes as
estratégias de mitigagao da dispersao de materiais impactantes em corpos

d’agua.

O aumento da difusao de poluente provoca grande impacto nas dinamicas

populacionais das espécies;
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O fenémeno advectivo é um fator determinante na direcao e velocidade

em que se propaga a poluicao;

Os fenomenos de volatizagao e lixiviagao considerados no decaimento con-

tribui para amenizar a concentragao de poluente.

Se conclui que a matematica aplicada na subarea da ecologia matematca
pode e deve ser trabalhada em prol preservagao ambiental e do equilibrio

ecolégico.
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Abstract. This paper provides an introductory study on Holling-type func-
tional responses, namely, Holling-types I and II, described in a fuzzy environ-
ment. The environment considered is the space of S (A)-linearly correlated
fuzzy numbers, established from the structure of vector spaces embedded in
the class of fuzzy numbers. The arithmetic structure is given by the induced,
and cross, arithmetic operations. The parameters involved are written as fuzzy
quantities, as well as the population. A brief analysis of the choice of the un-
derlying strongly linearly independent set is made considering the fuzziness

associated with the Holling term encloses the work.

Key words: Holling functional responses; fuzzy parameters; strong lin-

ear independence; S-linearly correlated fuzzy numbers; cross operations.

1. Introduction

Multi-species interactions are known for having very complex dynamics.
The classical prey-predator model, originally proposed by Lotka (1925) and
Volterra (1926), have been extensively studied in the last decades from sev-
eral points of view. The original model predicts that the predator population
increases proportionally to the encounter with the prey population which, in

turn, decreases proportionally to this encounter. As a result, the solution to
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the model depicts fluctuating populations in an ecosystem (May and McLean,
2007). Several rereadings on the prey-predator dynamics were done all over the
years. Okubo and Levin (2001), for instance, dealt with two and multispecies
population dynamics with spatial dispersion - including prey-predator model.
His focus were mainly for the ecological point of view of the phenomenon.
Holling (1959b,a, 1965, 1966) introduced the families called Holling-type
functional responses by considering the response of the consumption of prey by
individual predators to changes of prey density. His studies involved the sawfly

cocoons and small mammals dynamics, and the mathematical expressions:

flx)y=cx, >0 (1.1)
and
f(x):h—i—a:’ x>0 (1.2)

were provided, being denoted by Holling-Type I response, and Holling-Type
IT response, respectively. In both equations (1.1) and (1.2), « denotes the
prey density. Holling’s contributions still represent a remarkable contribution
from the mathematical ecology until nowadays, once some dynamics, such as
parasitoids in an ecosystem, for instance, are only well-described with Holling
interactions (see (Ferndndez-Arhex and Corley, 2003) for details). Justified by
its scientific relevance, Pervez et al. (2018) presented a study which explains
how environmental factors produce different functional response of predators
in a multi-especies dynamics.

Peixoto et al. (2008), as one of the first studies on prey-predator dy-
namics using tools from fuzzy sets theory, used a fuzzy rule-based system to
study the Holling-Tanner model, assuming a Holling Type II functional re-
sponse. More recent contributions considered functional responses with uncer-
tainty. Using granular derivative for fuzzy-valued functions, Das et al. (2022)
considered prey-predator model under Ivlev’s functional response - also known
as Type V Holling response. Mondal et al. (2022) considered Holling- type
IT functional response and interval uncertainty to study prey-pradator model.
Sukarsih et al. (2023) used Zadeh’s extension principle applied to a Runge-
Kutta method to provide numerical solutions to the dynamics.

This manuscript aims to study Holling-type functional responses consid-
ering the population and parameters as fuzzy quantities. To this end, a linear
algebra approach is used, so that all fuzzy quantities are assumed to belong

to vector spaces generated by a Strongly linearly independent set (Esmi et al.,
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2021). The arithmetic operations employed are called ¥ — arithmetic operations,
given by induced and cross operations (Esmi et al., 2021; Laiate et al., 2021b).
The structure is organized as follows: The section 2 presents the basic con-
cepts on the algebra used all long the text. The section 3 derives the analytical
expressions to represent both population and parameters in the Holling-type I
and IT functional responses. The section 4 provides a brief analysis on the basis
of the vector space considered. The section 5 encloses the paper by presenting
some final considerations.

2. Fuzzy sets theory
A fuzzy set A of a topological space U is characterized by a function
pra s U < [0,1],

where A(x) represents the membership degree of each x € U belongs to A.
The application 4 (-) is called the membership function of A, and the set of all
fuzzy sets of U is denoted by F(U). By notational convenience, p4(-) is usually
written as A(:).

For a given topological space U, each A € F(U) is completely described
by the so-called a—levels (or levelsets) of A, given by the relation:

Al = {reld:Alx) > a}, a€0,1)
|\ {zetd:A@>0) a=0

where X denotes the closure of X C R. Note that the levelsets of A € F(U)
consist on classical subsets of U, i.e, [A], € P(U), Va € [0,1].

A fuzzy number is a normal fuzzy subset of R whose a—levels are com-
pact intervals of R (Barros et al., 2017). More specifically, A is a fuzzy number
if the following conditions are fulfilled:

i) There exists x € R such that A(z) =1 (A is normal);
ii) [A], € K., where K, is the set of all compact subsets of R;
iii) The set supp(A4) = {x € R: A(z) > 0} is compact.

The set of all fuzzy numbers is denoted by Rx. It is immediate from
definition above that for each A € Rz, there exist a, < a} such that
[A4], = lag,aZ], Va € [0, 1].

[e3
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As we shall see in the following, the study of arithmetic operations on
fuzzy numbers with the arithmetic operations on intervals.

The usual arithmetic operations on fuzzy numbers are given in terms
of Zadeh’s Extension Principle. In brief words, the standard arithmetic in
R 4 inherits the usual interval arithmetic operations in the following sense: let
A,B € Ry be fuzzy numbers given levelwise by [A], = [ay,al] and [B], =

(e e (03

[b, 0], for all a € [0,1], and A € R. Then, the sum, subtraction and scalar

(e inde7

multiplication are given, respectively, by

[A+ B], = [A], +[B], = [ay +b,,a} +b}] 23)
[A- B, = [A], +[Bl, = [ag — b}.af — 0] '

and

[Aaz,Aat], A>0
A4, = , (2.4
Aatf,Aaj], A<0

Ve € [0,1]. From (2.3) and (2.4), we conclude that the space of fuzzy numbers
is quasilinear, so that (A + p)A < AA 4+ pA for all scalar p, A € R, where the
equality holds whenever pX > 0 (Bede, 2013). In the meantime, the operations
of product and division are given respectively by

- [B],, = [min P,, max P,]

@
[A+B], =[A], +[B], = minQu, max Q,]
where P, = {a_ b, ,alb,,a b}, atbl} and Q, = {%, %, %, %}, a € [0,1].
As pointed out by several papers, these arithmetic operations are com-
putationally expensivel because of the computation of the indexed sets P, and
Q. for all a. In addition, as well as the usual sum, the usual product do not
have an inverse in general, so that both relations A — A # 0 and A+ A # 1
hold in general for A € Rx. Other drawbacks are associated to the usual oper-
ation of product, including the impossibility of controlling the width, and the
changing shape of the resulting fuzzy number.

The next subsection provides an alternative arithmetic structure for spe-
cific subclasses of fuzzy numbers contained in Rz.
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2.1. Induced fuzzy arithmetic operations: a vector space
structure

As presented previously, the class of fuzzy numbers is not linear under
the usual arithmetic operations of sum and scalar multiplication. In order to
establish finite-dimensional vector spaces of fuzzy numbers, we recall the notion
of symmetry of a fuzzy number.

Let A € Rr be a fuzzy number given. If there exists x € R so that
Az —y) = A(z + y), we say that A is symmetric with respect to z € R (or
simply symmetric), and we denote it by (A|x).

Let A= {A;, As,..., A} C Rz beaset of m fuzzy numbers given. The
set of all linear combinations (or Minkowski combinations) of A; is denoted by
the equation (2.5)

SA) ={qnd1+...+q@mlm : q1,...,qm €ER}. (2.5)
If B € §(A), then we can write by the equation (2.6)

[Bla =qi [A1], + .-+ ¢ [An],, «€][0,1]. (2.6)

Next, we recall the notion of Strong Linear Independence of a set of fuzzy

numbers.

Definition 2.1 ((Esmi et al., 2021)) Let A= {A;,...,An} CRx be a set
of fuzzy numbers given and B € S (A) be given by B = A1 + ... + gmAm.
The set A is Strongly Linearly Independent (SLI, for short) if, and only if, the
following implication holds:

(B|0)=q¢ =...=q¢n=0.

The next theorem is particularly useful to identify if a finite A of Rx is
SLI.

Theorem 2.1 (Esmi et al. (2021)) The set A = {A1,...,An} C Rr is
SLI if and only if the function

P :R™ — S(A)

given by
V(X1 Tm) = 2141+ oo+ T Am (2.7)
is an isomorphism, where “ 47 and “q;A;” stand for the usual operations of

sum and scalar multiplication in Rz, respectively.
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From Theorem 2.1, we can say that if A C Rz is SLIand B € S (A), then
there exists a real-vector ¢ = (q1, ..., 4qm) € R™ such that B = ¢(q1,...,qm) =
@1 A1+ ...+ gmAn. In this case, B is called an S (A)-linearly correlated fuzzy
number.

Theorem 2.1 allows us to define arithmetic operations induced from iso-
morphism ¢ on S (A)-linearly correlated fuzzy numbers. Let B,C € S (A) and
A € R. Define

B+y C=¢ (v~(B) +¢71(0))
Aoy B=1 (67 (AB)
For B=vY(q1,...,qm) and C =¥ (p1,...,pm), (2.8) yields the following

three well-defined operations of sum, subtraction and scalar multiplication:

(2.8)

B —y C= (QI - pl)Al + ... (Qm _pm)Am- (29)

We observe from equation (2.9) that computing the induced arithmetic
operations on S(A) is equivalent to computing the arithmetic operations on
the real-valued coordinates of the fuzzy numbers involved. Moreover, the space
(S(A),+y, ) turns to be a vector space, with dimension equals to m (more
details on this methodology can be seen in Esmi et al. (2022)).

We henceforth assume that R C S (A) C R%, where

R = {A € Rr : [A], has a unique element} C Rx.

Denote core(B) = [B]; = b and core(C) = [C]; = ¢ with ¢ # 0. Note that b
and ¢ exist and are unique since S (A) C R%. The operations of product and

division S (A)-linearly correlated fuzzy numbers are given by

BoyC=cyB+yb-yC—ybyc

) , (2.10)
B+ C=8B Oy CJ

where Cq;l = % -5)A -5A —... -2 A, and a; = core(A;) (Laiate
et al., 2021b). The arithmetic operations defined by (2.10) can be seen as
linearized operations of product and division (Laiate et al., 2021a), an ideal
feature to make S (A) closed under the 1)—cross product @, and the ¢p—cross
division .

The so-called 1—arithmetic operations @y € {+y, —y, Oy, +y} are di-
rect extensions of the corresponding arithmetic operations in the classical case,
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i.e., X{a} @y X{p»} = @ @ b whenever a,b € R, which are regarded as singletons.

The next lemma offers a different point of view to this argument:

Lemma 2.1 (Adapted from Laiate et al. (2021b)) Let A C R% be SLI, B,C €
S(A) and A € R. Then the following equality holds:

[B ®y 0]1 =[B,®[C]; and [A-y B]l = A[B],

for all @y € {+y¢, —p, Oy, +u }-

7

For notational convenience, we henceforth omit the symbol ’-;;” when
the scalar multiplication is referred in S(A). The next section presents a
brief study on the Holling-type functional responses as functions of the form

F:S(A) = S(A.

3. Holling-type functional responses in S (A)

In this subsection, we assume the populations involved in the functional
response are given by S (A)-linearly correlated fuzzy functions. By hypothesis,
let A={1,A,,..., A} C R} be an SLI set, and denote core(4;) = a;, for each
i =1,...,m. In addition, let N : [0,7] — S (A) the population of predators
in a prey-predator dynamic. Thus, we are assuming there exists a real-vector
valued function n : [0, 7] — R™ given by

n(t) = (n1(0), .. (D)) €R™, ¢ €[0,7]
such that
N(t)= (Yon)(t) =ni(t) + na(t)As + ... + N (t) A vt € [0, T,

where ¢ : R™ — S (A) is given by (2.7).

Since the prey density of the ecosystem only assumes positive values
in classical population dynamics, we consider that the coordinates of N ()
in the vector space (S (A),+y, y) are positive in all instants ¢t € [0,T7, i.e.,
n;(t) > 0,4 =1,...,m. A similar argument can justify the non-negativity of
the coordinates corresponding to the fuzzy rate predation, given by (3.12), and

the fuzzy half saturation constant, given by (3.17).
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3.1. Fuzzy Holling-type I functional response

Let C, A € S(A) be fuzzy quantities given, or estimated according to
some data set. The fuzzy Holling-type I functional response, given as in (1.1)
for crisp populations, is described by the function f : S (A) — S (A) given by

f(N)=CoyN, (3.11)

where the consumption rate of predator to prey is given by the S (A)-linearly

correlated fuzzy number
C=c1+cAs+...+cndn € S(A) (3.12)

for some positive constants ci, . .., ¢, > 0 given. Let us denote ¢ = (¢1,...,¢m) €
R™. From (3.12), we have that C = ¢ oc = (c1,...,¢n). In addition, from

equation (2.6), we can write

[N@®)]y = m(@®)[A]y +n2(O[Az]y + ...+ (@A) = Y nilt)as,
i=1

that is,

[N®)]y = (n(t),a), (3.13)
where @ = (a1, az,...,a,,) € R™ is the vector whose entries are given by a; =
core(A;), i =1,...,m. A similar reasoning leads us to

€], =) cia; = (c.a). (3.14)
i=1

Since A; =1 € R, from (3.13) and (3.14), we can write (3.11) as
FIN) =[N C +y [C], N =y [N [Ch
);@)C 4y (¢, @) N(t) —y (n(t),a)(c,q)
)7a>'¢)(017 cee ,Cm) to <C»5>¢(n1(t)» s anm(t)) Y <n(t)7a> <C7a>
Therefore, (3.11) is written, in coordinates in S (A), as

F(N) = ((n(t),@)er + (@) (t) — (n(t), a)(c,a))

((n(t), @)ca + (c,a)na(t)) Az (3.15)
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Equation (3.15) reveals the Holling-type I functional response as a func-
tion in S (A) can be decomposed into a Minkowski sum of a crisp contribution
with a fuzzy contribution. In fact, (3.15) can be written as

m

FIN) = (b1(1) = (n(t), @) (c, @) + Y bi(D) Ay,
€R =2 .
ERF\R

where b;(t) = ((n(t),a)c; + (¢, a)n;(t)), for each i = 1,...,m. It follows that,
for each ¢ € [0, 7], we have

m

diam (f(N)) = Y |bs(t)| diam (4;).

=2

that is, the real-valued function b; : [0, 7] — R are direct related to the diameter
of the holling-type I response. Since each b; is a function of ¢ and a, we
conclude that the choice of the coordinates of C' € S (A) and the SLI set A
corresponding to the core-vector @ = (ay,...,a,,) determines intrinsically the

uncertainty represented by the Holling term.

3.2. Fuzzy Holling-type II functional response

Similarly to the previous case, the fuzzy Holling-type II functional re-
sponse, given as in (1.2) for crisp populations, is described by the function

f:S(A) — S(A) given by
f(N) =C ) (H + N), (3.16)

where C' € S (A) is given as in (3.12) and the half saturation constant is given
by the S (A)-linearly correlated fuzzy number

H=nhy+heAs+...+ hpAp € S(A), (3.17)

for some positive constants hy, ... h,, > 0 given. Let us denote h = (hq, ..., hy,)
R™, so that, from (3.17), we have H = ¢po h = ¢ (hy,..., hy). From (2.10),
we have that (3.16) is equivalent to

F(N)=C oy (H+y N),'

= [(H 4o M), O 4o [0 (H 44,00 = [(H 4+ N (1), €,
(3.18)
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Using the fact that

1 1

[+ N0, = v~ m

a reasoning similar to that used in section 3.1 leads us to
[H], = (h,a),

and hence, from the linearity of the inner product (-, - ), we have

1 1

L:<ma+«wxm (h+n(t),a)

-1
(T +4 N (),
Equation (2.10) assures that

1 2 hi4+c R, + Cm,
@1+ N = (G~ G R RO a)

Since Ay =1 € R and A; € R\R for ¢ = 2,...,m, equation (3.18) can
be written, in coordinates in S (A), as

1
f(N) = Ww(cl,...,cn,)
_ 2 hi1+¢c hp + cm
e 08 (G TR T )

or, equivalently,

C1 <C, E> hl —+ C1
10 = (e )
(h+n(t),a) (h+n(t),a)?
hy + ¢ B+ (3.19)

- T L 5 2 T e .. T

(h+n(t),a)? (h+n(t),a)2” "

In resemblance to fuzzy Holling-type I functional response, equation (3.19) re-
veals the Holling-type II functional response as a function in S (A) can be
decomposed in a Minkowski sum of a crisp contribution with a fuzzy contribu-

tion. In fact, (3.19) can be written as

ﬂN»—Qfﬁﬁxgwng;wmm»

€R

~—_———
ERF\r
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where w;(t) = (hfra(ﬁ for each 4 = 1,...,m. It follows that, for each

t €0, 7], we have
diam (f(N)) = Z lw; (t)| diam (A;) (3.20)

that is, the real-valued function w; : [0,7] — R are direct related to the
diameter of the holling-type I response. Since each w; is a function of ¢, h, and
@, we conclude that the choice of the coordinates of C' and H € S (A), as well
as the SLI set A corresponding to the core-vector @ = (aq, ..., a,,) determines
intrinsically the uncertainty represented by the Holling term.

4. Analysis on the choice of SLI sets

SLI sets of fuzzy numbers can be built using the power hedges of a non-
symmetric trapezoidal fuzzy number via fuzzy modifiers or Zadeh’s Extension
Principle. In fact, for a given fuzzy number A € Rz trapezoidal and non-
symmetric, the sets given by

(A% or o and {fi)} (4.21)

i=0,1,...,m

are SLI for all m € N (Esmi et al., 2021).

We can say that (4.21) shows us that vector spaces generated by linear
combinations of SLI sets can be seen as a structure completely determined by
a single fuzzy number A € Rz, when it is choosen to be non-symmetric. In
this case, the following definition holds:

Definition 4.1 (Adapted from Laiate et al. (2023)) Let A C Ry be an SLI
set given as in equation (4.21), for some A € Rz, and consider the first-order
system of FIVPs

X =fit,X1,..., X

i(t) = fi(t, Xa p)7 (4.22)
Xi(to) =Xy GS(A)

where X; : [a,b] = S(A) fori=1,...,p. Then the fuzzy number A € Rx is

called a fuzzy basal number of (4.22).

The Holling-type functional responses, presented as functions in S (.A)
in (3.11) and (3.16), aim to be a tool to be used in fuzzy differential equations
for S (A)-linearly correlated fuzzy functions. Thus, assuming the SLI sets are
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generated for some fuzzy basal number A € Rx, we observe from (3.1) and
(3.20) that the choice of A determines the fuzziness of Holling-term of both
types. Moreover, the fuzzy basal number determinates the core-vector @ € R™
which, intuitively, shall be considered in first place from possible data set given.
Note that the curve corresponding to the core of the fuzzy curve of a FDE
under the 1—arithmetic operations coincides with the classical solution to the
corresponding differential equation. It is noteworthy that, in this case, the fuzzy
basal number represents the source of uncertainty of an ecological phenomena

in which the Holling-type functional response acts.

5. Final considerations

This manuscript provided a brief study on Holling-type functional re-
sponses as functions of the form f: S (A) — S (A), where

A={A,...,An}

is a given finite SLI set. The expressions of the functional responses were
deduced using the ¢ —arithetic operations, well defined in the space of S (A)-
linearly correlated fuzzy numbers.

Both Type I and Type II Holling terms were expressed in an expression
decomposable into a Minkowski sum of a crisp term with a fuzzy term. Analyt-
ical relations between these expressions and the coordinates of the parameters
involved were made. Here, the parameters and the population were considered
as fuzzy quantities. In addition, an introductory analysis on the underlying SLI
set was made from the point of view of the fuzzy basal number (Laiate et al.,
2023). In this case, the fuzzy basal number appeared to be the source of un-
certainty of the ecological phenomenon known as Holling-functional responses,
widely studied in the literature in the last decades.

This work brings some theoretical novelties from the point of view of
fuzzy arithmetic. The —arithmetic operations maintain the relation called
S (A)-linearly correlation, well-defined between some families of fuzzy numbers.
Thus, fuzzy differential equations associated to these families of functions can
model ecological phenomena using the content of this paper, either from the
point of view of Fréchet derivative (Esmi et al., 2022; Laiate, 2023), Hilger
derivative in time scales (Shahidi et al., 2023), fuzzy fractional derivative (Son
et al., 2021), or from control theory (Son et al., 2023).
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Lastly, from the point of view of ecological modeling, a contribution
is provided since some uncertainties and imprecisions associated with natural
phenomena are partially described by parameters and/or populations given by
fuzzy quantities. Future papers should include different Holling-types func-
tional responses with numerical simulations to solutions of fuzzy differential

equations associated to S (A)-linearly correlated fuzzy functions.
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