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Revisdo



x = (x,y,2) = (x1,x,x3) € R?

Campo escalar

f:R3 — R
x — f(x)
¢o:R3 — R3
x = @(x) = (d1(x), d2(x), ¢3(x))
onde cada ¢; € um campo escalar. ]
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Todas as quantidades vetoriais serdo representadas em negrito. Sendo assim, x é um vetor enquanto que x é um
escalar.

Densidade ou porosidade de um meio sdo exemplos de campos escalares, ou seja, a cada ponto do espago
tridimensional atribui-se apenas um valor escalar para essas quantidades.

O vetor velocidade de um fluxo é um exemplo de um campo vetorial. Ele indica a dire¢do de propaga¢io do fluxo
em cada ponto do espaco tridimensional e seu médulo indica a velocidade do fluxo naquele ponto.

Em Célculo ndo ha, em geral, a necessidade de especificar se quantidades vetoriais s3o representadas como vetores
linha ou coluna. Esta distingdo é importante e usual no ambito da Algebra Linear. Note porém que em algumas
féormulas é conveniente usar a notagdo de Algebra Linear e, nesses casos assumiremos que quantidades vetorais s3o
representadas como vetores coluna.




Operadores diferenciais

Operador nabla

V = (8X78y782) — (6X178X278X3) — (81782783)

Gradiente

Se f é um campo escalar, entdo Vf é o campo vetorial definido por

Vf:R® — R’
x — VIF(x) = (0«f(x),0yf(x),0.f(x))
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Divergente
Se ¢ é um campo vetorial, entdo V - ¢ é um campo escalar definido por

Operadores diferenciais
(Divergente ...

V.g:R¥ = R
x = V- ¢(x) = 3X¢1(X) + ay¢2(x) + 8z¢3(x)

| A\

Rotacional
Se ¢ é um campo vetorial, entdo V X ¢ é um campo vetorial definido por

Vx¢p:RS — R3
i j k
x = Vxo¢kx)=| 0k Oy 0,
¢1(x)  P2(x)  ¢3(x)
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Operadores diferenciais

Jacobiano

Se ¢ é um campo vetorial, entdo J¢ é a matriz definida por

Jop R — RS
V¢1(X)T
x — Jo(x)= |Vea(x)"

Vs(x)"

ou seja [Vp(x)]; = 9;6i(x). Se f é um campo escalar, entdo Jf(x) = Vf(x)T,
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No caso da matriz jacobiana, a representagdo apresentada assume que o vetor gradiente é coluna.




Operadores diferenciais

Laplaciano

Se f é um campo escalar, entdo Af =V - Vf é um campo escalar definido por

Af:R® — R
x = Af(x) = Oxf(x) + 0y f(x) + 02, f(x)

Se ¢ é um campo vetorial, entdo Ag é um campo vetorial definido por

Ap:R3 — RS
x = Agp(x) = (Ap1(x), Apa(x), Aps(x))
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Operadores diferenciais

Hessiana

Se f é um campo escalar entdo V2f é a matriz definida por

V2 RS 5 R3S
X sz(x):[(‘?;jf(x)]
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Integral de superficie

Se f é um campo escalar e X é uma superficie com normal unitdria n, entdo integral
de superficie de f é denotada por

/z £(x) dS.

onde dS é o elemento de 4rea da superficie.

Se a superficie ¥ for parametrizada por x = x(u, v), com (u,v) € Q C R?, entdo

/Zf(x) dsz//Q F(x(u, v))‘

ox  Ox
_X_

95 X v dudv.
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Como exemplo, considere f(x) = 2xy e ¥ é a superficie definida por x = (u, v, u?), para 0 < u,v < 1.

O elemento de area é

ox  Ox
7X7

= = dudv = ||(1,0,2u) x (0,1,0)||dudv = \/1 + 4u? dudv.
u v

as = |

A integral de superficie é dada por

1,1
/ f(x)dS = / / 2uvy/1 + 4u? dudv
)N 0 JO
1 1
= / v [ 2u\/1 4 4u? du] dv
0 0

se w =1+ 4u°, dw = 8udu, entio

L = B L
8 Jo 83 ) 12




Fluxo de um campo vetorial

Se ¢ é um campo vetorial e X é uma superficie com normal unitdria n, entdo o fluxo
de ¢ na através de X é definida como

/qu-ndS,

onde dS é o elemento de 4rea da superficie.

Se ¥ é definida por x = x(u, v), para (u,v) € Q C R?, entdo

/z¢~ndS://Q¢(x(u,v))- [%x%] dudv.
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Por exemplo, considere o campo vetorial ¢(x) = (10, x> +y?, —2xy) e a superficie ¥ dada por x = (u, v, 1—u?—v?),
para 0 < u,v < 1.

O produto vetorial necessario é

[8)( Ox
Oou  Ov

X ] =(1,0,—2u) x (0,1, —2v) = (2u,2v,1).
O produto escalar fica
ox  Ox 5 5 2 2
o(x) - e X 3| = (10, u” + v, —2uv) - (2u,2v,1) = 20u + 2v(u” + v°) — 2uv.
u v

Por fim, o fluxo é computado como

1 rl
/ / [20u + 2v(v? + v?) = 2uv] dudv = 31/3.
o Jo




Transformada de Fourier — 1D

f:R—C
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Para representar a transformada de Fourier, também é comum utilizar a notagio f = F(f) e f = F~1(f).

Esta conven¢do é a mesma adotada em Bleistein et al. (2000), Chapman (2004), Devaney (2012) e Stolt e Weglein
(2012), entre outros. Entretanto, Pujol (2003) troca os sinais na definicdo da transformada de Fourier no tempo.




Distribuicoes ou Funcoes generalizadas

Distribuicdes ndo sao funcoes. Distribuicoes operam sobre funcdes.

> C5°(R), é o conjuto de fungdes f : R — R com suporte compacto e infinitamente
diferencidveis.

» Formalmente, d : (§° — R € uma distribui¢do se
> d élinear, i.é, (d,af + pg) = a(d,f) + B(d,g), o, 5 € R,

» d é continua, i.é, (d,f;) = (d,f), sefi—f.

» A derivada d’ de uma distribuicdo d é definida por (d’, f) = —(d, f').

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas

O conjunto CP°(R) é denominado conjunto das funcdes teste de Schwartz. Qualquer fungdo linear de C5°(R) em
R é dita um funcional linear. Desta forma, distribui¢des sdo funcionais lineares continuos em C5°(R).

DistribuicGes operam apenas sobre fun¢les teste. Entretanto, no decorrer do curso, veremos que algumas
distribui¢cdes, como a Delta de Dirac, podem operar com fung¢des mais gerais que essas, como fungdes continuas por
exemplo.

O suporte de uma fungdo f : Q — R, é o conjunto suppf = {x € Q| f(x) # 0}, ou seja, todos os pontos onde a
fun¢do é n3o-nula, bem como a fronteira desse conjunto.

Um subconjunto de R é compacto se for fechado e limitado, por exemplo, todos os intervalos finitos [a, b] sdo
compactos.

Dizemos que f; — f em (§* se existe um compacto K tal que o suppf; C K, para todo j e se G(k) converge

uniformemente para f(%), para todo k.




Por exemplo, d : C§°(R) — R, dada por

(d,f) = /01 f(t)dt

define uma distribuicao.
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Com efeito, é simples verificar que d € linear. Para verificar que d é continua, basta observar que se f; — f entdo

lim (d,f;) = lim /1 fi(t)dt = /Oljirgo fi(t)dt = /01 f(t)dt = (d, f).

j—oo Jj—o0 Jo




Distribuicoes regulares

» u é localmente integrdvel, se fab |u(t)| dt < oo, para quaisquer a, b € R.

Toda funcao localmente integravel u define um distribuicao d,, dada por

(d,, f) = /OO u(t)f(t) dt

—0o0

Distribuicoes deste tipo sao chamadas distribui¢oes regulares.

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas

Por exemplo, condisere a fun¢io u(t) = t", n € N. Essa fungio é localmente integravel, visto que para quaisquer
a,b €R,
b bn+1 _ a”""l
/ t"dt= ——— < 00.
3 n+1
Portanto, a v define a distribuicdo d,, dada por
o
(dy, ) :/ t"f(t) dt.
— 00

u é dito o niicleo da distribuicdo d,,.




Distribuicoes singulares

Distribuicbes que n3o podem ser representadas na forma integrais,
sao ditas distribuicdes singulares.
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Delta de Dirac

A distribuicdo 0, definida por (9, f) = f(0), é uma distribuicdo singular.

Apesar disto, é comum encontrar § definida pela propriedade:

/OO o(t)f(t) dt = £(0)

Entao
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Dizer que a Delta de Dirac ndo pode ser representada por uma integral, significa dizer que n3o ha um ndcleo 4(t)
que possa ser empregado dentro de uma integral para definir a distribuicdo §. Isso significa, para sermos rigorosos,
que deveriamos apenas utilizar a notagdo (d, f) para representar a aplicagdo de § a f. Porém é usual aceitar certa
liberdade em escrever -
6.6 = [ a(0)f(e) de = (0),

— O
como se de fato existisse um niicleo §(x). Isto simplifica a escrita e as contas com a Delta de Dirac, tornando-as
mais familiares. Porém a integral acima jamais deve ser intepretada como se de fato fosse a integral do produto de
duas funcdes.




Propriedades da Delta de Dirac

> /6 o(t)f(t) dt = £(0)

—€

> / o(t —a)f(t) dt = f(a)
» Se h é diferencidvel, h(T)=0e H'(T) # 0,

T+e B f(T)
/T_e M) (1) dt = o
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As trés propriedades foram escritas em termos da representacdo integral da Delta de Dirac, que ja vimos que nio
existe de fato. Aproveitamos para lembrar novamente que isto é apenas uma maneira simplificada de escrita. Todas
essas propriedade podem ser escritas rigorosamente sem o uso da integral.

Por exemplo, a primeira propriedade seria

(6, Fy = (4, I.f) = f(0),
onde l(x) =1, se |x| <eel(x) =0, se x| >e
A segunda propriedade é a definicdo da distribuicdo d,, ou seja, (05, f) = f(a) = (6, f(a—-)).

Analogamente, a terceira propriedade também pode ser vista como a definicdo de uma nova distribui¢cdo, d5, em
termos da d.




Funcao sinal

1, t>0
s(t) = 0, t=
-1, t<0
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A derivada de uma distribuicdo d é definida como (d’, f) = —(d, f'), para f no espaco das funcdes teste. Com isso,
a primeira propriedade segue de

(', F) = —(s, f') = —/oo S(6)F'(¢) dt — /0 F(2) dt—/ooo F/(¢) dt = 2f(0) = (26, f),

— o0 — o0

pois f tem suporte compacto, e assim f(t) — 0 quando t — oo.

Para a segunda propriedade, observe que para qualquer constante C,

F{(s(t) + C)'} = F{20(t)} = 2,

e que, da propriedade da transformada de Fourier para derivadas, i.é, F{u'} = —iwi(w),

F{(s(t) + C)'} = —iw[§ + 2w Co(w)] .

Logo
2i
§=— 4 CH(w).
w
Porém, como s é uma fungdo impar, sua transformada também deve ser impar. Isso implica que C = 0, visto que ¢
é par.




Funcao degrau ou de Heaviside

1, t>0
“(t):{o t<0
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A fung3o p foi definida apenas para t # 0. Enquanto u for utilizada apenas como integrando, isso ndo é importante,
uma vez que, do ponto de vista da integracdo, o valor que a fungdo assume em um Unico ponto ndo altera o valor
da integral.

Reescrevendo a fun¢io de Heaviside em termos da fun¢3o sinal, as duas propriedades s3o facilmente provadas.




Principios fisicos



Principios fisicos

» O movimento das particulas do meio, por conta da acdo da propagacao da onda,
é regido pela segunda lei de Newton.

» Momentaneamente, a propagacao da onda deforma um volume infinitesimal do
meio, alterando sua forma e volume.

» A relacoes constitutivas expressam como as forcas exercicidas sobre o meio se
relacionam com a pressao e a velocidade das particulas.
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Esta brevissima introdugdo é baseada em Fokkema e van den Berg (1993).

As relacdes constitutivas s3o determinadas experimentamente para cada meio. Quando as forcas impostas ao meio
relacionam-se linearmente com a pressao e a velocidade da particula, dizemos que o meio é linear.

Outras propriedades observadas s3o se o meio reage instantaneamente ou n3o as forcas a ele aplicadas e se a reacio
do meio em uma determinada por¢cdo depende apenas das forcas aplicadas aquela mesma por¢cdo do meio. Como
as propriedades do meio variam espacialmente também é algo que deve ser determinado experimentalmente (meio
isotrépico versus anisotrépico, e meio homogéneo versus heterogéneo).




Leis fisicas da propagacao em meio aclstico

p:R3 =R (kg/m3)  Densidade
v:R3 =R (Pa1) Compressibilidade (1/k)
Y R¥xR—+R (Pa) Pressdo acustica
v:R3xR = R3 (m/s) Velocidade da particula
f:R3xR—R3> (N/m3) Densidade de forca da fonte
g:RExR—-R (s Densidade da taxa de injegao
Equacdao do movimento Equacao da deformacao
Vi) + pve =, Veov+uvyr =gq
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A dedugdo destas equacdes foge ao escopo deste curso. Entretanto, é possivel (e aconselhavel) verificar que as
unidades est3o corretas, apenas como forma de certificar-se que algum erro grosseiro n3o foi cometido. Com efeito,
lembrando que Pa = N/m? e N:kg-m/sz, temos que os termos da equacido do movimento tem a unidade

1 kgm kg

N
[VTﬂ]:[PVt]:;'m:W:ﬁ:[f]-

O mesmo pode ser feito para a equacdo da deformac3o.

A saber, compressibilidade é o inverso do médulo de Bulk (k); e se u(x, t) é o vetor deslocamento, entdo v = ug.




Equacao para a pressao

Equaciao do movimento Equacdo da deformacao

Vi + pv = f, Vov+uvi)r=q

Vi = qr — V - V¢

v = qr — V - (E—lvw)
p P

(PV)¢tt - PV . <EV¢> = pq¢ — pV . (E)
P p
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As duas equagdes podem ser combinadas para obter apenas uma equagao para pressao aclstica. Basta, derivar com
respeito ao tempo a equacgao da deformacgao, e substituir v¢, usando a equacdo do movimento.

Observe que a unidade de pv é s?m~2, logo, estamos denotando este termo por 1/c?, onde ¢ tem dimensdo de
velocidade. Essa velocidade é na verdade uma propriedade fisica do meio e n3o a velocidade de uma particula do
meio sujeita a perturbac3o.

Observe também que a unidade de F é kg/(m3s?) = N/m*.




Equacao homogénea da onda

» Densidade: p: R3 — R
» Velocidade: ¢: R3 -5 R

» Pressio: ¥ :R3 xR - R

Equacdo da Onda Actstica

1 1
?%:t —pV- (;V@D) =0

1
?¢tt —AYp=0 (para p constante)
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Esta é a equacdo da onda aclstica 3D, em coordenadas cartesianas. Esta equagdo também é denominada equagdo
da onda escalar, visto que ¥ é um campo escalar. No caso de ondas sismicas ) representa pressao.

Como n3o ha termo fonte, dizemos que a equagdo é homogénea. Mais a frente veremos como determinar a solugio
dessa equacdo, quando houver um termo fonte.

Tanto a velocidade ¢ quando a densidade p sdo campos escalares que caracterizam o meio de propaga¢do. Na
situacdo particular em que a densidade do meio n3o varia espacialmente, a equac3o fica mais simples, dependendo

apenas da velocidade.




Equacao da onda acustica 1D



Caso 1D com velocidade constante

1
?%t _wxx =0

Aplicando Fourier no tempo,

Logo

Portanto

Y(x,t) = f(t) *0(t — x/c) + g(t) * 6(t + x/c)
=f(t—x/c)+ g(t+ x/c)
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Para ganhar intuigao, vamos iniciar o estudo no caso de um meio homogéneo unidimensional. Nesta situacao a
equacao da onda simplifica-se e admite solugdo analitica. Esta equacao serve de modelo por exemplo para vibragoes
em uma corda homogénea tensionada.

Ha varias formas de buscar a solucdo geral dessa equagdo. D’Alembert a resolveu através de uma mudanca de
variaveis. Aqui faremos isso por meio da transformada de Fourier no tempo.

Ao aplicar a transformada de Fourier a ambos os lados da equagdo, obtem-se uma equag¢io diferencial ordindria de
segunda ordem, cuja solucdo é simples. Como a equacgido diferencial é em x, os coeficientes arbitrarios da solu¢do
geral podem depender de w.

Para concluir, basta aplicar a transformada de Fourier inversa, para o que precisamos de algumas propriedades da
transformada. Lembrando que F{§(t)} = 1 e F{f(t—a)} = e'“?f(w), conclui-se que F~1[e/“*/¢.1] = §(t —x/c).
Além disso, é preciso lembrar também que a transformada inversa de um produto de duas fun¢bes é o produto de
convolu¢do das transformadas inversas de cada uma.

Por fim, observe que
[e.@)

F(£) % 5(t — x/c) = / 5(t — x/c — 7)F(r) dr = /Oo 5(r — t+ x/)F(r) dr = F(t — x/<),

— 00 —

pois §(t) = §(—t).




Exemplo 1

W(x, t) =f(t —x/2), f(u) = max{1l — |u|,0}

(z,1.5)
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A interpretacdo de f(t — x/c) é de um pulso com formato dado pela fun¢io f propagando-se no sentido positivo
do eixo x, a medida que o tempo aumenta (supondo que ¢ > 0). Essa propagac¢io da-se com velocidade c. Isto &,
a cada intervalo de tempo At, o pulso translada-se rigidamente por cAt unidades de espaco.

Observe que a forma do pulso ndo é alterada com a propaga¢do, nem mesmo por um fator de amplitude.

Analogamente, g(t + x/c) representa um pulso propagando-se no sentido negativo do eixo x.




Exemplo 2

v1+u, -1<u<O,
W(x, t) =f(t —x/2), f(u) =< (1—u)d, 0<u<l,
0, lu| > 1.
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Vale destacar que o formato do pulso é a reflexdo do grafico de f, visto que a varidvel x vai com o sinal trocado no
argumento de f.

Ja no caso do pulso representado por g, como a varidvel x no argumento de g tem sinal positivo, o pulso que se
propaga ndo é refletido em relacdo ao grafico de g.




Exemplo 2

v1+u, -1<u<O,
W(x, t) =f(t —x/2), f(u) =< (1—u)d, 0<u<l,
0, lu| > 1.
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Observe a propagagdo de um pulso assimétrico, para diferentes instantes do tempo. Identifique o efeito do sinal
negativo na varidvel x e do fator multiplicativo 1/2.




Equacdo da onda acustica 3D



Para p e c constantes:
1
§¢tt — Ay =0

Ansatz:

i) = f (6= ") g (4 72)

Yy = [f”(') + g"(-)]

o0 = [F'()+&"O] ()", =123
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Usando a intuicdo ganha no caso unidimensional, ao invés de tentar resolver a equagdo no caso 3D por um técnica
geral, vamos verificar se existe solu¢do com a mesma estrutura encontrada no caso 1D. Ou seja, vamos buscar uma
solucdo que possa ser interpretada como dois pulsos propagando-se em direcGes opostas no espago. Ainda estamos
mantendo as hipdteses de velocidade e densidade constantes.

A dire¢do de propagacdo sera determinada por um vetor n, arbitrariamente escolhido.

O que faremos é impor que o ansatz (palpite) escolhido satisfaca a equac¢do diferencial. Comegamos computados as
derivadas necessarias.




Onda plana

c c?

5[0 +80) - [P0 +8'0) (TEBEB) <o
Logo, teremos uma solucao desde que
n? + ns + n% =1
Para cada t fixo (frentes de onda), ¥ é constante se
n - X = constante

Esta é a equacdo de um plano com vetor normal n.
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Ao substituir a proposta de solu¢do na equagdo, vemos que esta proposta de fato serd solu¢do desde que o vetor n
tenha norma 1.

A frente de onda, ou seja o lugar geométrico no espaco onde a onda estd em fase, sdo os pontos x onde n - x é
constante. Isso nada mais é que a equag¢do de um plano com vetor normal n.




Onda plana homogénea

SencR3 com ||n|| =1

w(x,t):f<t—n—:()+g(t+n—:(>

é dita uma onda plana homogénea.
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Onda plana ndo-homogénea

Se n € C3, com parte imaginaria ndo nula e n + n3 +n3 =1

n-x n-x
w(x,t):f<t——) —|—g(t—|——>
c c
é dita uma onda plana ndao-homogénea.

Neste caso, 1 : R3 x R — C e tanto sua parte real quanto sua parte imaginaria s3o
solucoes reais da equacdo da onda, porém o vetor n perde o sentido fisico de ser a
direcao de propagacao.
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Onda plana harmonica

1 [ . -
Y(x, t) = %/_ P(x,w)e ™t dw

= [ [@)e 2 4 gw)e ()] d

Onda Plana Harménica
1) é escrita como uma superposicao de ondas planas harmdnicas, dadas por

,dju:ljz(x, t) _ e—iw(t:t"—:‘)
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Com o auxilio da transformada de Fourier, podemos ver que uma onda plana se escreve com combinagdo de ondas
planas harménicas, sendo que os pesos dessa combina¢do s3o as transformadas de Fourier de f e g.

Como a equacgdo da onda é linear, também é claro que a soma, ou superposi¢cdo, de ondas planas, em diferentes
direcGes de propagacao, também é solugdo da equagdo da equacdo da onda.




Solucdo geral

Acabamos de encontrar uma solucao da equacao da onda com uma estrutura
particular: solucao de onda plana.

V4

E possivel resolver a equacao da onda actstica 3D em meio homogéneo, sem impor
uma certa simetria?
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Nossa tentativa serd em resolver a equagcdo da onda de forma mais geral, sem impor nenhum tipo de simetria
particular.




Equacao de Helmholtz

Aplicando Fourier no tempo, a equacao da onda aclustica fica

n~

AD(x,w) + K2(x,w) = 0,
onde Kk = w/c.

Vamos procurar uma solucdo separavel, isto é, da forma

D(x,w) = X(x,w)Y(y,w)Z(z,w).
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Vamos trabalhar com a equagdo da onda acustica, no dominio da frequéncia. Por meio da transformada de Fourier

no tempo, a equagao da onda aclistica é convertida na equag¢do de Helmholtz. Para simplificar a notacao, definimos
k=uw/c.

A equacido de Hemlholtz é uma equacgio diferencial parcial apenas nas varidveis espaciais. Para resolvé-la nos valere-
mos do método de separacdo de varidveis, onde a se propdem a solu¢do da forma ¥(x,w) = X(x,w) Y (y,w)Z(z,w).

Para substituir esse ansatz na equag¢ao, é necessdrio calcular Av. Com efeito,

92y 8%  9%p 92X o2y 827
= YZ XZ XY.
Ox2  Oy? + 022 Ox? + Oy? + 022

A =

Observe ainda que

T X ox? +Y8y2 +2822'

Aiﬁ 182X 182Y 10827
P




Equacoes ordinarias

Se @ = XYZ, a equacao de Helmholtz fica

1 92X 1 92Y 1927

A e S92 L k2) =

<X8x2+x>+(Y8y2+y)+<Z822 Z) 0,
onde kZ + k7 + k7 = K.

Como as variaveis sao independentes,

10°X 19’y 10°Z
(YW +kx> =0, (78—)/2 —|—ky) =0, (?@_‘_kZ) =0.

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas

Como cada um das parcelas da equagido diferencial depende apenas de uma das varidveis espaciais livres, a Unica
opgao para que a equacao seja satisfeita em todo o espago é que cada parcela seja identicamente nula.

Com isso, temos trés equagdes diferenciais ordinarias independentes para resolver, uma em cada varidvel espacial.




Solucao separavel

2
g%(x,w) + k2X(x,w) =0

admite solugdes da forma X(x,w) = C(ky,w)e .

Assim,
Blx,w) = Ak, w)e™* Blx,w) = A(rn, w)e"
k = (kx, ky, kz), ou n = (nx, ny,nz),
ki + Kk + kI =K n+n+n=1
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Como cada uma das equagdes ordinarias tem a mesma forma, podemos analisar uma delas apenas. Observando essa
equacio, percebe-se imediatamente que uma solucio tem a forma e**, enquanto que outra seria e~ ***. Como,
mais a frente consideraremos a superposi¢io sobre todos os possiveis valores de ky (positivos e negativos), podemos
ficar com apenas uma delas.

O mesmo vale para as outras duas equagdes ordindrias. Sendo assim, uma solucdo geral para a equacdo de
Helmholtz tem a forma de uma constante (com respeito as varidveis espaciais) multiplicada e®*eikvy gihzz — eik-x,
respeitando que k2 + k}% + k2 = k2.

Alternativamente, k = xn, onde n = (nx, ny, n;), com n2 + nf, + n2 = 1. Em principio, o vetor k (assim como n)
pode ser complexo, desde que a condigdo anterior seja satisfeita.




Caso real

Se n € R3, e ||n|| = 1, em coordenadas esféricas,
n = (cos ¢ sin B, sin ¢ sin 0, cos b)),

com0<¢p<2red <O <.

Superpondo todas as possiveis solucdes, para w fixo,

s 27
D(x,w) = / / A(kn,w)e'™* sin Odpdo,
0 0

onde Kk = w/c.
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No caso de n ser um vetor real, a condicdo de que n2 + n2 4 nZ = 1 significa que esse vetor tem norma 1. Portanto,
n pode ser representado em coordenadas esféricas, por meio dos angulos ¢ e 6.

Pela linearidade e homogeneidada da equagido de Helmholtz, a superposicao de solu¢des também é solugdo. Desta
forma, a superposicdo das solu¢des para todos os possiveis vetores n é computada por uma integral sobre a superficie
de uma esfera da raio 1, onde A é uma fun¢3o arbitraria para a qual a integral fagca sentido.




Expansao em ondas planas no tempo

1 [ . ,
P(x, t) = %/_ Y(x,w)e” ™t dw

1 00 T 27 _
= / / / A(rn, w)e " *=wt) sin 0dpdfdw,
21 J_oo Jo Jo

271'
A(kn, cr)e™™*x=<t) .2 5in 0d pdOdk,

~

/ A(k, C/-i) ick(n-x/c+t) dk
R3

_ A ick(n-x/c—t)
; /R3 Ak, cr)e I+
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Ao aplicar a transformada de Fourier inversa, podemos finalmente obter a expressdo para a solu¢do da equag3o da
onda aclstica.

Por conveniéncia defina A = 4cm?A/k?. Com isso, podemos fazer a troca da varidvel de integragdo, de w para ck e
logo se identifica o elemento de volume em coordenadas esféricas dV = k2 sin 8dpdOdk.

Ao partir a integral em k em duas, uma de —oco a 0 e outra de 0 a co, obtemos finalmente a representagcdo em
tempo para a fungio 1.




Expansao em ondas planas homogéneas

W(x, t) = PE /R3 A(k, cr) (%, t) dk + (271r)3 /11{3 Ak, —cr) T (%, t) dk
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Para simplificar a notag3o, voltamos a usar A para a fungdo arbitraria na integral.

Ao observar que efcr(nx/c—t) — Yer(x, 1) e gick(nx/ctt) — wfm(x, t), obtemos finalmente a representa¢do da
solu¢do da equacdo da onda aclistica como uma expansao em ondas planas homogéneas. Repare que a expansao
tem dois termos, um para as frequéncias positivas e outro para as negativas.

Em meios dispersivos, onde a amplitude de uma onda plana decai com a propagacdo, Im(x) > 0. Nesse caso, n3o é
possivel representar a solugdo da equacio da onda apenas como a superposicdo de ondas planas homogéneas (cuja

amplitude se mantém constante durante a propagago), mas sim faz-se necessario utilizar também ondas planas
n3do-homogéneas.




Outras solucoes?

Sera que existem solucdes da equagao da onda

que apresentem outros tipos de simetria?
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Apesar de poder decompor uma onda em somas de ondas planas, essa nem sempre é uma boa escolha. Em certas
circunstancias é natural lidar com outros tipos de simetria.




Simetria esférica

E se o problema tiver simetria esférica?

, OU seja,

Vamos procurar uma solugdo que dependa apenas de r = ||x]|

¢(X, t) = ¢(ra t)
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No caso de uma fonte pontual no espago, em um meio homogéneo, intuitivamente as frentes de onda devem ter
simetria esférica. Sendo assim, é de interesse procurar solucdes para a equacdo da onda que apresentem simetria

esférica.

Do ponto de vista matemadtico, isso significa buscar solugées que dependam apenas da distancia do ponto a origem.




DEGVELER

7/J(x7 t) = d)(ra t)

0 or X
8'¢:_ '__(br_J
J or"  0x;
R T A A '
8JJ¢_0XJ- (¢r r>_ oxj r + r@xj(r)
x?2 r—x?/r X\ 2 1 1
() - o2 e
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Como r = ||x||,

Para impor que ¥(x, t) = ¢(r, t) seja solucdo da equacio da onda é necessdrio computar as derivadas ¥ e Aq.

8r_8\/ﬁ_1 2x; _ X
oxj O X1+X2+X3_2 o

J x12—|—x22—|—x32



1 3 2 1 0?
Ay = [¢rr - _Qbr] +=0r =0+ —0r = ) [ro]
r r r ror
Logo
1
gwtt - A¢ - 07
fica 2
1 1
?(btt_w[r(b]F =0
ou ainda

Ll — [l =0

(equagido actstica 1D em r¢)
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Supreendentemente, descobrimos que a fun¢do [r¢(r, t)] satisfaz a equag¢do da onda acistica 1D, a qual ja sabemos
poder ser escrita como a soma de dois pulsos propagando-se em sentidos opostos.




Solucdo de onda esférica

1 r 1 r
o(rt)==f(t=2)+ g (t+7)
r c r c
Para t fixo, ¢ é constante se r for constante, ou seja, a frente de onda é uma casca
esférica.
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Enquanto que %f(t — r/c) representa uma frente de onda esférica expandindo-se, o segundo termo, %g(t +r/c)
representa uma frente de onda esférica contraindo-se.

Observe também que o fator (1/r) representa uma decréscimo de amplitude, com a distincia da origem. Qual seria
a interpretac3o fisica disso? Por que n3o havia um fator de amplitude no caso de ondas planas?

A energia gerada pela fonte estad distribuida na frente de onda, ou seja, na casca esférica. A medida que o raio
da casca esférica aumenta, a drea da superficie aumenta com r2, a densidade de energia decai com 1/r2. Como
a energia é conservada e a amplitude de oscilagdo da onda é proporcional a raiz quadrada da energia, a amplitude
decai com 1/r.




Onda esférica harmonica

Onda Esférica Harménica

¢ é escrita como uma superposicao de ondas esféricas harmonicas, dadas por

65(r, 1) = Lo (D)

Observe que ¢ é singular em r = 0.
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Procedendo de maneira aniloga ao caso da solu¢do de onda plana, podemos também nos valer da transformada de
Fourier para escrever a solu¢do de onda esférica como uma superposicdo da ondas esféricas harmdnicas.




Equac3o da onda acustica 3D com fonte



Fonte pontual

» Velocidade c¢ e densidade p, ambas constantes
» F:R3 xR — R, termo fonte

Se F(x,t) = d(x)d(t), entdo dizemos que a fonte é impulsiva e pontual. Neste caso,
G, a solucdo de

1
?Gtt(xa t) - AG(X7 t) - (S(X)(S(t)
G(x,t)=0, parat<O0 (Causalidade)

é denominada funcao de Green.
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Como F n3o é uma funcio, no sentido cladssico, mas sim uma distribuicdo, G também deve ser entendida como uma
distribuicdo. A denominac¢ido fungcdo de Green é usual, entretanto.

A soluc3o deste problema, é denominada fungdo de Green causal. Causalidade é a condigdo que impde que o campo
s6é pode ser n3o nulo, apds a acdo da fonte. Trocando-se essa condi¢do para G(x,t) = 0 para t > 0, terifamos a

funcdo de Green anticausal.




Fourier no espaco

~

G(k,t) = /]1{3 G(x,t) e ** dx

G(x,t) = /R G(k, 1) e’ dk

(2m)°
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Repare que a convengdo adotada para os sinais da transformada de Fourier no espago é oposta a convengdo para os
sinais da transformada de Fourier no tempo.

Tome cuidado com os sinais na definicdo da Transformada de Fourier, principalmente quando for utilizar propriedades
da transformada, como no caso da transformada da derivada e transformada da func3o deslocada.




Aplicando Fourier

Para t > 0, se 0 = c||k]|],

1 A A
S Gue(x, 1) — AG(x, 1) =0 s Gk, t) +02G(k, t) =0

cuja solucdo é

~

G(k,t) = a(k)sin(ot) + b(k) cos(ot).

Pela causalidade e continuidade,

0= lim G(k,t)= b(k).

t—04+

Logo, G(k,t) = a(k)sin(ct), para t > 0.
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Integrando em t

Gee(k, t) + 02G(k, t) = c25(t)

Integrando em (—¢,€) em t e lembrando que G =0, para t < 0,

/ Cue(k, 1) dt+02/ Gk, ) dt:c2/ 5(t) dt = 2

—€ —€ —€

€

(Gk.) 0] + 02/ Gk, t) dt =

—€

lim [@t(k, €) — O} + 02 eir&/ G(k, t) dt = c?

a g = C2 ou a = i
(k) (k) K]
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Voltando ao espaco

1 A ik-x
Glx.t) = 3 /R G(k,£)e* dk

Considere um sistema de coordenadas esféricas, tal que 6 seja o angulo entre x e k.

ky = Rsinf cos ¢ 0<R<
k, = Rsinfsin ¢ 0<op<2m
k, = Rcos6 0<o<m

dk = R?sin@ dR d¢ db

Com isto, G(x,t) = m(s (t _ Ixll

Cc

N—
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Nesse sistema de coordenadas, k - x = ||k||||x|| cos @ = ||x||R cosf. Assim, para t > 0,

1 A i 1 c )
G t) = G k t I k-x dk: / c o k " iK-x dk
1) (2m)3 /Rs (k,t)e (27)3 Jrs ||K| sin(cllkl|t)e

1 2 T [e’s) c )

@ )3/ / / Esin(th)e’“"”R”S" R2sin 0 dR d0d¢
m)> Jo o Jo
1 ™ (e’ ] R . 1 1 - | )

= @ )2/ / CRsin(th)eIHXIl ©SY sinf dR dO = @ )2/ / CRSin(th)e’”xH v dR du
a o Jo - —F

1 00 oilIxlIRu |*
= / cRsin(cRt) ———
(2m)? Jo illx|[R

R=_2C /Oo in(cRe) sin([|x|R) dR
= SIin(cC Sin X
T e s

- (27r)CZ‘HxH/—OO sin(cRt) sin(||x||[R) dR  (fungio par)

c 1

o0
_ iRt _ g—icRey(@illXIIR _ o—ilxlIRY 4R
ErR G . (e — & —

c 1

- - - > iR(ct+||x]l) _ JiR(ct—|Ix]]) _ j—iR(ct—|x]]) —iR(ct+IxIl) 4R
@n 2] (27)2 /_oo y ¢ ¢ e

1 ¢ :
= = 3 2 0t XD = (et — 1x) = S(—et - xl) + 8t — )] =

S(et — [|x[|)




Fonte “arbitraria”

» Velocidade ¢ constante

» F tem suporte compacto no espaco, i.é,
termo fonte F(x,t) atua em uma regido limitada do espaco

%zﬁtt(x, t) — AY(x, t) = F(x,t)

Que outras condicoes podem ser impostas sobre 1 para que haja solucdo (nica?
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De longe, tudo é pontual

o o
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Se a regido destacada corresponde ao suporte espacial do termo fonte, observe que a medida que o ponto de
observacao se distancia dessa regiao, melhor o termo fonte pode ser aproximado por uma fonte pontual.




Como a “Green” se comporta?

De longe, qualquer onda se comporta como se tivesse sido emitida por uma fonte

pontual.

Vejamos como a fun¢do de Green (resposta a uma fonte pontual) se comporta.

eiour/c R

G(x,w) = yy rG(x,w) é limitada
d & JaY 1 PaY ~ [ ~
—G(x,w)—lﬁG——G, r(G,—IﬁG> — 0, quando r — o0
dr c r c

Propagacdo de Ondas Sismicas
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Condicoes de Radiacao de Sommerfeld

Dizemos que 1(x,w) satisfaz as condi¢bes de radiagdo de Sommerfeld se

rip(x,w) é limitada
N W A~
r (@br — — | — 0, quando r — o0
c

r= [l
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Solucdo geral com termo fonte

» Velocidade ¢ constante

» 1 satisfaz as condi¢coes de radiacao de Sommerfeld

é%(x, £) = Adb(x, ) = F(x, 1)

Entao
P(x,t) = G(x,t) %y F(x,t)
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A demonstracdo de que as condi¢des de radiagdo de Sommerfeld garantem unicidade da solugdo pode ser encontrada
em (Courant, 1962, sec3o 4.5).




Segunda identidade de Green

Se f e g sdo campos escalares, duas vezes diferenciavies, entao

74 [F(x)Ve(x) — g(x)VF(x)] - n dS = / [F(x)Ag(x) — g(x)AF(x)] dV,
> V4

» V um volume finito em R3
» 3 a superficie de V

» n é anormal a ¥, apontando para fora
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Green, sua identidade e a equacao de Helmholtz

N N w N
> EUEAU—I——2U
c

N

> @y, funcao de Green para fonte em y

/V{@,z,@z_zzc@y} dV:/V{@y [A$+%$] _alA@,+%@y]} dv

:/V{éym;—m ,} av

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas




Por outro lado...

Como
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No desenvolvimento, a dependéncia em w é omitida apenas por concisao.




Comparando ambos...

)= | G0F0) dV + § 16,6V~ HxTE ] n s

Tomando V como a esfera de raio r,

F1600VE0 ~ SV, -ndS = § &b~ 56, o5
>

% <¢r - —Tb) ¢ ( Ay,r - ﬂCA';y) dS
5 Cc
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Integral de superficie

Em coordenadas esféricas

F6 (0 -20)-0(6.-26) o5
= /Oﬂ /027r { [r@y} [r (ﬁ, — %@2)] — [rzﬁ} [r (@y,, — %(Q})] } sind d¢ do

Como 13 e @y satisfazem Sommerfeld, a integral de superficie vai a zero, quando
r— 0.
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Lembre que o elemento de drea de uma casca esférica de raio r, em coordenadas esféricas, é dado por dS =
r?sin@ df d¢.




~

By.0) = [ | Glxw)P(x.) dx
R3
Porém, em meio homogéneo,

~

W(y,w) = /R3 Gy — x,w)F(x,w) dx = [G *y F} (y,w)
Logo

P(x,t) = G(x,t) *¢ ¢ F(x, t)
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Soluc3o da eq. da onda acistica com fonte

P(x,t) = G(x,t) *¢ ¢ F(X, t)

P(x,t) = G(x,t) ¢ F(x, )

/ dy/dTGx—y,t—T) (y,7)
R3
[ dy it [ drs(e= =[x yl/e) Fly.7)
== — T — T — — , T
g3~ Awlx =yl Jr

1
= dy ———F(y,t — ||[x —y||/c
/R3 e T— ( Ix = yll/<)
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Equac3o da onda elastica 3D com fonte



Decomposicao de campos vetoriais

Decomposicao de Helmholtz

Todo campo vetorial v pode ser escrito como

v=V¢+V xx,

onde ¢ é um campo escalar e x é um campo vetorial tal que V- x = 0.

Se w é solucdo de Aw = v, entdo
v=Aw=V(V -w) -V x(V xw).

Logo, o = (V- -w) e x =—(V xw).
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Suponha que w é a solu¢do de Aw = v. Usando a identidade Aw = V(V - w) — V x (V x w), fica claro que o
resultado da decomposicdo de Helmholtz vale se ¢ = (V-w) e x = —(V x w). Logo, para efetivamente conhecer os
fatores ¢ e x, garantidos pela decomposi¢cdo de Helmholtz, basta encontrar w, solugdo de um problema de Laplace.




Como resolver Aw = v?

Observe a equacdo da onda aclstica com o v como termo fonte.

lwtt(x, t) — Aw(x, t) = v(x)

c2
Se n3o houver dependéncia temporal, a equacao fica Aw = —v, e cuja solucao é
1 v(y)
w(x) = T dy,

4t Jrs lx =yl

contanto que ||v(x)|| = O(1/r?), quando r = ||x|| — oo.
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Ja vimos que a solugdo da equacgio da onda acustica
1
gwtt(x, t) — Aw(x, t) = v(x),

em meio homogéneo é dada por,

wi) = | YY)y

3 4nfx —yll

visto que v n3o depende de t. Logo, sem essa dependéncia temporal, a equacdo da onda acistica, torna-se a
equacido de Laplace e a solucdo w que queriamos pode ser inferida.

Para garantir a existéncia de solugdo, lembre que antes haviamos pedido que o termo fonte tivesse suporte
compacto. De fato, é possivel garantir existéncia de solu¢do para a equacdo de Laplace com condi¢des mais fracas.
A equagio admite solucdo se |v(x)|| = O(1/r?), ou seja, se |lv(x)|| < C/r?, para alguma constante C > 0, quando
r=||x|| = oo.

Para mais detalhes, veja (Pujol, 2003, p. 281).




Equacao da onda

» Velocidade P: « € R
» Velocidade S: S € R
» Fonte: F: R3 xR — R3

» Deslocamento: u:R3 xR — R3

Equacao da Onda Eldstica em meio homogéneo

ug = a’V(V-u) — B2V x (V xu)+F

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas

Assim como no caso da equag¢do da onda acustica, n3o é possivel obter uma solugdo analitica para a equagdo da onda
eldstica quando os pardmetros do meio variam espacialmente. Como nos interessa compreender os fundamentos da
propagacdo em um meio eldstico, consideraremos o caso de um meio homogéneo.

Um meio elastico é caracterizado pelo pardmetros de Lamé, X\ e pu, além da densidade p. Quando esses pardmetros
n3o variam espacialmente, a equagao da onda elastica passa a depender dos pardmetros

N G /) _|E
a = p B \/;

Veremos que esses parametros, o e  ditardo a velocidade de propagacdo de duas ondas.




Decomposicoes

Utilizando a decomposicao de Helmholtz, cada campo vetorial abaixo se escreve como:
» F(x,t) =Vg(x,t)+V x h(x, t)

> u(x,0) = VA(x) + V x B(x)

> u.(x,0) = VC(x)+V x D(x)

onde g, A e C s3o campos escalares e h, B e D sao campos vetoriais com divergente
nulo.
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Integrando no tempo

uy = a’V(V-u) — 82V x (V xu) +F

Integrando duas vezes no tempo, temos

u(x, t —a2V/ dT/ ds—ﬂZVX/dT/ V X u)

t T
+ / dT/ F ds + tus(x,0) + u(x,0)
0 0
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Agrupando

u(x, { /dT/ < u+a2g) ds+Ct+A}
5 t T 1
—|—V><{B/Od7'/o ( V><u+52h) ds—i—Dt—l—B}

Logo, u=V¢ + V X x, onde

t T 1
¢(x,t):oz2/ dT/ (V-u—l—gg) ds+Ct+ A
0 0
t T 1
X(x,t):ﬁz/o dT/O (—qu+@h) ds+Dt+ B
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X tem divergente nulo

t T 1
X(x,t):ﬁz/ dT/ (—qu—!—@h) ds+Dt+ B
0 0

Observe que V - x = 0, pois

t T 1
V-x(x,t)=062 [ dr —V - Vxu+—=V-h]ds+(V-D)t+V -B=0,
0 0 2

pois V-V xu=0, e h, De B tem divergente nulo, por hipdtese.
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Decomposicao de Helmholtz para u

Portanto, u= V¢ +V xx,comV.-x =0, e

t T 1
qb(x,t):oz2/ dT/ (Agb-l—?g) ds+ Ct+ A
0 0

t T
X(x,t):52/ dT/ (Ax+%h) ds+ Dt +B
0 0
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Usamos que

—Vxu=-Vx(Vo+V xx)
=-VXxVxx
=Ax —V(V-x)=Ax,

pois V- x = 0.




Equacoes de onda aclstica para ¢ e x

Derivando duas vezes no tempo, obtemos as equagdes para ¢ e x como

tht(xa t) = &2A¢(X, t) + g(X, t)

Xit(X, t) = 62AX(X7 t) + h(x, t)
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Soluc3o da equacdo da onda eldstica com fonte em meio homogéneo

Se u satisfaz
uy = a’V(V-u) — B2V x (Vxu)+F

u(x,0) = VA(x) + V x B(x)
u:(x,0) = VC(x) + V x D(x)

com F=Vg+V x h, entaou=Ve¢+ V X x, onde ¢ e x sdo solucoes das seguintes
equacdes da onda acustica

bee(x, t) = a2 Ad(x, t) + g(x, t) xi(x, t) = B2Ax(x, t) + h(x, t)
¢(x,0) = A x(x,0) =B
¢i(x,0) = C xt(x,0) = D
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Onda P (pressdo) e onda S (cisalhante)

u=Vo+V xx
A componente V¢ é a onda P (pressdo), com rotacional zero.

A componente V x x é a onda S (cisalhante), com divergente nulo.
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Ondas planas

Vamos procurar uma solu¢iao da equacao da onda eldstica 3D, com velocidades
constantes, que tenha a forma de uma onda plana, ou seja

u(x,t):df(t—n—:(>,

para algum d € R3, n € R3 com ||n|| =1 e c € R.

Vejamos que
n;
ugy =d (), oju=—d f’(-)—CJ.

Logo
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ug = a’V(V-u) — B2V x (V x u)

Oé2
f'()d = = f"(-)(d - n)n — 3 [ %fﬂ(')(d -n)n — if”(')d]

ll—ﬁ—zld:(d-n) [a2_52]n

c2 c?

Computando o produto escalar por n, temos
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[1_5_2](1:@.“) [M]

c2 c?

Portanto d = ~yn, para algum v € R.

Onda Longitudinal ou Onda P

O movimento é na direcdo da propagacao.

pp(x,t)=nf (t— %)

Além disso, V x pup = 0 (movimento irrotacional).
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Caso 2: (d-n)=0

Portanto c = e d = n™.

Onda Transversal ou Onda S
O movimento é na direcdo ortogonal a direcdo de propagacao.

ps(x, t) =ntf (t — %)

Além disso, V - us = 0.
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Funcao de Green para equacao da onda elastica 3D

A funcao de Green é a solucao de

Gi = a’V(V-G) — 2V x (V x G) + F,
onde F = §(t)d(x)e; e e = (1,0,0).
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Propagacdo de Ondas Sismicas

Vamos agora computar a fungcdo de Green causau da onda eldstica, em meio homogéneo, de modo a poder
representar explicitamente a solucdo geral da equag¢do da onda elastica, nesta situagao.

Para isso, vamos considerar um o termo fonte instantidneo e impulsivo e, sem perda de generalidade, na diregdo do
vetor e;.




Decomposicao de Helmholtz para F

Se F(x,t) = Vg(x,t) + V x h(x, t), entdo

g=V-w, e h=-Vxw,

para

w(x, t) = L Mdy:—

4t Jes [x =yl

e [ 09) gy 0
R

4 Jws lIx =yl 7 Al
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Vimos que a resolu¢do da equagao da onda eldstica pode ser desacoplada na resolugcao de duas equagdes da onda
acustica e para isto é necessario representar o termo fonte como prescrito pela decomposicdo de Helmholtz.

O primeiro passo é computar o campo vetorial w, a partir do qual serd possivel computar os campos g e h.




Campos g e h

ot
Sew = —Qel, para r = ||x||, entdo
4mr
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Decomposicao de Helmholtz para a funcao de Green

Ja vimos que G = V¢ + V X x, onde

tht(xa t) = aquS(x, t) + g(X, t)7

Xit(X, t) = B2Ax(x, t) + h(x, t).

A solucdo destas equacoes pode ser escrita em termos da funcdo de Green para
equacao da onda acdustica.
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Quando deduzimos a fungcdo de Green para a equagdo da onda acistica, a velocidade aparecia como denominador
no termo da derivada segunda no tempo. Sendo assim, a fung¢do que faz o papel de fonte, para podermos utilizar o
resultado anterior deve ser g/a?. O mesmo comentario se aplica para a equagio em .




Solucao para ¢

1 [ gly.t—lxyl/a)
J. d

o0 = o CEr—
L[ el 0 1,
@ra? s Tx-yl  onlyl
1 /5(t—h/a) 01
 (4ma)? Jgs h dy1 R y

onde h =[x —yll e R = [ly]|
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Coordenadas esféricas centradas em x

Fazendo a mudanc¢a de coordenadas de y para (h, 0, ¢), temos que

¢(x7 t) -

1 5(t—h/a) & 1
A

(47?2 h Oy1 R

1 > §(t — h/a) /27r o1, )
= — —_—— 0 dfdo »h* dh
(4m>2/o h { o Jo ay RNV
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Lembre que em coordenadas esféricas o elemento de volume é dado por dy = h?sin 6 dfd¢dh.




Integral de superficie

2r 0, para fonte dentro da esfera (h > r)
01
/ / 8y1 R sin dod = 47r—— para fonte fora da esfera (h < r)
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Esta integral aparece no estudo de potenciais gravitacionais e detalhes de sua resolu¢dao podem ser encontrados em
(Aki e Richards, 2009, p. 71).




Campo escalar ¢

B(x, t) = (4;&) /oo 5“_"/0‘ {/ZW/ o Rsun9d9d¢}h2 dh
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Observe que a integral da delta de Dirac sé ndo é nula se o intervalo de integragcdo contiver o zero do argumento
da delta. Neste caso, a integral sé serd n3o nula se 0 < t < r/a. Como estamos computando a fun¢do de Green
causal, ja estamos assumindo que t > 0.




Campo vetorial x

De forma analoga,
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Observe que cada componente do campo x tem a mesma estrutura do campo ¢, variando apenas o sinal e a direcdo
da derivada parcial de 1/r.




Algumas derivadas necessdrias

Se vi =xj/reTI = (v1,7,73) = x/r, entdo

or X
or _Xi T
aX,' r Vr
o1 _ 1or _ xi_ 7
oxir  r2ox; 3 r2
0 1 0 xi 1 o1\ 1
oot ogr AoV (ax,- r> 53l —e))

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas




Computando V¢

V(oo ) trte = 0] =¥ (-2 )utrse — 0+ (54 ) Tutr/e
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Para computar V¢ e V X x, vamos computar derivadas comuns que aparecerdo na derivagao.




Computando V X x

Gt ) M1

’(9X3r’ 8x2r

X(x, t) = (0

47

o [ (0 - ),
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0 (01
| Ox2 8x2ru

!
— (375 + 395 - u(r/B— 1)+

(397 - Dulr/B - 1)+

Computando (V x x)1 com o auxilio de (%)

_ 9 (o1
Ox3 \Ox3 r

)]

2 2
BB 500/5 - 1)

0)

2
Sk o)

Ricardo Biloti Propagacao de Ondas Sismicas

Aqui usamos que ||T|| = 1, e portanto 7% + 3 + 3 = 1.



Computando (V X x)23 com o auxilio de (%)
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Escrevendo V X x vetorialmente...

VX X(%,6) = o (33T — en)zu(r/8 — €) + (o1 — mI) 5 50(r/5 )

Usando que td(r/B — t) = 54(r/B — t),

6

Vo () = 2o (30D — ex) lr/6 — 1) + (el—fylr)Ml 5(r/B — 1)
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Funcao de Green para impulso na direcao e;

Como G; = Vo +V x ¥,

G =5 [(r/5 — 1) = pu(r/e — D] (30T —e)
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Fung¢do de Green para impulso na dire¢ao e;

4
o(r/a—t) 6(r/B—t) _
+ 4ai’r T+ A 32r (e = T)
ou ainda
o By —ey) [P Sot—=rfa) o 6(t—r/B)
G(x,t) = o /ra 76(t — 1) d7 + ;T y— + (ej — ;T 4 s
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Usamos que

r/B
tlur/6— ©) — u(r/a— 1) = [ e

cuja demonstracao é deixada como exercicio.




Interpretacao

(3yT —e;) [P o(t—r/a) S(t—r/B)
Campo prc'»:i,mo O(1/r?) Campo disl?exrnte O(1/r)
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Campo distante para onda P

5(t —r/a)

t) =~
up(x,t) =7; P
> E atenuado com 1/r

» O pulso registrado é proporcional ao pulso emitido, atrasado pelo tempo de
propagacdo r/a

» A velocidade de propagacao é «
» O deslocamento percebido é proporcional a forga aplicada

» A direcdo de propagacdo é radial (ou longitudinal) e esta também é a direcdo de
oscilacao das particulas
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Padrao de radiacao do campo distante para onda P

Direcao j
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Campo distante para onda S

o(t—r/p
us(x, t) = (e — %T)%
» E atenuado com 1/r

» O pulso registrado é proporcional ao pulso emitido, atrasado pelo tempo de
propagacdo r/f3

» A velocidade de propagacao é (3
» O deslocamento percebido é proporcional a forca aplicada

» A direcdo de propagacao ¢é radial, mas a direcao de oscilacdo das particulas é
perpendicular [ (e —;I') - T'=0]
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Padrao de radiacdo do campo distante para onda S

Direcao j
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Ondas planas incidindo em interfaces planas



Geometria

n, no plano x—z ¢ P1

><V

y¥

€2, p2
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Considere uma interface plana (z = 0), dividindo o espaco em dois meios homogéneos, um deles com pardmetros
Cc1 € p1 € outro com parametros ¢, e P2.

Nesta interface, incide uma onda plana u;, com direcdo de propagacdo n;. O sistema de coordenadas é tal que
(I’l/)2 =0.




Ondas planas de deslocamento

» Onda incidente:
u(x, t) = ae(tn>/alp,

» Onda refletida: .
UR(X, t) — aF\,(:)lou(t“—n,:?ox/c;l)nF\,

» Onda transmitida:
ur(x,t) = ape™ X/,

Lembre que ||n.|| = 1.
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Acoplamento na interface

Se u é deslocamento, entdo 1) = —pc?V - u é pressio.

O campo de pressao é continuo
¢l(x7 t)+¢R(x7 t) ZI/JT(x? t)7 X = (X7y7 0)

4
O deslocamento normal é continuo

[U/(X, t)]3 + [UR(xa t)]3 - [UT(X, t)]37 X = (X7Y7 O)
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Se u é o vetor deslocamento, entdo o vetor velocidade de particula é v = u;. Com isto, a equag¢do da de-
formagcdo em meio acistico (sem fonte) é V - uy + vipy = 0. Desta forma, o campo de pressdo 1 se escreve
como 9y = —pc?V-uy, visto que 1/v = pc?. Integrando em tempo, temos a relagdo entre a pressio e o deslocamento.

Enquanto que, no caso da sismica, o campo de pressao é continuo, o campo de deslocamento de particulas, sobre a
interface, n3o precisa ser continuo, visto que pode haver cisalhamento. Entretanto, como n3o pode haver descola-
mento entre os meios, o campo de deslocamento deve ser continuo, na componente vertical a interface (Fokkema e
van den Berg, 1993, p. 67).




Continuidade da pressao

Como 1.(x,t) = —pc?V - u. = pcae™(t="*/¢) 3 condicdo de continuidade fica

plclaleiw(t—n,.x/cl) + plclaReiw(t—nR~x/c1) _ poZaTeiw(t—nT-x/Cz), X — (X, v, 0)

Para x = (0,0,0),
piciaj + piciar = p2C2ar

Como vale para todo x = (x, y,0),

n,-X nrg - X nr-X

ol ol 2
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Como a continuidade do campo de pressdo vale para qualquer ponto sobre a interface (plano z = 0), em particular
vale no ponto x = (0,0,0). Isso dd origem a primeira relagdo entre as amplitudes de cada onda plana.

Além disso, para que a continuidade do campo de pressao valha para quaisquer pontos dos plano, a Unica opgao é
que as fase seja todas iguais, o que da origem a segunda relac3o.




Propagacao no plano

Para x = (x,0,0), temos que

(n)1  (nR)1  (n7)
1 (o] ()

Além disso,
(nj)2:0, j:/,R,T
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Por uma quest3o de simetria, como a direcdo de propagagdo estd contida no plano x — —z, isto é, (n;)2 = 0, o
mesmo deve ocorrer com as direcOes de propagacao ng e ny. Assim, a relacdo entre as fases deduzida anteriormente
simplifica-se.




Continuidade do deslocamento normal

Como
(u)3 +(ur)3 = (ur)s, x=(x,y,0)

temos que
aj(n;)3 + ar(ng)s = ar(nt)s3
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Direcoes de propagacao

nr

n, =(sind;, 0, cosb) nr
ng = (sinfg, 0, — cosOR)

nr = (sinfr,0, cosfr) v

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas

Com isso,
()1 (nR)1  (n7)1 N sinf; _sinfg  sinft

Cc1 c1 (o)) C1 c (&)

e a equagao
aj(ny)3 + ag(ng)s = ar(nt)s = ajcos; —arcosOr = arcosfOr




Coeficientes de reflexao e transmissao

Definindo cia coa
R:,011R o T:P22T,
picia picia
obtemos as seguintes relacoes
1+R=T

Lei de Snell

sinf; sinfBr sinft

a G 2

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas




Coeficiente de reflexao explicito

Se 6 é o angulo de incidéncia, podemos escrever explicitamente

pacacost — prcin/1 — (ca/c1)?(sin 0)2
pacacosf + prciy/1 — (c2/c1)?(sin 0)2

=1/,

R(0) =

Definido p = sin®

A E A7
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R(0) e T(0) s5o obtidos, resolvendo o sistema

(prc1)R — (pe2)T = —(p1c1),
cosOrR + cosO+T = cos by,

e depois utilizando a lei de Snell para relacionar os dngulos de reflexdo e transmissdo com o angulo de incidéncia,
denominado simplesmente de 6.




Analise do coeficiente de reflexdo aclstica



Reflex3o critica

Se ¢ > 1, pela Lei de Snell

. G .
sm07:—25|n0 = 07 >0.
1

Quando 6 = arcsin(c1/cy), teremos que 6+ = /2. Definimos o angulo critico como

. C1
Oc = arcsin | — | .
(8]

Se 0 > 0¢, 01 é dado por 7 = 5 —it, 7 > 0 e sinf = cosh(r) > 1.
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Qual o sinal correto da parte imagindria de 07 = 5 £ ir? Como sinfr = cosh(7) e cosh é par, o sinal n3o
faz diferenca para o célculo do seno, mas faz para outros calculos, como no caso da solugdo das equagdes de Zoeppritz.

O correto seria que o sinal da parte imagindria fosse negativo nesse caso.




Casos particulares

» Fronteira livre (cp =0): R(A)=—1e T(A) =0

» Incidéncia normal (8 = 0):

Ro = R(0) = 22 - 21 0= T(0) = Azzfl i
onde A = pc (impedancia acustica).
» Incidéncia critica (6 = 0¢):
2A;

RlOc)=1e T(0c)=4~
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Caso geral

» Para0 <60 <fc, Réreale |R| <1
» Para0d =0, R=1
» Para fc <0 < 75, Récomplexo e |[R| =1

> Paraf =5, R=-1
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Observe que em reflexdes for pds-criticas, como (sinf)cy/c; > 1, a raiz quadrada na expressio do coeficiente de
reflexdo passa a ser complexa, logo R(6) = (a— bi)/(a+ bi), onde a = prcrcos e b = p1ci/(c2/c1)?(sin0)2 — 1.

Como
R(6) = a— bl: _ (a° —b2)—23bi7
a+ bi a2 + b?
podemos ver que
|R(0)]? = 1 [(a® = b°)* + (—2ab)?] = 1.

- (32 +b2)2




Exemplos de coeficientes de reflexao
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Cr<Cp
P2C2 > P1Cy
/2
Cr>Cq
P2C2 > P1€C1
0 /2

Ricardo Biloti
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Cr<(Cy
P2C2 < P1Cy
/2
Cyr>Cq
P2C2 < P1C1
0 /2



Coeficientes de reflexao elastica



Lei de Snell

sinff  sinfh singy  sinfh  singn
Qi oy b1 ap B2

p:

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas

Observe que 0 < 1/p < 1/a1 e aj > B, j = 1,2. Além disso cosf; = (/1 — a7p? e cos¢; = /1 — B7p2.




Equacoes de Zoeppritz

sind CoSs (1 —sin 6y COS ¢ Rpp —sinf
cos —sin ¢ cos 0> sin ¢ Rps| cos
sin20  aj cos2¢, bisin2¢y  —cy cos2¢o Tep| sin 260
cos2¢1 —apsin2¢p; —brcos2¢r —cCpsin2¢o Tps — cos2¢1
onde
a1 = a1/B1 by = (1B5p2)/ (2B p1) a1 = (o1 B2p2)/(Bip1)
=P/ by = (a2p2)/(c1p1) o = (B2p2)/(e3p1)
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Coeficientes de reflexao Rpp e Rps

_A+B-C-D+E-F B —(G+ H)
PP ALY B+ C+D+E+F P T AYB+C+D+E+F

onde
A=qg’p’P1QiP2Q2 B =p1p2f10oP1Q  C = p1p20152Q1P2
D =a151P,QY? E = P Q1 X? F = cqoof12p? 23
G =2a1pgP1PaQY H = 2a10282pP1iXZ  q=2(p1/35 — p15%)
X = p2 — qp? Y = p1 + gp? Z =pr—p1— qp°

P; = cosf; = N/l—afp2 e Qj=cos¢p;= \/1—61-2;)2
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Aproximacao de Aki & Richards para Rpp € Rps

Seja Ay=7v—y1evy=(7+7)/2. Se |Avy/v| < 1, para v = «, 3, p, entdo

Rpp ~ A+ B(sin0)? 4+ C(sinftanf)®> e Rps ~ —sinf[D + E(sin 0)?]

onde L TA A
A= — |:_P + _Oé] o [p2a2 - pla].] _ RPP(9 — 0),
2| p a p202 + prog
1 Ac B2 [Ap AB 1 Aa
B=-—-2 — +2— C=_-—
2 « a? [ p i B’ 2 «
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Aproximacao de Shuey

Para 6 < 30°, (sinf)? ~ (tan #)?, entdo
O((sin 6)*)

Rpp ~ A+ B(sin #)? ;FG(srrrﬁ'taTrﬁjz

onde 1TA A
Al [_er_Oé] - [Pzaz—ploa] — Rep(0 = 0).
2| p o p202 + P10
2
g_l8a L5 [Ap A8
2 « a? | p s
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Teorema da divergeéncia



Teorema da divergéncia

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas

Seja F um campo vetorial no espacgo, representando um fluxo. O teorema da divergéncia fala sobre o efeito desse
fluxo ao atravessar uma regido finita V do espaco, limitada pela superficie %.




Teorema da divergéncia

> F:R3 = R3 x> F(x)

> ¥ :QCR? = R3 (u,v)+— o(u,v), superficie fechada e orientavel

%F-ndSZ/V'FdV
Y %
OJo OJo

onde ndS =+ (8_ X (9_) dudv, com ||n|| = 1, normal unitdria apontando para fora
u v

do volume V.
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O teorema da divergéncia é a descrigdo de um principio de conservagdo. A integral de volume representa a variagdo
da quantidade dentro volume, enquanto que a integral de superficie representa o saldo liquido da quantidade que
flui através das bordas da regi3o.

Por exemplo, F(x) = p(x)v(x) representa um fluxo de massa, onde p(x) e v(x) sdo a densidade e o vetor velocidade
do fluxo em x, respectivamente. Assim, [F(x)]=kg/(m?s). O integrando da integral de volume tem unidade
[V - F(x)]=kg/(m3:s) e portanto a integral de volume tem unidade kg/s, ou seja, representa a variagio de massa
dentro do volume V. J3 a integral de superficie representa a quantidade liquida de massa que entra ou sai do volume
limitado por .




Exemplos de superficies

> Se z = ((x,y), entdo o(x,y) = (x,y,((x,y)), entdo

Jj k
ndS = 0 (x | dxdy = (—Cx, —(y, 1) dxdy
1

9

O = -

<

» Se ¥ é um plano, o(u,v) = up + vq +r, para p,q,r € R3, entdo

ndS = (p x q) dudv
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Para uma esfera de raio R e centro em xg, temos que
a(0,¢) = xo + R(cos ¢sinf, sin psinf, cos ) = x,
para 0 <9 <mel< ¢ <27
i J k
ndS = R? cos¢pcosf singpcosf —sinf | dOdo
—singsinf  cos@sinf 0
= R?(sin” f cos ¢, sin? @ sin ¢, cos® ¢ cos f'sin O + sin® ¢ cos Bsin ) dfd ¢
= Rsinf(x — xg) d0d¢
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Exemplo na esfera

Se F(x) = x, e considerarmos uma esfera centrada na origem, com raio R,

27 s
iéF-ndsz/ dgb/ df x - (R sin 6x)
pa 0 0

= 21R3(— cos |7 = 4 R3

Por outro lado,

/ V- F(x)dV = /// V - x dxdydz = 3 (fwﬁf’) = 47R3
v IxI<R 3
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Segunda Identidade de Green

Considere f, g : R3 — R, duas vezes diferenciveis.

Pelo teorema da divergéncia para F(x) = f(x)Vg(x) — g(x)Vf(x), temos

f [F(x)Ve(x) — g()VF(x)] - ndS = / [F(x)Ag(x) — g()AF(x)] dV
> VvV
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Relacionando dois campos



Dois campos de onda

2 2

ﬁ@% + Adp = —Fa(x,w), c;(}x)2 g + Athg = —Fp(x,w)

» cp pode ser um modelo de referéncia e cg um modelo perturbado
» ¢, pode ser um modelo suave e cg um modelo com refletores

> I:_A pode ser uma fonte pontual e ﬁB pode ser a fonte real
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Volume de integracao
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Aplicando o Teorema da Divergéncia

74 [0aVibg — pgViha] - n dS = / Dalhg — PgAiha dV
> vV

2 2
= / Va [—ﬁs(xﬂd) — W—JJB] — 5 [—F_A(X,w) — W—IZA dv
% X X

ca(x)? ca(x)?

:—/ @ZA,:_B(X,OJ) dV+/ @ZBI/'\_A(X,W) dV+
%4 %4

5 PN 1 1
w /leAwB lCA(X)2 o CB(X)2] dV
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Integral de Kirchhoff-Helmholtz

Se
ca(x)?
CB?X)2 - CA(]-X)Z [1 o r(X)], |é r(X) =1— L

entao

2 2

%Z[@AvﬁB —ﬁBvﬁA] ‘ndS = /V[@gBﬁA —ﬁAﬁB] + @A@B [ “ v ] dVv

ca(x)?  cg(x)?

w?r(x)

ca(x)?

]{Z[TEAW;B —gVipa] -ndS = /V[Q;B'EA —YaFg] + Yavs [ ] dv,

para qualquer volume finito V/, limitado pela superficie .
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Casos particulares

w?r(x)

ca(x)?

]i[@AW;B — PgVia] -ndS = /V[Q;B'EA —}aFB] + dats [ ] dv,
> Fronteira livre: P4 5(x,w) =0, x € X

> Fronteira rigida: Vs p(x,w) - n=0,x€X

> V n3o contém fontes: Fap(x,w)=0,x¢€ V
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Soluc3o para termo fonte arbitrario



Fonte geral em meio nao homogéneo

1
Seja L = (Waﬂ — A). Suponha conhecida a fun¢do de Green G, solugdo de
X

LG(x,t;%0) = 6(x — x0)d(t), G(x,t;x0) =0, t<0,

Condic¢Ges de radiagao de Sommerfeld.
Seja 1, solucdo de

LY(x,t) = F(x,t),

Condic¢Ges de radiagao de Sommerfeld.

Como relacionar ¢ e G7
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Diferentemente do que fizemos antes, agora tanto i quanto G satisfazem a equa¢do da onda para o mesmo campo
de velocidade, ¢, porém com termos fontes diferentes.




Teorema da divergéncia de novo

Seja S uma casca esférica, centrada na origem, de raio R.

f[équ_@zvé].nds:/ EAD — DAC dV
S 4

:/Vé[—ﬁ(x,w)—“—zzzﬁl —?2[—6(x—xo)— C(Ef)zé dv

http://goo.gl/TJ5V30 Ricardo Biloti Propagacdo de Ondas Sismicas




Campo para fonte qualquer

Tomando R — oo, as condicoes de radiacdo de Sommerfeld permitem concluir que a
integral de superficie vai a zero. Assim

~

Y (xo,w) = / G(x, w; xo)F(x,w) dx,
R3
ou no tempo

V(%o t) = /R G(x, t:x0) #1 F(x, t) dx.
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Teorema da Reciprocidade

Se F(x,t) = d(x — x1)d(t), entdo P(x, t) = G(x, t;x1), por definicdo. Porém, pelo
resultado anterior

¥(xo, t) = /}R3 G(x, t;x0) *¢ F(x,t) dx

= [G(x,t;xg) *¢ 6(t)] 6(x — x1) dx
R3

= / G(x,t;%0)d(x — x1) dx = G(x1, t; X0)
R3

ou seja
G(xo, t;x1) = G(x1, t;X0)
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Campo refletido por uma interface



Reflexao em interface suave

>l<xs
_____ —
1 ///’ *‘/—~~\\\\
/// _—— \\\\\ v
-~ - s\ Xg
— \\\
C2 \\\\ /\\\ \\\
\\\ \\
N N\
N
N
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Seja c; : R? = R e ¢ : R3 — R duas funcdes suaves, representando campos de velocidade. Seja ¥ é uma interface
suave, infinita e suave, divindo o espaco em dois semiespacos. A velocidade ¢ : R3 — R deste meio é definida como

(x) = { c1(x), x acima de ¥,

c2(x), x abaixo de X.
Acima de ¥ estdo localizados tanto a fonte, em x5, quanto o receptor, em Xg.

A onda emitida em xs, ao atingir a superficie 2 é em parte espalhada, sendo registrada em xz, e em parte transmitida
ao meio abaixo de ¥.




Propagacao aclstica

Campo de onda aclustica originado por fonte em xg:
1
——5 % — A = 6(x — x5)0(t) (¥ = ¥(x, i xs))
c(x)
Funcdo de Green do espaco livre (sem interface):

1

o O — DY = 0(x = xum)3 (1) (GM = G(x, t: X))
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1 é campo de onda acustica total, originado por uma fonte pontual e instantdnea em xs. Repare que a velocidade
para este campo é c.

A funcgido de Green do espago livre, ou seja, do meio sem a interface ¥, é G, sastifazendo a equa¢3o da onda aclstica
com velocidade c;.




Na frequéncia

Campo de onda aclstica originado por fonte em xg:

D+ B = —o(x - %) (5 = . %5)
Fungdo de Green do espaco livre (sem interface):
w? Ay AM AM — A :
O G" + AGY = —6(x — xpm) (GY = G(x,w; xm))
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Geometria de integracao
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Utilizaremos a segunda identidade de Green e para isso é necessario definir um volume finito para a integracdo. O
volume V é delimitado ela superficie fechada E = ¥ U Egr. L é a interseccdo da superficie ¥ com uma esfera, de
raio R e centro sobre a superficie 2. Er é a porcao da esfera acima da superficie X.




Segunda identidade de Green com zﬁ e (&

]f [GEVY) — YV GE]-ndS
E

= —G8(xs,w; Xg) + V(Xg, w; Xs)

pois c(x) = c1(x) para x € V. Analogamente, com G* no lugar de ),

i [GEVES — GV ER] - n dS = —C8(xe, w: xg) + C*(xg, wi Xe)
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Considere a aplicagdo da segunda identidade de Green com os campos 12 e G& (fun¢do de Green gerada por uma
fonte em xg).

Como o volume de integrac3o estd inteiro acima de ¥, c(x) = ci(x), para x € V.

De forma aniloga, usar novamente a segunda identidade de Green, porém agora com os campos G° e G&, ou seja,
com as fun¢bes de Green geradas por fontes em xs e xg, respectivamente.




Campo total = campo emitido + campo refletido

Definindo:
Y(x,w;xs) = G(x,w; Xs) + P(X, w; Xs)

temos que

fz[é‘gvgﬁ — PV GE] - ndS = (xg,w; xs)

Se ¢ satisfaz as condi¢bes de radiagdo de Sommerfeld, tomando R — 0o, L — X,
temos que

P(xg,w; Xs) = /[G‘gw — $pVGE] - ndS
pu
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Como G°® representa o campo que se propaga no espaco livre e 1 representa o campo total, a diferenca entre v e
G?® representa apenas o campo espalhado.

Ao tomar o limite quando o raio R tende a infinito, a superficie de integracdo X i tende a superficie X e a integral
sobre a superficie Eg tende a zero, em virtude das condi¢Ses de radiacdo de Sommerfeld.




Equacao integral de Kirchhoff-Helmholtz

O campo espalhado é dado por:

P(xg, wi Xs) = /[gavég — G&8V$]-ndS
>

onde o sentido de n foi alterado para “cima”.
» Equacao exata

» Necessario conhecer ¢ sobre ¥
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A integral de Kirchhoff-Helmholtz permite representar o campo espalhado em qualquer ponto acima de ¥, conhecendo
a funcdo de Green gerada no ponto de interesse e o préprio campo espalhado, mas apenas sobre a superficie X.




Aproximacao de Kirchhoff

P(xg,w;Xs) = /[@Vég — 68V -ndS
p

Como aproximar ¢ e V@ - n = 9y sobre X7

N

P(x,wixs) & R(x;x5)G(x,w; Xs)

n

OnP(X, w; Xs) & —R(X; Xs)On G (X, w; Xs)

onde x € ¥ e R é o coeficiente de reflex3o.
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Para obter uma expressido explicita de cidlculo do campo espalhado a partir da integral de Kirchhoff-Helmholtz, é
necessario aproximar o préprio campo espalhado, mas apenas sobre a interface ¥.

A aproximagido de Kirchhoff define o campo espalhado como o campo incidente multiplicado pelo coeficiente de
reflexdo, e a derivada normal do campo espalhado é definida de forma andloga, porém com o sinal trocado para dar
conta do sentido de propagac3o revertido pela reflexdo.

Essa aproximac3o seria de fato correta se X fosse um plano. No caso de ¥ n3o ser um plano, o préprio campo
espalhado pode atingir novamente a interface ¥ e dar origem a espalhamentos muiiltiplos, que n3o estariam assim
contemplados.




Aproximacao de Kirchhoff

P(xg,w; xs) ~ / R(x;xs)[G°VGE + GEVE®] -ndS
ba
= / R(x;xs)V(éS@g) .ndS
ba

— / R(x; xs)0n(G°G8) dS
pu

onde n é normal unitdria apontando para cima.
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Geometricamente
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Essa expressdo pode ser utilizada para aproximar o campo espalhado desde que tenhamos uma forma de computar
ou aproximar a funcdo de Green do espaco livre. Para meios heterogéneos, veremos que isso pode ser feito, por
exemplo, através da Teoria dos Raios.




Gradiente da Green, em meio homogéneo

Para a fungdo de Green do espaco livre em um meio homogéneo, se Ly = [|x — xp]|,
temos que

A eilew/C
VG(x,w;xpy) =V | ———

47TLM
1 : iwly/c iwlp/c
- — (B Vi -—Vin
47 \ ¢ Ly L%/,

. N\ L
= (% — m) G(x,w;xm)VLy

[ Iw 1 A _ X — XM
_(C—LM) G(x,w,xM)( L )
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No caso de um meio homogéneo acima da interface X, a fun¢do de Green é conhecida.




Aproximacao de alta frequéncia

Se considerarmos apenas a componente de mais alta frequéncia

VG (x,w;xp) ~ %GA(x,w;xM) (%)

(x—xM>
——— | -n = —cosfy,
Ly

AnG(x,w; xp) ~ —% cos Oy G (x, w; xpy)

Como

ficamos com
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Ao reter apenas a componente de mais alta frequéncia, estamos nos concentrando na reflexdo, em detrimento de
outros fendmenos de espalhamento de ordem mais baixa, como as difragdes.




Aproximacao de Kirchhoff para o campo espalhado

~As A 05 0
gﬁ(xg,w;xs)z—iw/ R(65)G*Ge (Cos :rcos g> S
X 1
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Como agora estamos considerando apenas meio homogéneo, R(x;xs) = R(6s).




Aproximacao de Kirchhoff, no tempo

P(Xg,w; Xs) ~ —iw/ R(05)G*GE <
b

[ ) it (bt ety o
s 16m2LsL, .

cos Os + c059g> S
o]

Passando a inversa da Transformada de Fourier,

N R(65) Ls + Lg\ [ cosfs+ cosfg
©(Xg, t; Xs) & 8t/>: 167r2L5Lg6 (t 5 o dS
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O termo (cos Os+cos 64/ c1) é denominado fator de obliquidade enquanto que (1/LsLg) é o espalhamento geométrico.




Fonte qualquer

Se ao invés de termos uma fonte pontual, tivermos uma fonte F(x,t), a solugdo geral,
no caso de meio homogéneo, é dada por

C,O(X, ta xs) >"X,t F(X, t)
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Efeito de uma perturbacdo no modelo de velocidade



Meio perturbado

» ¢p(x), uma velocidade de propagacio de referéncia

» c(x), a velocidade do meio

1 1
P~ et
ou seja, )2
1 ol X
r(x) =1 (x)?
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Campos total e de referéncia

Y =1o+¢
Campo total Campo de referéncia

2 2

2”(2—|—A12:—I:_(X,OJ) 0( )

W 2¢0‘|‘Aw0 = (X w)

Logo
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Para chegar a uma equacgao para ¢A> basta subtrair a equagao para 1/3 da equagdo para 1/30, e usar que ¢ = 1 —1.Com
efeito, temos que

0= = )2¢+ ¢] [ 0(2) ¢0+A¢o}
i W2
— %[1 — r()]P + A?ﬁ] [ ? Po + A%}
Logo ) 2

o) ——5r(x) [11)0 + ¢}




B(xg,w) = —w? /R = [ao(x,w) + qb(x,w)} G (%, w; xg) dx
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Ja sabemos representar a solu¢do da equagdo em termos da fungcdo de Green. Com isso chegamos a equagio de
Lippmann-Schwinger, onde G é a funcdo de Green computada no meio de referéncia.

Lembrando que ¢ = ¥ — 19, a equagdo de Lippmann-Schwinger pode também ser reescrita como

D(xg,w) = Po(xg,w) — w? / r(x)

r3 co(x)?

[ﬁo(x,w) + $(x, w)} @(x,w; Xg) dx




Reescrevendo em termos de ¢

Bltg ) = Dolgee) — o [ Clxwing) s (x,)

Podemos resumir isso como
¢ = @bo + qub)
onde B é o operador definido por
~ 5 A~ r
Bi(xg,w) = —w G(x,w;Xg)——5
R3
Com isto, a equacdo de Lippmann-Schwinger fica

b = o + B
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Se gZA) = 120 + B@ZA) e | denota o operador identidade, entao
b = (I = B) o
= (I +B+ B>+ B+ ),

desde que a perturbagao r no campo de velocidade seja pequena.
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Note que B é um operador linear. Além disso é limitado, por argumentos de conservag3o de energia. Se ||B]| < 1,
ou seja, para pequenas perturbagdes no campo de velocidade, ent3o

(I-B) '=(+B+B*+B+--),

onde a série no lado direito é convergente.




Perturbacao abaixo de um refletor

Qo (acima de X)

e r(X)lxeny =0
- \\\\
e ~
7 ~
z___\\ \\\
Ty N
-~ N
N N\
. N
N \
N \
A \
. \
Q; (abaixo de X) | px \
\\ R
. -
\ -
s R?’—QoUQl
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Se a perturbag3o ocorre apenas abaixo de uma superficie X, entdo r(x) = 0, acima de ¥, ou seja, para x € .




Aproximacao de Born

|<g\ < |%20\

~ _wz/ r(x) Do(x, w)G(x,w; xg) dV
Q
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Esta aproximacao é equivalente a manter apenas os dois primeiro termos da série de Born, ou seja,

b ~ (I + B)do.




Background homogéneo e fonte pontual

> F(x,w) = 6(x — x5) = o(x,w) = G(x,w;xs)
R eiwLM/Co
> cp(x) constante = G(x,w;xn) = ALy onde Ly = ||x — xpm]|-
Entdo
R w? r(x) ;
. ~y iw(Ls+Lg)/co dV
Olxg: wixs) 16m2c2 /Q1 LL,°
> 1 (%) Lot L
r(x s T Lg
t;Xs) & ———5 0O |t————=]dV
¢(Xg7 Xs) 167T2Cg tt /Ql Lng < o )
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Campo espalhado por uma interface finita



Espalhamento por uma interface finita
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Aproximacao de Kirchhoff

P(Xg,w; Xs) = / [pV GE — GEV ] - n dS
Z/
Seyey,
Py, w; xs) ~ R(y;xs)és(y,w;xs)

OnP(Y,w; Xs) = —R(Y; Xs)0n G*(y, w; Xs)

Sey e Y\X, ¢(y,w) = 0 (n3o hd espalhamento em ¥'\Y).
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Campo espalhado em meio homogéneo

P(xg,w; Xs) %/ R(y;xs)ﬁn(éség) dS
¥

Haviamos visto que, em meio homogéneo,
A iw 1Y\ y — X
G . —(=Z_2\1G .
v (vaix) < c L) (Y7w1x) ( L )

OnG(y,w;x) = — <% — %) cos 6 G(y,w; x)

Assim,
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Aqui, L= ly —x||.




Campo espalhado em afastamento nulo (xs = x; = x)

Se R(#) n3o variar muito,

N R Iw 1 iw
P(x,w) ~ ~ 82 /z (CL2 — §> e?wL/¢ cos 0dS,

onde
> L=|x—y

» 0 é o angulo entre (x —y) e a normal a ¥

» y € X é avaridvel de integracao
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Se o meio for homogéneo, G(y,w;x) = e“L/</(4xL), onde L = ||x — y||. No caso de fonte e receptor coincidentes,
definimos x = xs = Xg4.




Sistema de coordenadas para integracao

Suponha que X estd contido no plano xy e x = (0,0, H)
z
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Vamos considerar um caso mais simples, no qual a interface ¥ estd contida no plano xy e o ponto de observagao
estd sobre o eixo z (Trorey, 1970).

No sistema de coordenadas proposto, para cada valor de «, L; e Ly sdo os limites inferior e superior para L, a
distancia entre x e y, dada por L2 = y? + y2 + H?. Além disso, y = ||y||(cos o, sina, 0) e ||y|> = L2 — H2.

Lembrando que o elemento de superficie é dado por
ds = |2« M| gad,
oo OL
temos que yo = ||ly||(—sina,cos,0) ey, = “TLH(cosa,sin @, 0). Logo,

Oy Oy _

e X T L(—sina, cos o, 0) x (cos a,sina, 0) = L(0,0,—1).

e portanto dS = LdL dao.




Caso |: 2 nao contém a origem

R [ (i 1\
Pi1(x,w) & —8—2/ / <% - F) et/ cosOLdL da
™ a L

1 1

HR [* (2 (iw 1Y\ si1)c
R 192 ) g2iwl/ey) ¢
872 /al /L1 <cL2 L3)e @
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Da figura anterior podemos ver que cosf = H/L.




Integrando em L

Observe que
: . Ly
/Lz ﬂ B i eZiwL/c gl — e2 wl/c
i cl2 I3 212 '

1 Ll
Entao
HR [ e2iouL2/c e2iwL1/c
@/(X, w) ~N e o da
gr2 ), 203 212
HR /042 e2i(,uL2/c al eZile/C
S S da+t / & da
8r2 ||, 202 w202

HR e2iwL/c 1
T g2 ?4 5 ey 97
82 [, 2L |y (s)l
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~ é a curva que parametriza a fronteira de ¥, no sentido anti-hordrio, dy = ||7/(s)||ds é o elemento de comprimento
de arco, para um pardmetro s que percorre a curva.




Caso Il: X contendo a origem

Se ¥ contém a origem, entdo L1 = H, constante. Assim

_HR
82

N

go;;(x,w) ~

2m e2iwL2/c e2iouL1/c
— d
/0 212 212 ¢

HRe2in/c HR%GZWL/C 1 J
= - g
ir 2H2  8m2 f 202 v (s)|

R ] HR 2iwl/c 1
— eleH/c . 5 f € d’Y
Y

- 8rH 8m
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Campo espalhado com em sem reflexao

e2le/C

8 H +Pi(xw)

Pn(x,w) =

» o, representa a resposta quando nao ha reflexao
» oy representa a resposta quando hd reflexao

» O termo R/(8mH)e?wH/c ¢ a reflexdo especular, que no tempo fica

F@H)d(t —2H/c)
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Se a superficie se estender ao infinito, ¢, vai a zero, restando apenas a resposta de reflexdo.




Inversiao de fase

O<a<m —rT<a<0

v

@1 = D> — D4 o1 = D1 — Ds
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Uma faixa que estende infinitamente paralela ao eixo x, ao ser posicionada simetricamente em relagdo a esse eixo,
tem sua resposta de difracdo invertida. Essa mudanca de fase é percebida experimentalmente quando o ponto de
registro troca de lado em relag3o ao difrator.




Relacao entre amplitudes

v
v
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Na figura, D; representa o valor da integral sobre a borda préxima da origem e V representa a contribuicdo da
reflex3o. A integral sobre a borda no infinito vai a zero.

Quando a faixa toca o eixo, surge a reflexdo. Nesse caso, por continuidade devemos ter que

Sy =V —Dl=Dl=¢.

Logo, quando a x estiver exatamente sobre a borda, a amplitude da difracdo é metade da amplitude da reflex3o.




Aproximacoes assintoticas



Aproximar a funcdo de Green em um meio heterogéneo
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Funcao de Green em meio homogéneo

Para meio homogéneo,

G(x,w) = A(x)e™® T ,f,
com =—-1em 1D, f=—-1/2em 2D e =0 em 3D.
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Aproximacao por série convergente

[1(A) = Sn(A)]
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As somas parciais Sy de uma série convergente que aproxima /() sdo boas aproximag¢des quando A estd préximo
do ponto onde foi feita a expansdo (por exemplo, em torno de zero). Mas a medida que A se afasta desse ponto,
mais e mais termos s3o necessarios para que a soma parcial da série seja uma aproximag3do razodvel.




Aproximacao assintética

[1(A) = Sn(A)]
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No caso de aproximagoes assintdticas, todas as somas parciais podem ser divergentes, mas mesmo assim, para cada
valor fixo de A hd uma soma parcial especifica que fornece a melhor aproximagdo. Além disso, a medida que A
cresce, o erro dessa melhor aproximacg3o vai zero.




Queremos uma aproximacao assintética para a solucao da equacdo de Helmholtz
homogénea
w2
c(x)?

~

'&(xv w) + Ap(x,w) =0

da forma

A : =L Ai(x)
— B aiwT(x) J
S(x,w) =we JE:O (w)

quando |w| — 0.

Note que 3 ndo pode ser determinado apenas pela equacdo diferencial.
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Se queriamos aproximar a funcio de Green, cujo termo fonte é §(x)d(t), por que vamos estudar a equagido de
Helmholtz homogénea?

A raz3o para isso é que tanto uma onda gerada por uma fonte pontual, como a onda espalhada por uma interface,
tem sua propagacgdo governada pela equagdo de Helmholtz homogénea. O que difere as duas sdo as condi¢cSes
iniciais. A determinacdo dessas condi¢des iniciais serd discutida mais a frente.

Por fim, perceba que ao deixar 8 livre podemos assumir, sem qualquer perda de generalidade, que Ap(x) # 0. Por
qué?




Derivadas de S

A , L A;
Se S(x,w) = U-V, com U= wlew™™® e V = ; (/chz))(f) mostre que

VS=VU-V+U-VV

AS=V.-VS=AUV +2VU-VV + UAV
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Derivadas de U e V

VU=V (wﬁ ei“’T(x)) = WP (jw)Vr(x) = iwVT(x)U

AU =V -VU=iw[AT(x)U 4+ V7(x) - VU]
= iw[AT(X)U 4 iwVT(x) - VT(x)U]
= iw [AT(x) + iw||VT(x)|*] U

— VA;(x
>_z )

Aj(x)
(iw)

VV =V f:
j=0

L AA;
AV:Z J(X)
j=0

(iwy
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Laplaciano de S

AS=AUV +2VU-VV + UAV

> A A AA;
= Zin (AT — iw||VT|?] 5= + 2iwUVT - V L U—L
= (iw) (iw) (iw)

o= [IIVTI2A;  ATA; +2VT- VA,  AA
‘“Z[(w—z R (7% Vo S (Y
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Equacoes Iconal e do Transporte

w? A A 2 (V7|2 = 1/c(x)®)A;  AAT+2V7T-VA:  AA
AS = L J J _ J | —0
e AU e A
Ou seja
V7 (x)]|? = ! Equag&o iconal
T - C(X)2 q 7
Ao(x)AT(x) + 2V 7(x) - VAp(x) =0 Equagdo do transporte

Ai(x)AT(x) +2V7(x) - VAj(x) = —AA;_1(x), j=1,2,...
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Equacao iconal

Equacao diferencial parcial, de primeira ordem, ndo-linear.

1
c(x)?

Como resolver a equacao iconal?

IVr(x))* =
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Teoria dos Raios — cinematica



Formulacao

H:-R3xRxR3 R

H(x,T,p) = @ [Hp”2 - ﬁ] =0, onde p(x)=Vr(x), e A\(x) #0

s
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A fung3o )\ é arbitraria, desde que seja diferenciavel e nunca se anule.




Teoria de Caracteristicas

Para uma equacao diferencial parcial ndo-linear de primeira ordem,
H(x,T,p) =0,

onde p = VT, as curvas caracteristicas sao dadas pela solugao do sistema de equacoes
diferenciais ordinarias

dx dp dr T
_— = v H, —_— = — H7— V H 5 - — v H

do p do [H:p + VxH] . P Vp

Ao longo dessas curvas, H é constante. Logo, se em algum ponto da curva H for zero,
a curva estara inteira sobre a hipersurpeficie H = 0.
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Andando sobre H =0

Para ver como surgem as curvas caracteristicas, sejam dx um pequeno deslocamento,
0T = 7(x 4+ dx) — 7(x) e Ip = p(x + Ix) — p(x), tais que

H(x + éx,7 + 07,p + dp) — H(x,7,p) =0
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Aproximacao de primeira ordem

Logo
0= H(x+dx, 7+ dr,p+ op) — H(x,7,p)
~ ViHT6x + Z—I:(ST + VpHT6p
= |VxH + g—I:VTT + VpH V27| 6%
Pois

> 67 = 7(x 4+ 0x) — 7(x) = V7T ix

> 0p = p(x + 06x) — p(x) = Jp ox = V>76x
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Equacao quase-linear

H
VxH + g—TvT + V27V,H =0

Com isso, ao se deslocar sobre a superficie H = 0,

H
V2rVpH = — [va + a—vT]
or
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Como cada componente de dx é independente, temos que [VXH + g—':VT + VzTVpH] deve ser identicamente nulo,

e isso nos fornece uma equacdo quase-linear.




Curvas caracteristicas

H
V2rVpH = — [VXH + 8—%]
or

Sendo assim, sobre a superficie H = 0, considere as trajetdrias parametrizadas por
o € R, dadas por

dx
— = H
do Ve
Com isso
dT . T dX . T
dp 5 dx OH
“F b H+ 2
do v "do [Vx i or ]
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Parametrizacao por curvas caracteristicas

(x(0), 7(0), p(0))

Condic3o inicial
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Sistema de tracado de raios

Hx7.0) = 200 |Ipl? - s

2 c(x)?
dx
X H=)\
do Ve P
dp OH A
P IV HE | =2
do [V T or p] c(x)3vc(x)
dr T A
i H=_2_
do P Ve c(x)?
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Escolhas para A

Se A =1, entdo [0] = L2/ T:

dx \ ﬂ B

do P do P

dp A dp 1

do = ) 7 do = ey )
ar _ A ar _ 1

do  c(x)? do  c(x)?

o representa um parametro crescente ao longo do raio.
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Escolhas para A

Se A = ¢(x), entdo [o] = L:

dx dx .
%_Ap E—C(X)P—P
dp A dp 1

do = () Ve(x) = 1= C(x)2Vc(x)
ar _ A a _ 1

do  c(x)? ds  c(x)

o é o comprimento de arco.
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Escolhas para A

Se A = c(x)?, entdo [o] = T:

dx dx 5

do = Ap P c(x)°p

dp A dp 1

P C(x)3Vc(x) = it = e Ve(x)
dr A dr

- = — =1

do  c(x)? dt

o é o tempo de transito.
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Teoria dos Raios — dinamica



Amplitude ao longo dos raios

A amplitude do campo de onda é regida pela equacdo do transporte:

Ao(x)AT(x) +2V71(x) - VAg(x) =0

Multiplicando por Ag, temos
V- [A3(x)VT(x)] =0

Com o Teorema da Divergéncia, temos

}f AZ(X)V7(x)-ndS = / V- [A§(x)V7(x)] dV =0
S %4
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Lembre que o Teorema da Divergéncia é vélido para qualquer volume finito V delimitado pela superficie S, respeitadas
as condi¢Bes sobre S. Resta ent3o, escolher uma superficie S conveniente.




Tubo de raios
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Vamos tomar como S um tubo de raios, ou seja, a S; e Sy sdo superficies ortogonais a um raio central escolhido e
essas superficies s3o conectadas por raios na vizinhanca desse mesmo raio central. Construido assim, as normais de
S1 e 5p estardo na mesma dire¢do do vetor p = V7 (com o sentido apropriado) e a normal a Q serd ortogonal a p.




Quantidade conservada ao longo do raio

ozijgvT-ndS:/ +/+/ AZVT-ndS
S S1 Q S
ALV VT s
=L A

/ 217 dS = /A||V7||d5

Logo
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A integral de superficie sobre Q ¢ nula visto que V7 -n = 0. Percebemos assim que a integral de A3||Vr| é
conservada, ao longo do tubo de raios.




Sistema de coordenadas centrado no raio

dsz‘ﬁxﬂ

d~vy1d
B B7o Y1d7y2

A\ g

raio
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Amplitude ao longo do raio

De
/ A2||V7||dS :/ A2||Vr||dS
51 52
temos que
2205 Y1) _ g2 p(02)
0(01) C(O'l) 0(02) C(O'z)
ou, de forma geral,
A2 _ A2 /’L(O-O) C(U)
0(0-) O(O-O) C(O’O) M(O_)

Obs: Estamos abusando da notacdo f(o) = f(x(0)).

Ricardo Biloti Propagacao de Ondas Sismicas
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Lembre que |V7(x)|| = 1/c(x).




12 EDO para a amplitude

A equacao do transporte, multiplicada por A\A, é:

AMPAT +20\AVA - V71 =0

Ao longo do raio, vimos que

ox
T Ap =\
9% p VT
Com isso, ,
M2AT +2AVA- ox _ 0 = aA” _ —AA’AT
oo do

Para simplificar a notacdo, usamos A no lugar de Ayp.
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22 EDO para a amplitude

Por outro lado, como A?(¢0) = Az(ao)’iggg ;Eg temos que
9o lon) d [el0)] o o) d [elo)
do = A%(o0) c(og) do LL o) =A% )C(O') do [,u(a)]

Portanto
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Laplaciano do tempo de transito

2
‘Li = —AA’AT Ly
o
=  Ar=I-"In [“(”)]
d_A2 B Aziln (o) Ado | c(o)
do ~ do | (o)

Resta saber como computar pu(o).
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Lembre que In [;8] ——n [’;8]




Jacobianos ao longo do raio

Sejam
[ Ox  Ox |
M(O') = J,Y(X) = 8_%_ 8_’}/2 - R3X2
op Op
N(O’) = Jy(p) = 8—71 8_’}/2 € R3X2
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EDO para M(o)

= )\ny(p) + pJ’y(A)
= AN + p(N) (%)

Portanto Y
— T AN "N/
To +p(VA)
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EDO para N(o)

dN  d dp A
=)= () =4 (- vew)

se q(x) = 2c(1x)2’ entdo Vg = — C()l()3Vc(x)
dN

_ = H(AVa) = A (Va) + Vg (V)

= A(Vq)Jy(x) + Ve () I (x)

= A\V2gM +Vq(VA) ™M

Portanto 4N
Jo [)\V q-+ Vq(V)\) } M
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Sistema completo de tracamento de raios

O sistema de tracamento de raios é formado por 19 e.d.o’s de primeira ordem:

dx dp dr A
do P do va. do  c(x)?,
dM dN
Y N N —:[)\2 )\T]M.
o +p(VA) M, = Vg +Vq(VA)
1 3 3%2 3
comg=——-—,ondex,peR’ 7R, e M|N e€R>*%, e A:R> = R,
2¢(x)?
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Sistema de tracamento de raios com A =1

dx dp 1 dr 1
_—VC(X)7 % — C(X)z,

am _
do

dN 1

N av L
’ do c*

[3vc(vc)T - cvzc] M

ondex,pcR3, 7€ R, M,N € R3? e ¢ = ¢(x).
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Sistema de tragamento de raios com \ = ¢(x)

dx dp 1 dr 1
ds c(x)p: ds  c(x)? Velx) ds ~ c(x)
dM . dN 1 -,
a_ a_ _ M.
i cN +p(Ve)' M, 3 [2VC(VC) cV c}

ondex,pcR3, 7€ R, M,N € R3? e ¢ = ¢(x).
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Sistema de tracamento de raios com A = c(x)?

dx dp 1 dr

2
- = _— = — _— = 1
dt c(x)°p, dt C(X)Vc(x), dt ’
aM . dN 1 -
s N +2cp(Ve)' M, e [VC(VC) —cV c} M.

ondex,pcR3, 7 € R, M,N € R3*? e ¢ = ¢(x).
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De M(o) a u(o)

Lembrando que, por definicao,

_— X —

oy1 Oy

ox ox
p(o) = ‘

uma vez tendo computado M ao longo do raio, para obter i basta observar que
(o) = [[My x My,

onde Mj e M, s3o as colunas da matriz M.
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Condicoes iniciais para o tracado de raios



Condicoes iniciais para fonte pontual

Para pode integrar o sistema e.d.o’s do tracamento de raios é preciso fornecer
condicdes iniciais para as 19 equag¢des ordinarias.

No caso de fonte pontual, F(x,t) = d(x — xg)d(t), temos que

> 00 =0 > p(0) =7
> x(0) = xo > M(0) = ?
> 7(0) =0 > N(0) =2
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Condicao inicial para p

Pela equacao iconal,

1
IPll = 2oy

Portanto

1
p(0) = (cos 1 sin 42, sin 1 sin 72, cos72)
C(Xo)

com0< 1 <2re 0 < <.
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Condic3o inicial para M e N

Vimos que, para quaisquer o e o1,

B W) o) [e(o)
A(”)A(“)\/ o)\ o) =\ (o)

Y

onde K é uma constante. Logo, podemos computar

= lim A(o o)
K= lim Al o)

Como K depende apenas do comportamento do campo em uma vizinhanca de Xxg,
basta computar o limite para em um meio homogéneo ao redor de xg.
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Amplitude em meio homogéneo

Se ¢(x) = ¢(xp), entdo

® = p(o)=p(0), com [p(0)] = C(io),
% — Ap(0) ~ x(0) = xo + oAp(0)

Da func3o de Green para meio homogéneo, sabemos que amplitude em um meio
homogéneo é

~ 1
A(o) = _ clxo).
4r||x — xo||  4mAo
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Estamos utilizando A para distinguir entre a amplitude no caso geral e a amplitude no caso homogéneo, que serd
utilizada apenas para obter as condi¢des iniciais necessarias ao caso geral.




M em meio homogéneo

M(0) = Jy(x) = I (x0 + oAp(0)) = AL, (p(0))

o) —siny1siny2 COS7y1 COS Y2
= COS7y1Sin7y2  Sin~y; COS7Y»
¢(xo) 0 —siny»
Portanto M(0) =0 € R3%? e
%

(o) = [Mh(0) x Ma(o)| = 57 555 s
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Constantes K, M(0), e N(0)

K = lim A(0) mo) _ smyz — =22
o—0 c(o) a—>0 47r)\a c(x0)? c(xo)
Finalmente,
Alo) = 1 [siny c(o)
At \| c(xo) (o)’
M(0) =0, e
1 —siny;sSiny2 COS7y1 COS Y2
N(0) = “(x0) COS7y1SiN7y2  sin~y1 COS7Y2
0 0 —sinys
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Repare que a constante K foi computada utilizando A, amplitude do caso homogéneo, e p também do caso ho-
mogéneo.
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