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1 Revisao
1.1. Sejam u,v € R3, vetores nao colineares. Mostre que
u-fluxvl=v-uxv|=0,
ou seja, o vetor (u x v) é ortogonal a u e v.

1.2. Sejam f,g:R?® = Re ¢, pu:R> = R3 Se 0=(0,0,0) € R mostre que:

(a) V(fg) = [Vg+gVf (8) VX (Vxd)=V(V-¢)—Ad
(b) V- (Vx¢)=0 (h) V- (V(V-$)) = A(V- )
() VxVf=0 (i) V- (VX Vx¢)=0

(d) V-(f¢) =Vf-d+ [V ¢ |

() VX (f§)=VIxp+[Vxo i) Vx(V(V-¢)) =

(£) V- (dxp)=(u-Vxa)—(¢-Vxp) (k) V x (VX Vx¢)=—A(V x ¢)

1.3. Seja f : R3 — R. Expresse Af em coordenadas esféricas.
1.4. Mostre que / 5(t —a)f(t)dt = f(a).

1.5. Mostre que &(at) = 5(t), para a # 0.

la]
1.6. Mostre que td(t — a) = ad(t — a), para qualquer a € R.

1.7. Seja f : [a,b] — R uma funcdo diferencidvel em todos os pontos de (a,b), exceto pelo ponto ¢ do
intervalo, onde f tem uma descontinuidade de salto. Seja a o salto de f em ¢, e defina

g($)_{ f(x), a<z<e,

flx)—a, c<zxz<hb.
(a) Mostre que
f(z) = g(z) + ap(z —¢),
onde i é a funcao degrau de Heaviside.

(b) Mostre que
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(¢) Seja y a solugao de
y' +p@)y + q(x)y = d(z — o).
Se p e q sao continuas, examine possibilidade de y ser discontinua em ¢ e explique por que isso

nao pode acontecer. Conclua que essa equacao diferencial é equivalente a equagao homogénea
com a condicao de que y seja continua em ¢, mas que vy’ seja discontinua em c, tal que

y(es) —y(c) = 1.

1.8. Mostre as propriedade da transformada de Fourier.

f F(f)
f(t) + ag(t) f(w) 4+ ag(w)
flat), a#0 i (w/a)
f(t—a) et f(w)
f't) —iwf(w)
f(t) = g(t) f@)gw)
f(t) 27 f(—w)
1.9. Seja f : R — R. Mostre que
(a) Se f é par, entdo f é real e par. (©) f(—w) = fw).
(b) Se f é impar, entdo f é imaginaria e fmpar.  (d) Re[f(w)] é par e Im[f(w)] é fmpar.

1.10. Encontre a transformada de Fourier de:

(a) f(t) = et (c) f(t) = e F
1, t>0
®>ﬂ”:Mﬂ={o,t<o (d) £(t) = p(]t] - lal)

2 Equacao da Onda

2.1.

2.2.

2.3.

2.4.

Seu:R3?x R — R3 é o vetor deslocamento em (x,t), mostre que a perturbacio na pressdo actistica
causada pela propagacio de uma onda é dada por 1 (x,t) = —pc?V -u, onde p : R3 — R é a densidade
e c:R3 = R é a velocidade de propagacio do meio.

Reescreva a equacao da onda 1D, com velocidade e densidade constantes, no sistema de coordenadas
definido por £ = x — ct e n = x + ct. Resolva a equagao nesse novo sistema.

Encontre a solugao da equagao onda 1D em uma semi-reta, ou seja,

1
C*Q@btt(%t)—wm(%t) :07 $>07
com a condigao de contorno, ¥(0,t) = 0.

Verifique que u(z,t) = costsinz é solucao de uy = uz,. Como a solugao geral tem a forma u(z,t) =
f(t—z/c)+ g(t + x/c), deve ser possivel expressar u dessa maneira. Quem seriam f e g nesse caso?
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2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2.10.

2.11.

Resolva a equagao da onda 1D, para densidade e velocidade constantes, com as condicoes iniciais
P(z,0) = F(x) e Y¢(x,0) = G(z). Faca graficos para diferentes valores de ¢, no caso de F'(x) =1, se
|x| < e e F(x) =0, caso contrario, e G(z) = 0.

R: ¢(z,t) = 3 {F(m —ct)+ F(z+ct)+ 2 et G(s) ds} (formula de D’Alembert)

x—ct

Suponha que ¢ (x,t) = f(t —z) — f(t + ), onde

1=y, -1<u<l1
flu) = { 0, c.c.

Explicite o problema de valor inicial que tem 1 como solucao.

A solucao geral da equagao da onda 1D com velocidade constante, pode ser escrita como ¥(x,t) =
f(t—z/c)+g(t+x/c) ou através da férmula de D’ Alembert, em termos das condigoes iniciais prescritas
por F' e G (vide exercicio 2.5 desta secao). Encontre a relagao entre as fungoes f, g e F, G.

Considere a equacao da onda acustica 1D, em meio homogéneo, ou seja,
1
Cﬁwtt—wxxzoa 0<z <1,

com condigoes de contorno 1(0,t) = 0 e 1, (1,¢) = 0. Mostre que existe solugao nao trivial para esse
problema, da forma,

U(z,t) = u(z)e™,

onde u : R — R. Determine essa solucao. Quais os valores admissiveis para w?

Sejam u e v sao campos escalares satisfazendo as condigoes de radiacao de Sommerfeld. Considere o
produto interno dado por

(1,0) = [ | ix.w)ilx,) dx.

Mostre que o operador £, dado por Lu = At + "5—2212, para c constante, é auto-adjunto, ou seja, mostre
que
(La,v) = (G, LV).

Simule a propagagao de onda plana 2D, dada por ¢(x,t) = f (t — n—cx) +g (t + “—C"), onde x,n € R?,
[nfl =1,
f(s) = max{0,1 — |25}, g(s) = —max{0,1 — s°}.

Fixe um valor para c e exiba varios snapshots da propagacao. Observe o efeito de variar o vetor n.

Seja ¥ (x,t) = ¢(||x]|,t) a solucao de onda actstica esférica 3D em um meio homogéneo com velocidade
¢ =2 km/s. Em termos das ondas esféricas harménicas,

1 r iw(t—r/c ~ iw(t+r/c
p(r,t) = W/f(w)BW(t /9 4 §(w)e /9 du.

(a) Mostre que Re{y} e Im{¢} também sao solucoes da equagao da onda.

(b) Compute a onda esférica para a funcio f(w) = p(w —wo) — p(w — wy), para wy < wi, e §(w) = 0.
()
(d) Experimente variar wg e w; e observar o comportamento da solu¢do. Analise o caso em que
wo — —00 € wp — O0.

Faga o grafico de Re{t(r,t)}, primeiro para r fixo e depois para ¢ fixo.
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2.12.

2.13.
2.14.

2.15.

2.16.

2.17.

2.18.

2.19.

2.20.

2.21.

Mostre que a funcao
sin(wr/c)

(e, w) = 2L,

onde r = ||x]|, é uma solucao para a equacao homogénea de Helmholtz em 3D, isto é, u satisfaz
Au + (W?/c*)u = 0.

Mostre porém que u nao satisfaz as condicoes de radiacdo de Sommerfeld.

Compute a transformada de Fourier em ¢ de ¢ (x,t) = f (t — n—cx) +g (t + n—cx)

Mostre que as fungoes de Green causais para a equagao da onda acustica, com velocidade e densidade
constantes, em 1D e em 2D, em um meio ilimitado sdo dadas, respectivamente, por

Gip(w,t) = Sult — [l/c),

Cap .ty — =11/

o/ — |x|2/

onde p é a funcao degrau de Heaviside.

Para a equacao da onda acuistica 3D, compute a funcao de Green anticausal, G_. Mostre que

A

G_(x,w) = G(x,w)*, onde G é a funcdo de Green causal.

Compute a funcao de Green para a equagao de Laplace, ou seja, resolva

com a condicio de que lim |0 G(x) = 0.

Se u(x,t) = Vo + V x x é a solugao da equagao da onda eldstica em um meio homogéneo, mostre que
V-x=0.

Encontre a decomposigao de Helmholtz do campo vetorial F(x,t) = f(¢)0(x)(1,0,0), ou seja, encontre
o campo escalar ¢ e o campo vetorial x tal que F = V¢ + V x x.

Mostre que

/t CrS(t— 1) dr = tu(ty — ) — plto — ).

Compute a transformada de Fourier no tempo para obter a funcao de Green da equacao da onda
elastica, em meio homogéneo, na frequéncia, G;(x,w).

Uma onda de superficie propaga-se em um meio 3D, porém € fortemente atenuada a medida que se
afasta da superficie do meio. Em sismica, exemplos de onda de superficie sdo o ground roll, a onda
Rayleigh e a onda Love.

Considere a equagdo da onda acustica em um meio 3D homogéneo. A superficie do meio é z=0¢€ o
meio se estende infinitamente para z > 0. Procure uma solugdao de onda de superficie, ou seja, que
se propaga préoxima a superficie do meio, sendo atenuada em seu interior. Para tanto, proponha que
U(x,t) = f(2)e!@t=*2) (onda plana) seja solucio de

1
Y — Ay =0.
c

Encontre a equacao que determina f e resolva-a obtendo uma solugao que seja atenuada quando z > 0.
Qual quantidade determina o quao rapido a onda ¢é atenuada?
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3 Coeficiente de Reflexao em meios acusticos

3.1. Mostre que o angulo de transmissao torna-se complexo quando o angulo de reflexao é maior que o

angulo critico. De fato, 07 = § — i, com 7 > 0, para 6 > 0c.

3.2. Mostre que o coeficiente de reflexao de uma onda plana actstica é complexo e tem mddulo igual a 1,
se o angulo de incidéncia for maior que o angulo critico.

1 —(c1/c2)?
L—(p2/p1)*

3.4. Mostre o coeficiente de reflexdo independe do angulo de incidéncia, quando a densidade varia entre os
meios, mas a velocidade permanece constante.

3.3. Mostre que se R(0) = 0 tiver solucao entao 6 = arccos

3.5. Determine os coeficientes de reflexao e transmissao para as ondas planas indicadas a seguir, propogando-
se em meios acusticos.

(a) (b)

e N e Ve

P2, C2 P2, C2

P3,C3 P3, C3
T

4 Coeficiente de Reflexao em meios elasticos

4.1. Verifique que Rpp e Tpp para incidéncia normal coincidem com os coeficientes de reflexdo e transmissao
para incidéncia normal em meios acusticos.

4.2. Implemente em Matlab a resolucao das equacgoes de Zoeppritz e observe o comportamento do coeficiente
de reflexao para diferentes modelos.

5 Aproximacoes integrais para o campo espalhado

5.1. Seja v a solucao da equacao da onda acustica 3D com o termo fonte F', ou seja,

1
—y — Ay = F(x,t
C(X)2 1/’tt Q;Z) (Xa )7
e G a funcdo de Green associada. Seja V' € R3 um volume delimitado pela superficie S, suave. Suponha
que v satisfaz a condicao de radiagao de Sommerfeld.

(a) Se x4 € V, mostre que

A~

P(xg,w) = /‘/G(x,w;xg)}%(x,w) av + fg[é(x,w;xg)VQZJ(x,w) — (x,w)VG(x,w; x,)] - n dS.

(b) Se V for uma esfera de raio R, mostre que

R—o00

i { § [Goxwin,) Vi) — D000 VG wix,)] s | =0

e portanto,

P(xg,w) = G(x,w; x4)F(x,w) dV.
R3
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5.2.

5.3.

5.4.

9.5.

(¢) Defina o suporte de F, denotado por supp F', como

supp F' = {x € R3| F(x,t) # 0, para algum ¢},

ou seja, o suporte de I’ é o conjunto de todos os pontos onde F' em algum momento é nao-nula,
bem como a fronteira deste conjunto. Mostre que

~

(xg,w) = / G(x,w; xg)F(x,w) dV.
supp F
(d) Se supp F' é um conjunto limitado e supp F' C V, entéo
i[é(x,w;xg)vqﬁ(x,w) - Q,/A)(X,OJ)VG(X,W;Xg)] ‘ndS =0.

(e) Interprete fisicamente esses resultados.

Escreva a integral de Kirchhoff para o caso de ¢ constante, nas seguintes situagoes:
(a) O refletor é o plano horizontal z = H > 0.
(

(c) Os dois casos acima, com x; = x4 = 0.

b) Configuracao de afastamento fonte-receptor nulo, isto é, x, = x4.

Mostre que, no caso (c) do exercicio anterior,

%u(t —2H/c) Rt(f) ~ gr(gé(t —2H/c),

onde cosf = % Interprete geometricamente.

Considere o problema de representar o campo espalhado por um corpo opaco, convexo, imerso em um
meio homogéneo. Suponha que a fonte é pontual e instantanea.

Regido iluminada

Imponha, como condicao de contorno, que o campo espalhado pela regiao de sombra é identicamente
nulo. Seguindo os mesmos passos utilizados na dedugao da representagdo integral para o campo
espalhado por uma superficie infinita, mostre com que o campo espalhado ¢(x4,w;Xs), neste caso, é
dado por

P(xg,w; Xg) & /LR(HS);H (Gs(x,w;xs)ég(x,w;xg)) ds, (1)

onde L é a porcao da superficie do corpo “iluminada” pelo campo incidente, R é o coeficiente de
reflexdo de onda plana para o angulo de incidéncia 65, n é a normal unitaria a superficie do corpo
“apontando para fora” e GM é a funcio de Green do espaco livre com uma fonte em xj;.

Mostre que, para X; = X4, a férmula (1), se reduz a

2i '
DX, Wi Xg) R St R(QS)e

onder =x — X, 7 =|rl[, et =r/r.
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5.6. Seja
I(w) = /F(u)eiw‘z’(“)du.

O método da fase estaciondria é utilizado para obter uma aproximagao assintética para I(w). Se u* é
tal que ¢'(u*) =0 e ¢’ (u*) # 0, entdo

27 b (ut )i
I(w) ~ F(u* ezw¢(u )+7,u7r/4,
LIy G )
onde p = sign(¢”(u*)).

Suponha que ¥ seja uma superficie com simetria cilindrica, parametrizada por z e y, ou seja, (z,y) —
o(x,y) = (x,y, f(x)). Considere fonte e receptor no plano y = 0. Obtenha uma aproximacao as-
sintdtica para o campo de onda refletido por ¥, como uma integral apenas em x.

5.7. Escreva a integral de Born para o caso de c¢; constante nas seguintes situacoes:

(a) O refletor é o plano horizontal z = H > 0.
(b) Configuracao de afastamento fonte-receptor nulo, isto é, x, = x,.
(c) Os dois casos acima, com xs = x4 = 0.

5.8. Mostre que, no caso (c¢) do exercicio anterior, a aproximagao para ¢(0,¢;0) é a mesma obtida no
exercicio 5.3 desta secao.

5.9. Em R3, considere dois meios actisticos homogéneos separados por uma interface plana e horizontal em
z = H. A velocidade do meio é expressa como

o(x) = cl, z < H,
N c2, z> H.

Seja 1) o campo de onda completo, gerado por uma fonte pontual em x = (0,0,0), e G(x,t;X4) 0 campo
de onda direta (sem a presenca de interface) gerada por uma fonte pontual em x4, para (x4)3 > H.

(a) Mostre que
. e . )
D) = | [wx,w)Z(x,w;xg>—Gg<x,w;xg>;j<x,w> as,

onde ¥ é o plano z = H.

(b) Discuta como definir uma aproximagao de Kirchhoff para o campo total 1 e sua derivada normal
sobre a interface de transmissao.

(c) Obtenha uma expressao aproximada para o campo transmitido.

6 Aproximacgoes assintoticas e Teoria dos Raios

6.1. Considere uma curva definida pelos sistema de tracado de raios, isto é

& Ap. A ) 7~ o

do c(x)3

i
para alguma funcao A : R? — R, diferencidvel e ndo-nula. Mostre que se a equacao iconal for satisfeita

em algum ponto dessa curva, entao a equagao iconal serd satisfeita para todos os pontos da curva.

6.2. Resolva a equacao Iconal em 1D.
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6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

6.7.

Resolva a equacao Iconal em 3D, em um meio homogénio. Interprete geometricamente.

Encontre a solugao do sistema de tragamento cinemético de raios, em 3D, em um meio com simetria
cilindrica (¢(x) = v(2)).

Compute a velocidade RMS ao longo de um raio vertical, partindo da superficie, em um meio com
velocidade crescendo linearmente com a profundidade, isto é, ¢(x) = a + bz. A saber,

1

t
omrs(® = 7 [ et at,

onde v : R — R3 é a curva que descreve a trajetéria do raio, parametrizada pelo tempo de transito.

Reescreva o sistema de tragcamento cinemético de raios 2D (ou seja, no plano z—z), parametrizado pelo
tempo de transito, na forma

d—X:F(X,t), X(0) = Xo,

dt
onde Xg € R, X : R = R* F: R* xR — R* Implemente no Octave a resolucio deste sistema
de equacoes diferenciais ordindrias de primeira ordem, usando para isto o comando 1lsode. Em cada
um dos meios determinados pelos campos de velocidades abaixo, trace raios, a partir de uma fonte
pontual em x = (0,0), e para diferentes parametros de raio iniciais. Construindo um feixe de raios,

exiba algumas frentes de onda.

(a) c(x) = 1000.

(b) ¢(x) = 1000 + 3.

(c) e(x) = 1000 + x;
)

)
)
(d) ¢(x) = 3000 + 2000sin (10~ zq23).

Suponha que ¢(x) = 2000+z/2. Resolvendo numericamente o sistema de tragamento de raios dinamico,
estime o valor de 7(x) e A(x), para x sobre uma malha regular recobrindo o plano x—z, com z € [0, 200]

e z € [0,500]. Considere uma fonte pontual em x = (0,0,0)7. Exiba os campos de tempo de transito
e de amplitude.
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