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Introducao

Esta pesquisa tem como objetivo apresentar a teoria dos processos de renovagao, uma
generalizacdo dos processos de Poisson, e seus principais teoremas limites, bem como trazer
diversos exemplos em que a teoria € aplicada de forma prética e realista na modelagem de
problemas do cotidiano. Assim, refor¢a-se a sua utilidade em diversas dreas, ao contemplar,
por exemplo, estimativas de durabilidade de aparelhos eletronicos, estudo de filas e andlise do
desempenho de sistemas e maquinas de estados.

O presente texto € uma versao expandida do relatério final da bolsa PIBIC de Iniciacdo
Cientifica do aluno Pedro Matos Pevide, sob a orientagio de Elcio Lebensztayn, projeto intitulado
“Processos de renovagdo e aplicagdes”. Aqui desenvolvemos mais exemplos de aplicacdo da
teoria e demonstragdes adicionais ou mais detalhadas. Com enfoque primordialmente tedrico, a
pesquisa foi realizada, principalmente, a partir dos livros de Kulkarni (2011), Durrett (2016)
e Ross (2023a), e complementada, quando necessdrio ou buscando maior clareza, com Mitov
e Omey (2014). Na ultima secao, aborda-se o topico de simulacdes, modelando em Python
cendrios onde a teoria se aplica, a fim de obter medidas a longo prazo dos processos e esclarecer
comportamentos probabilisticos por meio de graficos e listas, ampliando, assim, o escopo
aplicado-computacional da pesquisa.

A Secdo 1 contém a defini¢do de um processo de renovagao e introduz suas principais
terminologias, notagdes e teoremas limites, construindo os fundamentos necessdrios para as
proximas sec¢oes. Passando para a Secao 2, o conhecimento anterior € utilizado para desenvolver
o conceito de renovagdo com recompensa, ilustrado em cendrios envolvendo filas, ferrovias e
compras.

Utilizando-se do carater renovador dos processos abordados, a andlise do aparecimento
de padrdes em sequéncias de eventos € o foco da Secao 3, contemplando tanto varidveis aleatorias
discretas quanto continuas, assim como sobreposi¢do de padroes, tempos esperados para uma
sequéncia maxima e seguidas crescentes de varidveis aleatdrias.

O estudo detalhado de filas com um servidor, na Secdo 4, contempla as filas GI/G/1, com
o tratamento da famosa Férmula de Little, e as filas M/G/1, com a definicdo de uma cadeia de
Markov associada e a andlise do periodo médio ocupado do servidor e do tempo médio de espera
na fila. A Secdo 5 € dedicada aos processos semimarkovianos, com a exposi¢cao dos conceitos

basicos e teoremas relacionados ao comportamento a longo prazo.



Finalmente, a Secdo 6, baseada em Ross (2023b), introduz o conceito de simulagdo
de eventos discretos e apresenta dois cendrios modelados em Python: filas paralelas em um
estabelecimento e a evolugcdo do patrimonio de uma seguradora. Por meio da simulagdo desses
cendrios, busca-se analisar seus comportamentos a longo prazo, com o estudo de caracteristicas
essenciais como o tempo médio de espera para uma fila estdvel e a probabilidade de faléncia da

seguradora em fun¢do dos parametros do modelo.



1. Definicao e Teoremas Limites

1.1. Processos de renovacao

Considere um processo de contagem {N(t),t > 0} e seja T,, o tempo entre o (n — 1)-€simo

e o n-ésimo evento desse processo, com n > 1.

Definicao 1.1. Se a sequéncia de varidveis aleatdrias ndo negativas {71, T3, . . . } é independente
e identicamente distribuida (i.i.d.), entdo o processo de contagem {N(z),t > 0} € chamado de

processo de renovagdo.

Assim, um processo de renovagdo € um processo de contagem tal que se o tempo até a
ocorréncia do primeiro evento possui uma distribui¢do F, entdo o tempo entre o primeiro e o
segundo evento possui, independentemente do tempo do primeiro evento, a mesma distribuicao
F, e assim por diante. Quando um evento ocorre, dizemos que uma renovagao aconteceu.

Para um processo de renovagdo com tempos de ocorréncia entre eventos 71, 1>, . . ., sejam

So=0, S,= iT’
i=1

Isto é, S1 = T € o tempo da primeira renovacao; S, = 71 + 7 € o tempo até a primeira renovagao
mais o tempo entre a primeira e a segunda renovagao, ou seja, S»> € o tempo da segunda renovagao.

De forma geral, S, define o tempo da n-ésima renovagdo. Veja-se a Figura 1.1.

N(1)

Figura 1.1: Representacdo de um processo de contagem genérico.



Denotaremos por F a distribui¢do do tempo entre eventos e, para evitar trivialidades,

assumimos que F(0) = P{T, = 0} < 1. Além disso, definimos
u=E[T,], n=>1

como o tempo médio entre renovagdes sucessivas. Segue da nao negatividade de 7,, e do fato de
T, ndo ser identicamente O que u > 0.
Vale notar que ndo € possivel ocorrer um nimero infinito de renovagdes em um tempo

finito. Para provar isso, considere a reescrita de N(f) como
N(t) =max{n:S, <t}. (1.1

Agora, pela Lei Forte dos Grandes Numeros, temos que, com probabilidade 1,

Sn
— — u  quandon — oo.
n

Como p > 0, isso implica que S, deve tender a infinito quando » tende a infinito. Portanto, S,
pode ser menor ou igual a ¢ para no maximo um ndmero finito de valores de n e, dessa forma,
pela equagdo (1.1), N(r) é finito para todo ¢.

Contudo, ainda que N(t) < oo para cada ¢, também € verdade que, com probabilidade 1,

N(o0) = ;liglo N(t) = oo.

1.1.1. Exemplos

Exemplo 1.1. (Troca de Resistor). Considere um morador que deve trocar o resistor de seu
chuveiro assim que ele para de funcionar. Considere, também, que o tempo para a troca do
resistor € instantaneo. Definimos N (7) como o nimero de resistores trocados durante os primeiros
t meses de funcionamento do chuveiro. Além disso, a fim de evitar falhas ndo planejadas, o
morador troca o resistor do chuveiro assim que ele completa 3 meses de vida. Naturalmente,
caso ele falhe antes desses 3 meses, o morador também realiza a troca. Seja V,, o tempo de vida,
em meses, do n-ésimo resistor. Supondo que {V,,n > 1} seja uma sequéncia de varidveis i.i.d.
nao negativas, o morador realiza a troca do primeiro resistor no tempo 77 = 3, se V| > 3, ou no
tempo 77 = Vi, de tal forma que 77 = min{V}, 3}. Analogamente, 7, = min{V,, 3} e, de forma
geral, T,, = min{V,;, 3}. Como {V,,,n > 1} é i.i.d., os tempos entre as trocas {7, n > 1} também

sdo i.i.d. Portanto, {N(¢),t > 0} é um processo de renovagao.



Exemplo 1.2. (Cadeia de Markov a tempo discreto). Seja X, o estado de um sistema no tempo n
e suponha que {X,,n > 0} seja uma Cadeia de Markov a tempo discreto com espago de estados
{1,2,...,N}. Supondo que a cadeia comece em um estado fixado i, 1 <i < N, e definindo S,

como a n-ésima vez que o processo visita o estado i, temos:

So =0,

S, =min{k > S,_1 : Xx =i}, n=>1.
Nesse caso, N(t) conta o niimero de visitas ao estado i até o tempo 7. Considerando 7,, = S,,— S,—
como sendo o intervalo entre a (n — 1)-ésima e a n-ésima visita do processo ao estado i e,
lembrando que o processo comeca nesse estado, temos que as visitas subsequentes acontecem
entre os tempos 11, 7»,...,7T,. Como essas varidveis sdo independentes e possuem mesma

distribuicao, concluimos que {7,,n > 1} € uma sequéncia de varidveis i.i.d. ndo negativas e,

portanto, {N(t),t > 0} é um processo de renovacao.

1.2. Distribuicao de N(?)

Consideremos agora a seguinte relagcao:
N(it)>n < §,<t. (1.2)

Isto €, o nimero de renovacdes em um dado tempo ¢ € maior ou igual a n se e somente se a

n-ésima renovagao ocorre antes do tempo ¢ ou exatamente no tempo ¢. Da equacdo (1.2), obtemos

P{N(t) =n} = P{N(1) > n} — P{N(1) > n + 1} .
= P{S, <t} — P{S 41 <t}. .

Como as varidveis aleatdrias 7;, i > 1 s@o independentes e possuem distribuicio comum F,
segue que S, = >.;; T; possui distribui¢do F,, isto &, a n-ésima convolugdo de F consigo mesma.

Assim, pela equagdo (1.3), obtemos
P{N(t) = n} = Fy(1) = Fos1(2).
A probabilidade P{N(t) = n} também pode ser obtida condicionando-se em S,,:

PIN(1) = n) = /0 PIN() = 1| Su = y) fi, (4) dy.



Pode-se perceber que, caso o n-€simo evento ocorra em um tempo y > t, entdo menos de n
eventos terdo ocorrido no tempo ¢. Ao passo que, caso 0 n-€simo evento ocorra em um tempo
y < t, entdo exatamente n eventos ocorrem até o tempo ¢ caso 0 proximo tempo entre eventos
seja maior que ¢t — y. Como buscamos garantir a ocorréncia de n eventos no tempo ¢, exigimos

que Ty > 7 — y. Dessa forma,
POVO =) = [ P> 1= 15, =) fs, ) dy
=/0t[1—F(f—y)]fsn(y)dy
- F(- ) f, ) dy

onde F=1-F.

Por meio da equacdo (1.2), podemos obter m(z), a esperanca de N(t), da seguinte forma:
m(1) = E[N(1)]

- i kP{N(t) = k}
k=1

A fungdo m(¢) também é chamada de valor médio ou funcdo de renovagao.

1.3. Teoremas Limites

Na Secdo 1.1, foi visto que N (¢) tende a infinito com ¢ tendendo a infinito. Contudo, nada

foi dito sobre a velocidade com que N (¢) tende a infinito em relagdo ao parametro ¢, conforme este



também cresce. Pode-se demonstrar (Ross, 2023a, Proposition 7.1) que, com probabilidade 1,

N(t) 1
——- — — quando t — oo.
t H

Essa demonstracdo estabelece o seguinte teorema:

Teorema 1.1 (Taxa de renovacdo a longo prazo). Seja {N(t),t > 0} um processo de renovagcdo
gerado por uma sequéncia de varidaveis aleatorias ndo negativas e i.i.d. {T,,n > 1} com média

comum 0 < u < oo. Entdo,

. N() 1
lim —= =
t—o0 t /J

com probabilidade 1.

O Teorema 1.1 nos diz que a taxa média de renovacao tende a 1/u quando t — co. Jd o
teorema a seguir, de forma complementar, nos diz o que acontece com a taxa média esperada de

renovacgao, isto €, o que acontece com m(t)/t com t — oo.

Teorema 1.2 (Teorema Elementar da Renovagao).

t 1
@ — — quando t — .

Quando u = oo, 1/ u € interpretado como 0.

Sua demonstrag@o pode ser encontrada em Mitov e Omey (2014, p. 15-17).

Finalmente, temos um terceiro e muito importante teorema, o Teorema Central do
Limite para Processos de Renovacao, que diz que, para ¢ grande, N(¢) possui distribui¢do
aproximadamente normal com média ¢/u e varidncia to?/u>, onde u e o> € (0, 0) sdo,

respectivamente, a média e a variancia da distribuicao do tempo entre renovagoes.

Teorema 1.3 (Mitov e Omey (2014), Theorem 1.3).

N(t) —t 1 x

t—o0 W -

Além disso, também € possivel demonstrar que

. Var(N(1)) o2
Iim ———= = —.
t—o0 t #3



1.3.1. Exemplos

Exemplo 1.3. (Troca de Resistor: Continuacio). Considerando no Exemplo 1.1 que os tempos
de duragdo dos resistores sigam uma distribui¢ao uniforme U(1, 5), podemos obter a taxa a
longo prazo de troca do resistor. Lembrando que V,, € o tempo de vida do n-ésimo resistor e

T,, = min{V,;, 3} € o tempo de troca do n-ésimo resistor, temos:
u=E[T,]

3 5
- / x fy, (x)dx + / 3fv, (x)dx
1 3

13 1 /3
:Z/I de+Z‘/3 3dx

= 2.5 meses.

Pelo Teorema 1.1, temos que a taxa de troca a longo prazo de resistores € de 1/2.5 = 0.4.

Logo, € necessdrio, a longo prazo, realizar uma troca de resistor a cada dois meses e meio.

Exemplo 1.4. (Fila de um banco). Considere um banco contando com apenas um atendente.
Os clientes potenciais chegam ao banco conforme um processo de Poisson com taxa A, mas s6
entram no banco caso o atendente esteja livre. Suponha que o tempo de atendimento do atendente
seja uma variavel aleatéria com média ug. Consideremos como inicio do processo 0 momento
em que o primeiro cliente entra no banco. Entdo, pela propriedade de falta de memoria do
processo de Poisson, o tempo médio entre clientes (renovacgdes) € u = pug + 1/A. Assim, usando

o Teorema 1.1, concluimos que a taxa a longo prazo com que os clientes entram no banco é

1 A

po l+aug
Como os clientes chegam ao banco com taxa A, temos que, a longo prazo, a propor¢ao dos

clientes potenciais que efetivamente entram no banco é

AN 1
L+Aug) = 1+ Aug

Exemplo 1.5. (Corretores de provas). Considere um professor universitdrio auxiliado por
um assistente a corrigir provas nao s6 de seus proprios alunos, mas também, por uma infeliz
ocasido, de todos os alunos da universidade, de todos os cursos. Nesse cenario fantastico,

ambos professor e assistente possuem um nimero basicamente infinito de provas a serem



corrigidas. O tempo necessdrio (em horas) para que o professor corrija uma prova € uma varidvel
aleatéria com distribui¢cao gama e parametros @ = 4, 4 = 2, enquanto o tempo de corre¢ao do
assistente € uniformemente distribuido entre 0 e 4. Usando o Teorema 1.3, podemos aproximar
a probabilidade de que, juntos, o professor e o assistente corrijam pelo menos 90 provas até o
tempo ¢t = 100. Sendo N;(#) o nimero de provas corrigidas pelo corretor i (1 = professor, 2 =
assistente), temos que {N;(t),7 > 0} e {N2(¢),t > 0} sdo processos de renovacio independentes.
Pelo Teorema Central do Limite para processos de renovagao, N;(100) é aproximadamente
normal com média 50 e variancia 100/8, enquanto N,(100) é aproximadamente normal com
média 50 e variancia 100/6. Consequentemente, o nimero total de provas corrigidas no tempo
t = 100, N7(100) = N1(100) + N»(100), é aproximadamente normal com média 100 e variancia
175/6. Logo,

N1(100) + N2(100) — 100 89.5 — 100
P{N1(100)+N2(1OO)>89.5}:p{ 1(100) + N>(100) _ 89 }

175/6 175/6
~ (1.944)

~ 0.9741.

2. Processos de Renovacao com Recompensa

2.1. Definicao e resultado fundamental

Considere um processo de renovacdo {N(z),t > 0} com tempos de ocorréncia entre
eventos T, n > 1, e suponha que recebemos uma recompensa a cada vez que uma renovacao
ocorrer. Denotamos por R,, a recompensa obtida no tempo da n-ésima renovagdo. Supomos que
os pares aleatdrios (7, R,), n > 1, sdo independentes e identicamente distribuidos. Observamos
que R, pode depender de 7,,. Definindo a seguinte funcao

N(t)

R(1)= ) Ru.
n=1

entdo R(r) representa o total de recompensas obtidas até o tempo 7. Além disso, sejam
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Teorema 2.1. Se E[R] < 0 e E[T] < oo, entdo:

(a) Com probabilidade 1, ,ll,lg, @ = %
. E[R()] EI[R]
®) tlgg) t B E[T]

Para provar (a), consideramos a seguinte escrita:
T Ra\ (NG
N(1) t ]

R() _
=

Pela Lei Forte dos Grandes Nimeros, temos que

ZN_(z) R
Sn=l P, E[R] quando t — oo.
N(t)
E pelo Teorema 1.1,
N(t) 1
—— — —— quando ¢t — oo.
t E[T]

A prova do item (b) usa a Identidade de Wald e pode ser vista em Mitov e Omey (2014,
Theorem 3.18).

2.1.1. Exemplos

Exemplo 2.1. (Fila de banco: continuagdo). Suponha que os clientes que entram no banco
depositam uma quantia aleatdria seguindo uma distribuicdo H com média uy. Lembramos que o
tempo médio entre clientes, ou seja, a esperanca do tempo entre renovagdes, é u = ug + 1/4.
Assim, pelo Teorema 2.1, a taxa a longo prazo com que os depdsitos acumulam no banco é dada
por

HH _  HH

u k1A

Considere, agora, 4 = 0.5 e ug = 1. Nesse caso, temos uma taxa de 1 cliente por

2 unidades de tempo e um tempo médio de atendimento de 1 unidade. Por praticidade, tomemos

o minuto como unidade de tempo. Suponha, também, que cada cliente deposita, em média, 75

reais no banco. Nesse caso, temos que a taxa a longo prazo de depdsitos €

75
——— = 25 reais / minuto.
1+2
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Exemplo 2.2. (Estacdo de trem: Custos de operagao).

Supondo que os passageiros de uma estacdo de trem cheguem 14 de acordo com um
processo de renovagdo com tempo entre chegadas u. Sempre que existirem N passageiros
esperando na estacdo, um trem parte. Se o custo de operacdo da estacdo € de nc reais por unidade
de tempo quando ha n passageiros esperando, sendo ¢ o custo unitrio, qual é o custo médio de
operagao da estacao?

Percebe-se que o processo acima € um processo de renovagdo com recompensa, na medida
em que um ciclo € completo sempre que um trem parte. Sendo o tempo médio do ciclo o tempo

médio de chegada de N passageiros, temos:
E [duragdo do ciclo] = Nu.

Assim, chamando de 7, o tempo entre o n-ésimo e o (n + 1)-ésimo tempo de chegada em um

ciclo, o custo esperado do ciclo se torna:
Elcusto] = E[cTy +2cTh +---+ (N — 1)cTy-1].

Isto €, enquanto s6 existe um passageiro aguardando, temos o custo ¢ por segundo até o tempo
Ty, tempo em que o segundo passageiro chega, acarretando um novo custo operacional de 2c,
enquanto o terceiro passageiro nao chega, e assim por diante. Como E[7,,| = u, a equagdo acima
se reduz a

c,u[1+2+---+(N—l)]:c,ug(N—l).

Soma de P.A.
Portanto, o custo médio por ciclo é

cuN(N—-=1) c¢(N-1)
2Nu 2

Consideremos, por exemplo, que, toda vez que um trem parte da estacdo, adicionam-se
6 reais ao custo total de operagdao. Supondo, também, um custo ¢ de 2 reais e um tempo médio
entre chegadas u de 1 segundo, podemos ir um pouco além e considerar qual valor de N que
minimiza o custo operacional da estagdo. Primeiramente, percebe-se que o novo custo médio por

ciclo é de
6+ cuN(N-1)/2
Nu

:(N—l)+%.
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Considerando agora que esse custo seja uma funcdo continua em N, temos que sua derivada é
d(custo) ! 6
dN ~  N?¥

Igualando a derivada a 0, resulta em
N* = V6 ~2.45.

Ou seja, o valor 6timo inteiro de N € ou 2 ou 3. Nesse exemplo, percebe-se que tanto para N = 2
quanto para N = 3 tem-se o mesmo custo (igual a 4), implicando que ambos os valores sdao

minimizadores do custo médio a longo prazo.

Exemplo 2.3. (Compra de celulares). Suponha que a vida util de um celular seja uma varidvel
continua com distribuicao V' e funcao densidade de probabilidade v. O Sr. De Moura segue
uma politica de comprar um novo celular sempre que o seu aparelho atual parar de funcionar ou
atingir uma idade de T anos. Considerando que um novo aparelho custe C; reais, que um custo
adicional de C; reais seja incorrido quando seu aparelho para de funcionar e que o aparelho a ser
trocado nao possui valor de venda, qual € o custo médio a longo prazo do Sr. De Moura?
Inicialmente, percebe-se que o exemplo aborda um processo de renovagdao com recompensa
(que nesse caso € um custo), uma vez que considerarmos como o fim de um ciclo o momento em
que o Sr. De Moura comprar um novo celular. Assim, pelo Teorema 2.1 (a) dessa secdo, temos

que o custo médio equivale a

E [custo durante um ciclo]

E[duragdo de um ciclo]

Sendo X o tempo de vida do celular durante um ciclo qualquer, o custo desse ciclo é

dado por
Cy, se X >T

Ci+Cy, seX<T.

De forma que a esperanca do custo total é

ClPAX>T}+(Ci+Cr)P{X T} =Ci(P{X>T}+P{X<T}H)+CrP{X<T}

=1

=C1+(C, V(T).
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Quanto a duracao de um ciclo, temos que

T, seX>T
X, se X<T.

Portanto, a esperanga do tamanho de um ciclo é:

T 00 T
/o xv(x)dx+/T Tv(x)a’x:/0 xv(x)dx+T[1-V(T)].

Finalmente, temos que o custo médio a longo prazo é

Ci+CV(T)
_[OT xv(x)dx + T[1-V(T)] ‘

Em um cenério onde C; seja 8 (mil) reais e C; seja 0.5 (mil) reais, considere que o
Sr. De Moura seja um amante das tecnologias mais recentes, de forma que ele troque anualmente
de celular para se manter sempre atualizado, portanto 7 = 1. Supondo uma distribui¢do uniforme

U(0,5) para V, temos um custo médio a longo prazo de

8+0.5%02 8.1

= 2 _ 9 mil reais.
01+1[1-02] 09~ milreais

3. Aparecimento de Padroes

3.1. Introducao

Para esta secdo, antes de descrevermos os aparecimentos de padrdes propriamente, €
conveniente definir o conceito de um processo de renovacao adiado (ou geral). Um processo
de contagem {N(z),t > 0} com tempos entre eventos independentes 71, T3, ... € dito adiado
ou geral quando T possui uma distribui¢do diferente do resto das varidveis i.i.d. 73,73, ... do
processo. Ainda que esse tipo de processo seja distinto do previamente estudado, os teoremas

limites sobre N (¢) permanecem validos.

3.2. Padroes de Variaveis Aleatorias Discretas

Sejam X, Xp, ... varidaveis independentes com P{X; = j} = p(j), j = 0,esejaT
0 primeiro tempo em que o padrdo xi, ..., x, ocorre. Considerando como uma renovagao o

momento n, n > m, em que (X,—m+1, ..., Xn) = (X1,...,X;) —isto € quando a sequéncia apos
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os primeiros m termos for igual ao padrao procurado —, entdo N(n), n > 1, é um processo de
renovacao adiado, com N (n) representando o nimero de renovagoes até o tempo n. Conforme
mencionamos anteriormente, sendo N (n) um processo adiado, sdo validos os teoremas limites
de um processo nao adiado, portanto

E[N(n)]
n

- quando n — oo, 3.1

|-

Var(N(n)) o2
_— H _—
n u
Passemos, agora, para o cdlculo explicito de u e 2. Seja I(i) = 1 se umarenovacio ocorre

quando n — oo.

no tempo i e 0 caso contrario, com i > m. Como P{I(i) = 1} = P{Xi—m+1 =01,---» Xi =im},
temos que, por independéncia, isso € equivalente a IT" p(x;). Denotamos p o resultado
desse produto. Sendo /(i) uma v.a. bindria, temos que ela tem distribuicao de Bernoulli com

parametro p. Assim,

n

N(n) = Zl(i) = E[N(n)] = ZE[I(i)] =(n-m+1)p.

I=m

Dividindo por n e tomando n — oo, temos pela equagdo (3.1):

E[N |
1imM:nmp(1—ﬂ+—):p (3.2)
n—oo n n—o0 n n
—_———

=1/u

Ou seja, temos que u = 1/p. De forma similar, pode-se demonstrar (Ross, 2023a, p. 492) que a
variancia de N(n) é

m—1

ol =p2(1l-p)+2p3 Z Cov(I(m), I(m + j)). (3.3)
i=1

Resta-nos, agora, definir o conceito de sobreposicao nos padrdes, com o intuito de separar

o processo em dois grupos: com sobreposi¢ao e sem sobreposi¢ao.

3.2.1. Sobreposicao de padroes

Denomina-se sobreposi¢do o nimero maximo de itens ao final do padrao (x,...,x,)
que, definindo uma subsequéncia, podem ser usados no comeco de um novo padrao. Por exemplo,
o padrdo (1, 1, 3, 1, 1) possui sobreposi¢ao 2, uma vez que as subsequéncias (1) e (1, 1) — dltimo

digito e dois ultimos digitos do padrao, respectivamente — podem ser usadas para formar o
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inicio do padrdo. Ja o padrao (0, 1, 1, 0) possui sobreposi¢do 1, ja que a tnica subsequéncia

possivel de se utilizar para formar o padrdo € (0). Veja-se a Figura 3.1.

Figura 3.1: Padroes com suas possiveis subsequéncias coloridas.

Chamando o tamanho da sobreposi¢do de k, k > 0, podemos defini-lo formalmente como:

k =max{j <m: ((nu_js1,...,0) = (i1,...,i;)}.

Naturalmente, k = 0 se, paratodo p = 1,...,m — 1, temos (iy—p+1, ... im) # (i1,...,0p).
Supomos, agora, que o processo N(n), n > 1, ndo possua sobreposi¢cdo. Nesse caso
temos um processo ordindrio de renovagdo e T € o tempo entre dois padroes, com média u e
varidncia 0. Pela equacio (3.2):
1
E[T] =u=-.
p
Quanto a covariancia, € possivel perceber que, para 1 < j <m — 1,
Cov(I(m), I(m + j)) = E[I(m) - 1(m + j)] = E[I(m)] - E[I(m + j)] = =p?, (3.4)

N—————————
0

onde se conclui que /(m) - I(m + j) = 0 uma vez que, nao havendo sobreposicao, deve haver

uma distancia de pelo menos m entre dois padrdes. Utilizando (3.4) em (3.3), temos:
Var(T) =0 = p2(1-p) +2p(m - )p* =p> = 2m - 1)p~".
Agora, no caso em que N (n) possui sobreposi¢cdo de tamanho k, podemos escrever
T=T, y+T".

O primeiro termo, 7;, ;,, € o tempo até o aparecimento do padrio iy, ..., i, enquanto 7™,
distribuido como um tempo entre eventos do processo de renovagao, € o tempo adicional necessdrio,

comecando com iy, . . ., i, para que o padrao iy, ..., i, seja formado. Pela independéncia dessas
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variaveis, tem-se

E[T] = E[T;,,..;,] + E[T"], (3.5

Lyeensl

Var(T) = Var(7T;,.. ;) + Var(T"). (3.6)

.....

De forma andloga ao processo sem sobreposi¢do, podemos obter os valores de E[T*]| e Var(T™)

a partir de (3.2) e (3.3):

EIT) ==,
p
m—1
Var(T*) = o> = p2 = 2m = Dp™ +2p™> > E[I(m) - I(m + )],
j=m—k

onde a variancia € encontrada considerando que I(m) - I(m+j) =0sel < j <m—-k -1

(duas renovagdes nao podem ocorrer com distancia menor ou igual am — k — 1).

3.2.2. Exemplos

Exemplo 3.1. (Lancamento de dados: padrio sem sobreposi¢do). Suponha que estamos
interessados em saber qual o nimero esperado de lancamentos de um dado honesto necessarios
para que o padrao (1, 3, 2, 2) ocorra. Nesse caso, temos que m =6¢e p = ﬁ. Usando (3.2),
temos

1
E|[T] = — = 1296 langamentos.
p

Exemplo 3.2. (Lancamento de moedas: padrao com sobreposi¢ao). Sejam c e r cara e coroa,
respectivamente. Desejamos obter o nimero médio de langamentos de uma moeda honesta até
que o padrio (c, c,r, ¢, ¢) apareca. Como, nesse caso, hd sobreposicdo com k = 2, temos que

r + T* = T.. + T*. Dessa forma, a esperanga ¢

E[T] = E[T*] + E[T..] = 32 + E[T..].

Ainda resta calcular a esperanga do tempo até aparecer o padrao (c,c), o qual, por sua vez,

também € um processo com sobreposicdo (nesse caso, k = 1). Dat,

E[T..] = E[T..] +E[T.] =4+ E[T.].
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Por fim, verifica-se de imediato que E[T,] = 2. Assim,
E[T] = 38 langamentos.

Exemplo 3.3. (Padriao com sobreposicao e probabilidades distintas). Considere uma varidvel
aleatdria X, tal que P{X,, = i} = p;. Deseja-se encontrar a esperanca e a variancia de 7 para o

padrdo (4, 1, 0, 3, 2, 4, 1). Primeiro, pode-se perceber que p = pip%pompz e k = 2. Com isso,

E[I(7) - 1(12)] = pipipipip;

E[I(7)-1(13)] = 0

A segunda igualdade vale 0 uma vez que, caso a sequéncia seja completa no tempo 7" = 7,
os primeiros dois termos de sua segunda ocorréncia ja estardo presentes. Assim, se a segunda
sequéncia continuar corretamente, ela acaba em T = 12, enquanto no melhor cenério ap6s um
erro — isto €, quando um ndmero diferente de 0 € produzido no oitavo termo, mas os seguintes
sdo corretos —- ela acaba somente em 7" = 15. Ou seja, em ambos 0s casos a sequéncia ndo pode
acabar, também, em 7 = 13. Raciocinio semelhante € utilizado para justificar que, se o padrdo

ocorre em T = 13, ele ndo pode ter ocorrido em 7' = 7. O exemplo € ilustrado na Figura 3.2.

411103241 | X]4|1]0]3]|2]4]1

Figura 3.2: Sobreposicdo sem erros: 12 termos. Falha na sobreposi¢cao: ao menos 15 termos.

Por (3.5) e (3.6), temos, respectivamente,

E[T]=1/p + E[T41],

Var[T] = p=> = 13p~' +2p~" (pap1) ™" + Var[Ty,].
Como a subsequéncia (4, 1) nao possui sobreposicdo, resulta que

E[Ty1] = 1/(pap1),

Var[Ty1] = (pap1) > = 3(pap1) ™.
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Finalmente,

1 1
E[T]=—+—,
P P4api

Var[T] = p2 = 13p~ + 2p Y (pap )™ + (pap1) ™ = 3(pap1) ™.

3.3. Tempo Esperado para uma Seguida Maxima de Valores Distintos

Sejam X;,7 > 1, varidveis i.1.d. com chances equiprovéveis de assumirem quaisquer dos

valores 1,2, ..., m. Observando essas varidveis em sequéncia, denota-se 7 o primeiro momento
em que uma seguida de m valores consecutivos inclua todos os valores 1, ..., m. Formalmente,
T =min{n : X,—u+1,...,X, sejam todos distintos}

Podemos calcular E[T] definindo um primeiro processo de renovacio ocorrendo em 7.
ApOs essa primeira renovagdo, aguarda-se uma proxima renovagao que nao considere qualquer
valor gerado até o tempo 7" (implicando um processo sem sobreposi¢do), e assim por diante, de
forma que a n-ésima renovagao nao utilize os valores da (n — 1)-ésima renovacgio para compor

sua sequéncia. Se, por exemplo, m = 2 e a sequéncia observada é

entdo até o tempo 8 ocorreram 3 renovacdes: a primeira no tempo 2, a segunda no tempo 6 e a
terceira no tempo 8. Como o uso de valores de uma renovagdo ndo € permitido para a formacgao
da seguinte, ndo se pode dizer que houve uma renovagdo no tempo 3, apesar do aparecimento
dos dois valores distintos (2 e 1) em sequéncia. Chama-se a sequéncia de m valores distintos que
constituem uma renovagao de seguida de renovagdo.

Pode-se transformar esse processo de renovacdo em um adiado supondo que uma
recompensa de 1 seja oferecida no tempo n,n > m, se os valores X,,_;+1, . . ., X,, forem distintos.
Logo, uma recompensa € obtida toda vez que m valores forem todos distintos (o que permite,
agora, casos de sobreposi¢ao). Considerando a sequéncia apresentada acima, infere-se que as
recompensas sao obtidas nos tempos 2, 3, 6 e 8. Denotando R; a recompensa obtida no tempo i,
temos pelo Teorema 2.1 (a),

E[Y;_ Rl E[R]

li = = 3.7
T E[T]’ G.7)
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onde R é a recompensa total obtida entre renova¢des. Chamando de A; o conjunto dos primeiros
i valores de uma seguida de renovacao, e de B; o conjunto dos primeiros i valores apos uma

seguida, temos:

m—1
=1+ Z P{A; = B;}
i=1
m—1 ) m—1 ‘
l. 1.
=1+ — = — (3.8)
i=1 i=0

A penultima igualdade € obtida lembrando que a probabilidade de A; = B; resulta da razdo
entre o nimero de padrdes onde os i itens sdo distintos € o nimero de padrdes de tamanho i do
espaco amostral, onde existem repeticdes. Este totaliza m' padrdes — jd que para cada item de
uma subsequéncia de tamanho i existem m possiveis valores —, enquanto que aquele totaliza i!
padrdes, uma vez que repeticoes nao sao permitidas.

Agora, como para i > m,

|

E[R;] = P{Xi—m+1, - - -, X; sejam todos distintos} = m_m
m
conclui-se, a partir de (3.7), que
m! E[R]
mm  E[T]
Finalmente, com (3.8), temos
m m—1 .'
m i!
= —‘ e
m: i=0 l

3.4. Seguidas Crescentes de Variaveis Aleatorias Continuas

Seja X1, X», ... uma sequéncia de varidveis 1.1.d. continuas. Considere T o primeiro

momento em que ocorre uma sequéncia de r valores consecutivos e crescentes. Formalmente,
T=min{n 27 : Xprs1 < Xp—rs2 < -+ < Xy }.

Podemos calcular E[T] definindo um processo de renovacao: considere a primeira renovagao
ocorrendo no tempo 7 e, a partir dai, usando somente os valores que surgem apés 7', tome como

uma nova renovagao o momento quando uma nova sequéncia de r valores crescentes consecutivos
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surge, e assim por diante.
Como exemplo, considere r = 3 e a sequéncia (69, 420, 13,22, 12,9, 7, 20,0, 3, 2, 1).
Nesse caso, temos 4 renovagdes: nos tempos 2, 4, 8 e 10. Chamando de N(n) o nimero de

renovagoes até o tempo n, temos pelo Teorema 1.2 que, quando n — oo,

EINm] _ 1

n E[T]

Para calcular E[N(n)], define-se um processo estocdstico cujo estado no tempo k, denominado

Sk, equivale ao nimero de valores consecutivos crescentes no tempo k. Ou seja, para 1 < j < k,
Sk=7 seXpj>Xp_jy1 < - < Xp1 <X,

onde X = co. Pode-se perceber, também, que uma renovag@o ocorre no tempo k se € somente se

Sk = mr, para algum m > 1. Por exemplo, considere a seguinte sequéncia com r = 2:
X3 > X4 < X5 < Xg> X7 < Xg

Para esse caso, temos: S5 =1, S5 =2, S¢ = 3, §7 = 1, S§ = 2, com renovacgdes ocorrendo nos
tempos 3 e 6. Lembrando que, apesar da sequéncia X5 < Xg ter r = 2 e ser crescente, ela nao
conta como uma nova renovacao ja que utiliza um dos termos da renovagao anterior X4 < Xs.

Para k > j,

P{Sk =j} = P{Xp—j > Xp—j41 < +++ < Xpo1 < Xi}

= P{Xp—js1 < - < Xp1 < Xi} = P{Xp—j < Xp—jr1 < =+ < Xpo1 < Xy}
1 1 j

T GHD T G

onde a penultima igualdade € obtida percebendo que, se j varidveis sdo consideradas, temos um

total de j! possiveis combinacdes, das quais somente uma respeita o padrao crescente; 0 mesmo
raciocinio vale para j + 1. Sendo essas varidveis continuas, ¢ sempre possivel ordena-las em
ordem estritamente crescente, uma vez que a probabilidade de existir dois nimeros valores € 0.

Utilizando a igualdade acima, nota-se que

kh_)rrgo P{renovacdo no tempo k} = kh—’n‘}",,; P{Sy =mr} = ,,; #
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Porém,
n
E[N(n)] = Z P{renovacio no tempo k}.
k=1
Ou seja, temos que

lim M = lim

n—oo n n—oco n

2.i-1 P{renovagdo no tempo k}

Pode-se mostrar que, para qualquer sequéncia de nimeros {py }¢>1 cujo limite klim Dk existe,
—00
tem-se

n
lim 2525 _ i

n—oo n k—o0

Com isso, concluimos que

>i—1 P{renovacdo no tempo k }

n— oo n k—o0

% mr
lim = lim P{renovagdo no tempo k} = Z —_—
o (mr+1)!

Como o limite acima € igual a 1/E[T], obtemos:

1

ElTl = 2oy mr[(mr + nH”

3.4.1. Exemplo

Exemplo 3.4. (Lancamento de moedas: tempo esperado para surgimento de um padrao).
Denotando cara e coroa por ¢ e r, respectivamente, busca-se calcular o tempo esperado E[T']
até que o padrdo (c¢,c,c,r,c,c,c) apareca. Supomos que os lancamentos da moeda sdo
independentes, e que cada lancamento resulta em cara com probabilidade p, ou coroa com
probabilidade g = 1 — p.

Para esse exemplo, define-se um processo de renovacdo de forma que a primeira
renovacao ocorre assim que o padrdao desejado aparecer pela primeira vez, recomecando o
processo imediatamente depois disso. Uma recompensa de 1 € obtida sempre que o padrao
ocorre. Seja R a recompensa obtida entre renovagdes, tem-se

6

E[R] =1+ Z E [recompensa obtida i langamentos apds uma renovagao]
i=1

=1+pig+piq+pq.

O resultado acima é obtido primeiro percebendo que, para i = 1,2, 3, ainda nao héd termos

suficientes para formar uma segunda renovacao e, portanto, a esperanga ¢ 0. A partir de i = 4,
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COIltudO, temos os seguintes Casos €m que a recompensa pode ocorrer:

i=4:(c,c,c,r,c,c,c,r,c,c,c)
~—— —

recompensa

i=5:(c,c,c,r,c,c,c,c,r,c,0,C)
—— ———

recompensa
i=6:(c,cc,r,c,c,coc,C,1,C,C,0C)
~— —
recompensa

Os langcamentos coloridos de verde-azulado acima sdo aqueles que precisam ocorrer para que a
recompensa seja obtida no momento i desejado. Observando, por exemplo, o caso i = 4, verifica-
se a necessidade de 3 caras e 1 coroa em sequéncia, resultado esse que possui probabilidade p3g.
A mesma ldgica se aplica aos outros dois casos, e com isso fica esclarecido o resultado obtido na
equagao acima.

Como a recompensa esperada no tempo i é E[R;] = p%q, usando que

. E[XL R] E[R]
lim = ,
n—o o1 E[T]

concluimos:

_1+p’q+piq+pg

L = 4 p 2 p 4 p g,
rPq

E[T]

4. Filas

4.1. Introducao

Nesta secdo, serdo estudados processos compostos pela ocorréncia de eventos que possuem
um tempo necessdrio de processamento a ser realizado por um processador (ou servidor). A taxa
de ocorréncia desses eventos e seus tempos de processamento sao distribuidos aleatoriamente.
Os eventos que se acumulam enquanto ndo sao processados formam uma fila.

Intuitivamente, pode-se pensar numa fila como o objeto real encontrado em bancos,
por exemplo. O evento € uma pessoa chegando ao estabelecimento, enquanto o servidor € um

atendente de caixa.
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4.2. Filas Gl/G/1
O termo GI/G/1, notagdo para um tipo especifico de fila, € composto por trés partes:

* GI (General Input) nos diz que os tempos ¢; entre as ocorréncias dos eventos (ou chegadas

sucessivas) sdo independentes e t€m uma distribuicdo F' com média 1/A4.

* G (General Service Times) nos diz que o i-€simo evento requer um tempo s; de processa-
mento (ou atendimento), onde as varidveis aleatdrias sy, 52, . .. sdo independentes, com

distribuicdo G e média 1/u.
* O numero / indica que o sistema conta com apenas um servidor.

Teorema 4.1 (Durrett, 2016, Theorem 3.5 e Example 3.6). Suponha que A < u. Se a fila
comega com um nimero finito k, k > 1, de eventos que precisam ser processados, entdo, com
probabilidade 1, a fila é esvaziada em um tempo finito. Além disso, a fragcdo limite do tempo em

que o servidor estd ocupado é igual a A/ .

A hipétese A < u € necessdria e suficiente para que a fila GI/G/I seja recorrente positiva.
Em palavras, uma fila € recorrente positiva se, comecando vazia, retorna a esse estado em um
tempo com valor esperado finito. Para provar o Teorema 4.1, define-se 7, = ¢{ + - - - + ¢, como 0

tempo de ocorréncia do n-ésimo evento. Pela Lei Forte dos Grandes Numeros, temos
. n
lim — — — quase certamente.

Além disso, definem-se: Zp o tempo de processamento presente no tempo 0, S, a soma dos
tempos de processamento s; de cada evento i ap6s o tempo O e, finalmente, Z, o tempo de
processamento restante no sistema apds o n-ésimo evento, depois do qual outros eventos param
de ocorrer. Usando a Lei Forte dos Grandes Numeros e o fato de que a fila € recorrente positiva,

temos
. Lo+ S,—7Z, 1

lim ——— — — quase certamente.

n— o0 n
Isto €, o tempo que o servidor passa processando os eventos ocorridos dividido por n tende a
1/u conforme 7 cresce. E no limite acima em que se utiliza a hipétese A < u para justificar que
Z,/n — 0, conforme pode ser visto em Durrett (2016, p. 131).

Assim, concluimos que (Zy + S, — Z,)/T,, — A/u. Ou seja, o tempo que o servidor fica

ocupado durante o intervalo [0, 7,,] converge para A/u. Além disso, como a fila é recorrente
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positiva, ela retorna ao estado vazio em tempo finito.

4.3. Equacoes de Custo

Ainda abordando as filas GI/G/I, denota-se por X; o nimero de eventos em um sistema
no tempo s e por W, o tempo que o m-€simo evento passa no sistema. Em seguida, definem-se

suas médias a longo prazo:

n

1 [ 1
L = lim — X;ds, W= lim — Wi
t—oo 0 n—oon =

Por fim, seja 1, = lim;_,oc N,(?)/t a taxa média a longo prazo com que eventos entram no
sistema, onde N, () é o nimero de eventos que ocorrem antes do tempo ¢ e entram no sistema.

Uma férmula central em teoria de filas relaciona as trés quantidades estabelecidas acima:

Teorema 4.2 (Férmula de Little).
L=2A,W.
A demonstracdo da féormula foge ao escopo do texto, podendo ser encontrada no artigo de
Little (1961). Contudo, visando a justificar intuitivamente a formula, apresentamos uma “prova”

visual. Considerando um sistema em que eventos ocorreram e foram todos processados até o

tempo ¢, a Figura 4.1 mostra uma trajetdria possivel do processo.

T T T T T t
1 [55) 13 14 15 te t

Figura 4.1: Exemplo de um ciclo de eventos em um sistema.

Nesse cendrio, percebe-se que trés eventos (chegadas) ocorreram: o primeiro no tempo
t1, 0 segundo no tempo #; € o terceiro no tempo ¢5. Considere, além disso, que o primeiro evento
foi completamente processado no tempo z4, 0 segundo no tempo #¢ € o ultimo no tempo 7. Assim,
temos que o tempo médio W que um evento passa no sistema €

_ (-t +(ts—n) + (t-15)

w
3
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Isto €, a soma do tempo total de cada um dos eventos dividido pelo nimero de eventos. Repare,
contudo, que a equacdo acima pode ser reescrita como

_(t-n) 1+ (ta—t) 1+ (tg—1ts5) 1 _ Area da figura

1% = .
3 n® de eventos

Agora, pode-se também calcular o nimero médio L de eventos no sistema:

(=) L+ (ta—12) 24 (ts—14) - 1+ (t6—15) - 2+ (t —16) - 1 _ Area da figura
t t ’

L

Isolando a 4rea na equacao para W e substituindo em L, concluimos:

_ (n° de eventos)
B t

L W =aW.

4.3.1. Exemplo

Exemplo 4.1. (Tempo de Espera em Fila e Constantes de Desempenho). Considere uma fila
GI/G/1. Busca-se encontrar o tempo médio de espera que um cliente fica na fila antes de ser
atendido. Chamamos esse tempo de Wy, e assumimos que o tempo total médio W que um cliente
passa no sistema € conhecido. Nota-se que o tempo médio de espera na fila de um cliente nada
mais € do que o tempo médio total que ele passa no sistema subtraido do seu tempo médio de
processamento E[s;]:

WQ :W—E[Sl’].

Denota-se por Ly o comprimento médio de uma fila em equilibrio, onde nao € contado, caso
exista, o cliente em processamento. Pela Férmula de Little, tem-se Ly = 4,Wp.

Porém, o comprimento da fila € zero se o sistema estd vazio ou, em caso contrario, €
o ndmero total de pessoas no sistema menos 1. Ou seja, a diferenca entre o nimero total de
pessoas no sistema e o comprimento da fila € a varidvel aleatdria indicadora de que o sistema nio

estd vazio. Portanto, chamando 7(0) a probabilidade de termos um sistema vazio, temos:
Lo=L-[1-nr(0)].
Consequentemente,
A

m0)=Lop—L+1=4,Wp-A,W+1=2,(Wo-W)+1=1-,E[s] :1—7“.

Como A, = A na fila GI/G/I, concluimos que 7(0) = 1 — A/u. Mas 7(0) € a proporcdo a longo
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prazo do tempo que o sistema estd vazio. Assim, podemos chamar 1 — 7(0) = A/u de taxa de
desempenho da fila, uma vez que essa quantia representa a proporcao a longo prazo do tempo em

que o servidor estd ocupado.

4.4. Filas M/G/1

Esse tipo de fila € um caso especial da fila GI/G/I, em que a letra M significa Markovian
input. Dessa forma, consideramos que os eventos ocorrem segundo um processo de Poisson
com taxa A e, portanto, os tempos entre as chegadas nao possuem memoria. Quanto as outras

caracteristicas da fila, permanecem iguais.

4.4.1. Definindo a Cadeia de Markov X,

Define-se X,, o nimero de eventos na fila quando o n-ésimo evento comeca a ser
processado. Seja aj a probabilidade de k eventos entrarem no sistema durante um tempo de
servigo. Obtém-se a; por condicionamento na duracdo do tempo de servico:

® e~ (Ar)k
ag :/ %dG(t)
0 .

Isto é, para cada k > O fixado, pondera-se a funcdo de probabilidade de ocorréncia dos k eventos
pela derivada de G. Utiliza-se para o cdlculo de a; a integral de Lebesgue—Stieltjes, a qual
permite um tratamento unificado dos casos de distribuicdes discretas, continuas ou mistas. Se a
funcao de distribuicdo G € absolutamente continua com densidade g, entdo g € a derivada de G
(em quase todo ponto), e podemos escrever dG(t) = g(t)dt, tornando a equagdo mais familiar.

Ja o nlimero esperado de eventos que entram no sistema durante um tempo de servigo € dado por

— o o A
;kak—/o /UdG(t)_/l/O th(t)_/lE[si]_;.

A integral acima € obtida lembrando-se que o nimero médio de chegadas de eventos no sistema
para um intervalo de servico ¢ € At.

Para construir uma cadeia de Markov, considere {1, {3, ... varidveis aleatdrias i.i.d. tais
que P({; = k) = ay. Assim, ; representa o nimero de eventos que entram no sistema durante o

i-ésimo tempo de processamento. Se X, > 0, entdao

Xpe1 = X + & — 1.
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Esse resultado € bem natural: somam-se aos eventos j4 em fila os £, novos eventos que chegam
durante o n-ésimo processamento, e se subtrai 1 na equacio devido a saida do n-ésimo evento.

Repare, contudo, que se X,, = 0e ¢, = 0, terfamos X,,;; = —1. Para consertar isso, considera-se

X1 = (X, + & — 1)t =max{0, X, + £, — 1}.

4.4.2. Periodo médio ocupado do servidor e tempo médio de espera na fila

Supomos que 4 < u, logo o processo € recorrente positivo. Como a fila retorna infinitas
vezes ao estado vazio, o servidor alterna intervalos de duragcdo B, em que estd ocupado (busy) e
intervalos de duragdo 7, em que se encontra em descanso (idle). A falta de memoria do processo
de chegadas implica que I,, possui distribui¢do exponencial com taxa A. Para encontrar a duragao
média do periodo ocupado do servidor, notamos que, pelo Teorema 2.1, a fracdo a longo prazo
do tempo em que o servidor fica em descanso é

1/2

O T E BT

Por outro lado, sabemos que 7(0) = 1 — 4/u. Portanto,

1 - 1
A _ et gy
1/A+ E[B,] H H—A

Finalmente, apresentamos um teorema sobre o tempo médio de espera na fila, sob a

condicdo de que A < u. A prova pode ser encontrada em Durrett (2016, p. 135).

Teorema 4.3 (Férmula de Pollaczek—Khintchine).

~ AE[s%/2]
¢TI AE[s]

4.4.3. Exemplo

Exemplo 4.2. (Linha de Produ¢ao). Um fabricante de computadores possui uma linha de
montagem em que conjuntos das pecas necessdrias sao deixadas para serem agregadas em cada
um dos computadores disponibilizados pela empresa. O processo € realizado automaticamente
por uma maquina, e o tempo de montagem possui média de 3 minutos e desvio padrao de 4
minutos. Sabendo que os conjuntos de pegas chegam a linha de montagem com taxa 1/5 por

minuto, busca-se encontrar: a fracdo a longo prazo do tempo em que a linha de producgdo
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permanece vazia, o tempo médio total no sistema de cada conjunto de pecas e 0 comprimento
médio da fila.
Para o primeiro item, vale lembrar que a fracdo a longo prazo do tempo com a linha vazia

nada mais é do que 7(0). Neste exemplo, tem-se 4 = 1/5e u = 1/3, logo:

A 1/5 2
O)=1-—-=1--—=-.
7(0) T /35
Para a segunda pergunta, sabe-se que W = Wyp + E[s;]. Como E[sl.z] = E[s;]*+ Var(s;) =
32 + 4% = 25, temos, pela Férmula de Pollaczek—Khintchine,

AE[s?/2] s

Q= T E[s]

= 25
23 = — = 6.25 minutos.
3 4

1
-3
1-—

Portanto, W = 6.25 + 3 = 9.25 minutos.

Quanto ao comprimento médio da fila, usamos a Férmula de Little:

1
L=aW = 5-9.25: 1.85.

5. Processos semimarkovianos

5.1. Definicao

Consideremos um sistema com espacgo de estados {1,2, ..., N}. Supomos que o sistema
entra no estado inicial Xy no tempo Sy = 0, e 14 permanece por um tempo aleatério ndo negativo,
até o momento em que salta para um novo estado X; no tempo S;. Em seguida, apds algum
tempo em X (que pode ser o mesmo que Xp), o sistema salta para um novo estado X, (também
pode ser o mesmo que X|) no tempo S, e assim sucessivamente, realizando infinitos saltos.
Temos, entdo, que S, € o tempo do n-ésimo salto do sistema, enquanto X,, é o n-é€simo estado

visitado. Denotando por X () o estado do sistema no tempo ¢, vemos que X (S,) = X, paran > 0.

Definicao 5.1. O processo estocdstico {X(¢),t > 0} é denominado processo semimarkoviano
quando apresenta a Propriedade de Markov em todos os seus tempos de transi¢do S,. Ou seja, a
evolucao do processo a partir do tempo ¢ = S, em diante depende da historia do processo até o

tempo S, somente por meio de X,.

Matematicamente, se {X(¢),t > 0} € um processo semimarkoviano, entao o processo

{X(t + S,),t > 0}, dado seu histérico {X(1),0 <t < S,} e X(S,) = i, é independente de
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{X(1),0 <t < S,} e € probabilisticamente idéntico a {X(#),¢ > 0} dado que Xy = i. Perceba
que esse tipo de processo € chamado de semimarkoviano, uma vez que apresenta a Propriedade

de Markov apenas em seus tempos de transi¢do, em vez de em todos os tempos.

5.2. O processo {X,,n > 0} e sua matriz de probabilidades

Seja {X(¢),t > 0} um processo semimarkoviano. Entao, {X,,n > 0} é uma cadeia de
Markov a tempo discreto (CMTD) com espago de estados {1,2,..., N}, uma vez que o seu
estado futuro depende somente do seu estado atual. Essa cadeia € chamada de CMTD imersa do

processo semimarkoviano e possui uma matriz P = [p; ;] de probabilidades de transi¢do, onde
pij=PXun1 = jIXy=1i), 1<i,j<N.

Além disso, definimos

w; = E[S1|Xo=1i], 1<i<N,

o tempo médio que o sistema fica no estado i. Note que, como o processo possui a Propriedade
de Markov nos tempos de transi¢do, esse tempo médio no estado i € w; em qualquer visita a esse

estado. Assim, definimos o seguinte vetor de tempos médios de permanéncia:
w= [w,ws,...,wy].

A Figura 5.1 apresenta a trajetéria de um processo semimarkoviano genérico.

X(1)
X
i X —
Xo i X3 |
; - t
So S1 S2 S3

Figura 5.1: Representacdo de um processo semimarkoviano.
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5.2.1. Exemplo

Exemplo 5.1. (Videogame: Madaquina de Estados). Uma méquina de estados € uma forma
de descrever o estado (ou acao) de um objeto a cada momento no tempo. No contexto de
desenvolvimento de jogos eletronicos, pode-se considerar o movimento de um inimigo em um
jogo de acdo como uma maquina de dois estados: ou ele se encontra parado (0), ou em movimento
(1). Nesse caso, como sdo dois os estados possiveis para o inimigo, diz-se que seu movimento €
uma mdgquina de dois estados. Naturalmente, pode-se expandir o nimero de estados para obter
uma méquina de n processos.

Sejam M,, a n-ésima duracdo do intervalo de tempo em que o inimigo permanece em
movimento, e seja I, a n-ésima duracdo do intervalo de tempo em que permanece parado.
Supomos que {(M,, I,,),n > 1} é uma sequénciai.i.d. de varidveis aleatdrias bivariadas, e que M,
¢ independente de 7,,. Se X (¢) € o estado do inimigo no tempo #, podemos dizer que {X (), > 0}
€ um processo semimarkoviano?

Note que, se o inimigo comega no estado Xy = 1, isto €, se movendo, ele permanece
nesse estado por um tempo M, até mudar para o estado X; = 0, parado. Dai, ele permanece
parado por um tempo /1, independente do ocorrido até entdo, e retorna para o estado X, = 1,e 0
processo continua indefinidamente. Assim, {X(z),¢ > 0} é um processo semimarkoviano com

espago de estados {0, 1}, e sua CMTD possui a seguinte matriz de probabilidades de transi¢ao:

P =

Além disso, note que

wo = E[S1|Xo = 0] = E[M],

w1 =E[51|X() = 1] :E[[].

5.3. Comportamento a Longo Prazo

5.3.1. Equacoes de Balanco Globais

Seja {X,,n > 0} uma CMTD com espago de estados S = {1,2,..., N} e matriz de

probabilidades de transi¢do P. Define-se uma distribuicdo limite ou de estado estaciondrio o
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vetor de limites lim,_,, P(X,, = j), j € S, quando eles existem. Matematicamente, tem-se
n=[m,m2,...,ay] com 7; = lim P(X, =j),j€S.
n—oo

Em Kulkarni (2011, p. 24), demonstra-se que, se existe uma distribuicao limite r, entao

N
7Tj=Z7TiPi,j, JES. (.1)

i=1

Além disso, tem-se

N
Zﬂj:l'

Jj=1
Note que as equacdes (5.1) podem ser reescritas em forma matricial como m = 7P, recebendo o

nome de equacoes de balanco globais. Um vetor m que satisfaz (5.1) é uma solucdo das equagdes

de balancgo globais.

5.3.2. Tempo Médio Entre Visitas

Seja {X(z),t > 0} um processo semimarkoviano com espago de estados {1,2,..., N},
matriz de transicao P e vetor de tempos médios de permanéncia w. Desejamos obter o tempo
médio entre visitas, ou seja, o tempo esperado entre duas visitas consecutivas a um estado j. Seja

Y; o primeiro momento em que o processo entra em um estado j. Matematicamente, tem-se
Y; =min{S, :n>0, X, = j}.

Observe que, mesmo quando o processo jd comega no estado j, ainda € necessdrio considerar o

tempo até que esse estado seja novamente visitado no futuro (por isso, n > 0). Seja também

o tempo médio da primeira passagem de um estado i para um estado j. Quando i = j, tem-se

exatamente o tempo médio entre visitas do estado j.

Teorema 5.1 (Kulkarni, 2011, Theorem 5.4). Os tempos médios de primeira passagem m; ;

satisfazem
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O Teorema 5.1 permite o célculo de m; ;, mas ndo de forma eficiente: € necessario
resolver varios conjuntos de N equacdes com N incdgnitas, de modo a cobrir todos os valores
de j. Sob algumas condig¢des, o proximo resultado possibilita o calculo de m; ; resolvendo um

tinico conjunto de N equagdes com N incdgnitas.

Teorema 5.2 (Kulkarni, 2011, Theorem 5.5). Suponha que a CMTD imersa {X,,n > 0} é
irredutivel, e seja m = [y, 2, ..., nN]| uma solucdo ndo nula para as equacoes de balanco

globais. Entdo, os tempos médios entre visitas sao dados por

>N, mw .
m; ;=22 < <N,
JsJ
nj

Enfatizamos que, no Teorema 5.2, qualquer solucio nao nula r das equagdes de balango

globais funciona; nio precisamos de uma soluc¢ao padronizada. A condi¢do de irredutibilidade

da cadeia imersa garante que n; > 0 para todo i.

5.3.3. Exemplo

Exemplo 5.2. (Videogame: Continuagdo). Busca-se saber, agora, qual o tempo médio entre dois
momentos em que o inimigo estd se movendo no jogo. Para isso, note que © = [mg, 1] = [1, 1]
€ uma solugdo das equagdes de balanco globais, considerando a matriz P ja descrita na primeira
parte do exemplo. Além disso, vale lembrar que wg = E[I] e w; = E[M]. Logo, pelo
Teorema 5.2,

oW + T w1

my = == = B[] + E[M].

Esse resultado € natural, pois, para o inimigo saltar de um estado de movimento para outro

também de movimento, € necessdrio, antes, que visite o estado parado.

5.4. Distribuicoes de Ocupacao

Seja M;(t) o tempo total, aleatério, que um processo semimarkoviano fica em um estado

J durante o intervalo de tempo [0, t]. Se, para qualquer j, o limite

. M;(1)
pj = Jim ——
existe com probabilidade 1, entdo denominamos o vetor [py, p2, ..., pn] a distribuicdo de

ocupagdo do processo. O proximo resultado apresenta condi¢des sob as quais a distribui¢ao de
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ocupacao existe e como € obtida.

Teorema 5.3 (Kulkarni, 2011, Theorem 5.6). Seja {X(t),t > 0} um processo semimarkoviano
com CMTD imersa irredutivel {X,,,n > 0} com matriz de probabilidades de transicdo P. Entdo,

a distribuicdo de ocupagdo do processo existe, é independente do estado inicial do processo, e

dada por
7Tjwj 1 < i< N
pj=——— L<j<N,
>N, mw;
onde [my,ma, ..., x| é uma solugdo positiva das equacoes de balango globais e w;, 1 <i < N,

é o tempo médio de permanéncia do sistema no estado i.

5.4.1. Exemplo

Exemplo 5.3. (Videogame: Continuagao). Podemos, agora, obter a fracdo a longo prazo do
tempo em que o inimigo passa se movimentando. O estado do inimigo € descrito por um processo
semimarkoviano {X(z),¢ > 0} de dois estados, e sua CMTD imersa possui matriz P irredutivel.
Logo, o Teorema 5.3 pode ser aplicado, de forma que a propor¢do a longo prazo do tempo em
que o inimigo estd se deslocando é:

3 Wy E[M]
l_7'1'()11)0+71'1w1 E[1]+E[M]

5.5. Taxas de Custo a Longo Prazo

Seja {X(¢),t > 0} um processo semimarkoviano com espago de estados {1,2,...,N}.
Suponha que o processo incorre em um custo a taxa c(i) para cada unidade de tempo que

permanece no estado i. Seja C(T) o custo total do sistema até o tempo 7. Caso o limite

exista com probabilidade 1, entdo ele é chamado de taxa de custo a longo prazo.

Teorema 5.4 (Kulkarni, 2011, Theorem 5.7). Suponha que as hipéteses do Teorema 5.3 sejam
satisfeitas, e considere [p1, p2, . . ., pn| a distribuicdo de ocupacdo do processo semimarkoviano.
Entdo, a taxa de custo a longo prazo existe, é independente do estado inicial do processo, e dada

por

N
9= picl.
i=1
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Para provar o Teorema 5.4, denotamos por M;(T) o tempo total que o processo passa no
estado i durante o intervalo [0, 7]. Como o processo possui uma taxa de custo c(i) por unidade
de tempo durante o estado i, temos:

N

C(T) = Z c(i) Mi(T).

i=1
Portanto, pelo Teorema 5.3,

lim @ = lim Zc(i) Mi(T) = Zc(i)pl-.

i= i=1

5.5.1. Exemplo

Exemplo 5.4. (Videogame: Continuagdo). O jogador em controle do personagem principal do
jogo, a fim de sobreviver e escapar do inimigo ja mencionado, deve realizar agcdes com o seu
personagem que incluem, dentre vdrias outras coisas, movimenté-lo. Suponha que o personagem
possua um sistema de energia que se esgota conforme ele se move, mas que pode ser recuperado
ao permanecer imoével por algum tempo. Seja A o gasto enérgico por unidade de tempo do
personagem enquanto se move, € seja B a energia recuperada, também por unidade de tempo,
enquanto permanece parado. Nesse cendrio, qual € a taxa a longo prazo de gasto enérgico do
personagem principal?

Note, primeiramente, que 0 movimento do personagem pode ser descrito por um processo
semimarkoviano idéntico ao do seu inimigo. Assim, tem-se

E[I] E[M]

o=+ emy P T EMN+EM

Além disso, perceba que c¢(0) = —B e ¢(1) = A. Isto é, enquanto o personagem estd parado, ele
tem um gasto enérgico negativo, ja que passa a recupera-la; ao se movimentar, possui um gasto
positivo. Substituindo esses valores no Teorema 5.4, obtém-se

AE[M] - BE[I]
E[I] + E[M]

g=-Bpo+Ap; =
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6. Simulacoes

6.1. Introducao

Modelos probabilisticos podem ser computacionalmente simulados ao gerar seus meca-
nismos estocdsticos € observar sua evolugdo temporal. Seguindo a metodologia de Ross (2023b),
esta se¢do aborda especificamente as simulacoes de eventos discretos. Como o nome sugere,
simulagdes de eventos discretos envolvem sistemas cujos estados em cada periodo de tempo sdo
discretos. Isto €, a cada momento, um processo estd em um, e apenas um, estado dentre todos os
possiveis.

Os principais elementos de uma simulagao discreta sdo suas varidveis e seus eventos, que
serdo registrados ao longo da simulacdo, para andlise posterior. De forma geral, definem-se trés
tipos de varidveis para as simulacdes: de tempo, contadoras e de estado do sistema. Quando
um evento ocorre, os valores dessas varidveis sao atualizados, e quaisquer dados desejados sao
coletados. Por meio de uma lista de eventos, determina-se qual o proximo evento que ocorre
na simulacdo, bem como os eventos apds esse ultimo. Por meio da coleta de dados, pode-se

acompanhar a evolucgdo temporal do sistema simulado.

6.2. Simulacoes Escolhidas e suas Implementacoes

Para este trabalho, duas simula¢des foram implementadas na linguagem de programacao

Python, a partir dos algoritmos descritos no Capitulo 7 de Ross (2023b):

1. Filas em Paralelo: Dois servidores de um sistema trabalham paralelamente, atendendo
clientes que 14 entram, até um tempo limite em que o sistema fecha, impedindo a chegada
de novos clientes. Os clientes sao servidos por ordem de chegada pelo servidor que esteja
livre primeiro (no caso em que ambos estejam livres, prioriza-se o primeiro servidor),
formando uma fila caso contrario. Caso o sistema atinja o tempo limite ainda com clientes,

todos eles sao processados antes do fim da simulagdo.

Nas simulacdes, consideramos o modelo de fila markoviana, o qual assume que os tempos
entre as chegadas dos clientes e os tempos de atendimentos dos servidores sdao varidveis

aleatdrias independentes, com distribui¢do exponencial.

Os parametros a serem inseridos no modelo sdo: Tempo Limite do Sistema Aberto (T),
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Taxa de Chegada de Clientes (4.) e Tempos Médios de Atendimento dos Servidores 1 e 2

(,usl» ,Usg)-

2. Patrimonio de uma Seguradora: Uma seguradora possui um patrimdnio inicial py e um
ndmero inicial ng de clientes. Cada cliente paga a seguradora uma quantia ¢ por unidade
de tempo, referente a contratacdo do seguro. A cada periodo de tempo, um dentre trés
eventos ocorre com sua respectiva probabilidade: um cliente aciona a seguradora, um
cliente se desvincula dela, ou um novo cliente a contrata. O patrimonio da seguradora
aumenta conforme os segurados pagam $ ¢ por unidade de tempo que permanecem com o
servigo, ao passo que acionamentos causam sua redugdo. Dessa forma, € possivel, dado
um tempo 7" maximo de simulagdo, registrar as flutuagcdes do patrimdnio da seguradora ao

longo do tempo.

Para esse modelo, além dos parametros descritos acima, tem-se: Taxa de Acionamentos
por Periodo de Tempo (1), Custo Médio por Acionamento (u,c), Desvio Padrao do Custo

por Acionamento (07.), Taxa de Contratacdo do Seguro (v), Taxa de Evasao por Cliente

(e).

No cendrio das filas, uma aplicacdo do algoritmo (detalhada na préxima se¢do) € a de
estimar, em fun¢do dos parametros fornecidos, o tempo médio a longo prazo que os servidores
passam no sistema até que o ultimo cliente tenha sido atendido, e também o tempo médio que
cada cliente permanece na fila antes de seu atendimento. J4 no caso da seguradora, pode-se
estimar, por exemplo, a probabilidade da seguradora ndo falir, conhecidos os parametros. Em
ambos os casos, trata-se de uma andlise a longo prazo de sistemas de renovagdo, de forma que
seus funcionamentos e resultados podem ser analisados matematicamente pela teoria estudada.

Para ambas as simulacdes, geramos gréficos e saidas no terminal que fornecem informagdes

uteis para a andlise dos sistemas e que serdo explicitados nas se¢des seguintes.

6.3. Resultados: Filas Paralelas

Conforme a teoria de filas, ha trés casos:

* Se A, < 1/us, + 1/ us,, entdo o processo € recorrente positivo: comecando no estado 0,
retorna infinitas vezes a 0, e o tempo esperado até retornar ao estado 0 € finito. O sistema

tem uma Unica distribui¢cdo estaciondria, e a fila é dita estdvel.
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* Se A, = 1/us, +1/us,, entdo o processo € recorrente nulo: comegando no estado 0, retorna
infinitas vezes a 0, porém o tempo esperado até retornar ao estado 0 € infinito. Nao existe

distribuicdo estaciondria, e a fila ndo é estavel.

* Se dc > 1/us, + 1/us,, entdo o processo € transitorio: cada estado € visitado somente um
nimero finito de vezes. Assim, o nimero de clientes no sistema cresce para o infinito com

o passar do tempo. Nao existe distribui¢io estaciondria, e a fila ndo é estavel.

Cumpre ressaltar que somente no primeiro caso € possivel calcular medidas tedricas de desempe-
nho da fila sob equilibrio.

Nas simulac¢des, o algoritmo de filas paralelas apresentou o comportamento previsto
pela teoria. Para exemplificar, considere uma simulagdo com os seguintes parametros: 7' = 480
minutos (8 horas), 4, = 1/5 (chegada de 1 cliente em média a cada 5 minutos), e tempos
médios de atendimento dos servidores s, = py, = 10 minutos / cliente. Nesse caso, a fila tem
comportamento recorrente, ja que 1/uy, + 1/p5, = A.. Com efeito, uma tnica rodada dessa
simulagdo retornou as informagdes abaixo, aqui com diciondrios e listas limitados aos seus

primeiros 5 itens, para fins de visualizacdo.

Listing 1: Rodada Unica: T = 480, 1. = 1/5, s, =10, ug, =10

Tempo total: 527.45 minutos
Numero de clientes ainda na loja ao fechar: 10

3l Numero de clientes em cada tempo de atualizacao: [1, 2, 3, 2, 3, 4]

s| Tempos de Chegada: {’Cliente 1’: 1.122, ’Cliente 2’': 4.381, ’'Cliente 3’:
5.319, ’'Cliente 4’: 8.386, ’'Cliente 5’: 9.338}

Momentos de Atendimento: {’Cliente 1’: 1.122, ’Cliente 2’: 4.381, ’Cliente
3’: 5.907, ’'Cliente 4’: 10.648, ’'Cliente 5’: 31.321}

Tempos de Partida: {’Cliente 1’: 31.321, ’'Cliente 2’: 5.907, ’'Cliente 3’:
10.648, ’'Cliente 4’: 41.958, ’Cliente 5’: 36.092}

sl Relacao Cliente/Servidor: {’Cliente 1’: 1, ’'Cliente 2’: 2, ’Cliente 3’: 2,

"Cliente 4’: 2, ’'Cliente 5’: 1}

Os dados anteriores confirmam que as taxas de servico dos servidores ndo foram suficientes
para evitar a formacao de fila. Notamos que, ainda que a loja tenha fechado exatamente no tempo
T = 480, ainda restavam 10 clientes no estabelecimento, e o ultimo cliente teve seu atendimento

concluido apenas 47 minutos apds o fechamento da loja. Isso evidencia o comportamento ndao
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estdvel da fila com esses parametros.

Dois gréficos sdao gerados ao final das simulag¢des: Numero de Clientes no Sistema em
Fungdo do Tempo e Numero de Clientes Atendido por Servidor, tteis, respectivamente, para
visualizar a evolugdo temporal do sistema e sua distribui¢do de tarefas. A Figura 6.1 mostra o

grafico do nimero de clientes em funcdo do tempo para a rodada mencionada acima.

Ndmero de Clientes no Sistema em Fungao do Tempo

Clientes

Tempo

Figura 6.1: Grafico da evolugao temporal do nimero de clientes no sistema.

Somente pela andlise desse grafico, ndo se pode inferir que a fila seja recorrente, sobretudo
pelo tempo relativamente pequeno de funcionamento do sistema. Contudo, seu cardter recorrente
pode ser empiricamente confirmado ao considerarmos uma nova rodada com os mesmos
parametros, mas com tempo de funcionamento bem maior, por exemplo, 7 = 50000. Dessa
forma, conforme ilustrado na Figura 6.2, o padrao de comportamento a longo prazo aparece e as

renovacoes (retornos a 0) se tornam visiveis.

Ndmero de Clientes no Sistema em Fungdo do Tempo

Clientes

Tempo

Figura 6.2: Grifico da evolucdo temporal a longo prazo do niimero de clientes no sistema, com renovagdes
circuladas em vermelho.



39

Note que, a partir do registro dos momentos em que cada cliente foi atendido e seu tempo
de chegada, € possivel saber seus tempos de espera até serem atendidos, subtraindo um valor do
outro. Esse cdlculo € usado para obter o tempo médio de espera em fila no sistema, rodando
multiplas simulacdes e, ao fim de todas elas, calculando a média dos tempos médios de espera
de cada rodada. Como exemplo, considere dois cendrios com seus respectivos parametros e

resultados descritos abaixo, cada um simulado 5000 vezes.

Listing 2: Média de 5000 simulagdes: T = 480, A, = 1/5, us, =5, s, =5

Tempo medio de trabalho dos servidores pos fechamento: 3.38 min

Numero Medio de Clientes do Servidor 1: 56.336

3| Numero Medio de Clientes do Servidor 2: 39.842

Tempo Medio de Espera na Fila: 1.573 min

Listing 3: Média de 5000 simulagdes: T = 480, A, = 1/5, u,, = 10, g, = 10

Tempo medio de trabalho dos servidores pos fechamento: 59.66 min

Numero Medio de Clientes do Servidor 1: 48.889

;| Numero Medio de Clientes do Servidor 2: 46.846

Tempo Medio de Espera na Fila: 30.585 min

No primeiro cendrio, temos A, < 1/us, + 1/us,, garantindo uma fila estavel. Isso é
evidenciado por um tempo médio pequeno de espera na fila por cliente e por um tempo médio
residual de servico (depois que o sistema fecha) também pequeno. Por outro lado, o segundo
cendrio considera o caso critico com A, = 1/us, + 1/us,, no qual a fila ndo € estdvel. As
simulacdes apresentam fortes indicativos da falta de estabilidade desse sistema: o tempo médio
de espera na fila por cliente € grande, e em média h4 quase 1 hora de trabalho extra dos servidores
apo6s o fechamento do sistema.

Curiosamente, € possivel notar que, no primeiro cendrio, o servidor 1 atende mais clientes
do que o servidor 2, ainda que ambos possuam o mesmo tempo médio de atendimento. Isso se
d4 pelo fato de um cliente priorizar o servidor 1 em casos onde o sistema se encontra vazio. Essa
situacdo ocorre com frequéncia, uma vez que os atendimentos dos servidores sao suficientemente
rapidos. Ja no segundo cendrio (caso critico), os servidores ficam ambos ocupados com mais
frequéncia, e a divisdo de trabalho € mais equilibrada por existirem menos momentos com 0

sistema vazio.
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6.4. Resultados: Patrimonio de uma Seguradora

Assim como na simulacao das filas, o comportamento probabilistico esperado pdde ser
verificado de forma bem sucedida no cendrio da seguradora. Para esse modelo, os gréficos se
mostram ainda mais importantes para uma andlise detalhada e otimizada da evolucdo do sistema.
Eles ndo s6 evitam a leitura e interpretacdo de muitos dados, como auxiliam na visualizagao
de periodos de queda ou de crescimento econdmico. Ao final de uma simulagdo, o algoritmo
gera dois graficos: Patrimoénio da Seguradora em Fungdo do Tempo e Numero de Clientes da

Seguradora em Fungdo do Tempo. Vejam-se as Figuras 6.3 e 6.4.

Patriménio da Seguradora em Fungdo do Tempo

150k
140k

130k

Patriménio

120k
110k
100k

Dias

Figura 6.3: Evolucgdo temporal do patrimdnio da seguradora.

Ndmero de Clientes da Seguradora em Fung&o do Tempo

Ne Clientes

Dias

Figura 6.4: Evolucio temporal do niimero de clientes da seguradora.

Na simulacao ilustrada na Figura 6.3, note que a seguradora permaneceu o periodo

completo de um ano sem falir, apesar de apresentar periodos de queda patrimonial acentuada em
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certos intervalos. Para casos em que a seguradora vai a faléncia, o terminal acusa o ocorrido e
retorna o mesmo grafico patrimonial, sinalizando o patrimdnio final menor ou igual a zero.
A visualizagdo dos dados no gréfico facilita o estudo da intensidade das flutuagdes do

capital da seguradora nessa simulagdo, que foi realizada com os seguintes parametros:

4 N\

T = 365 dias * Uy = 3000 reais

* no = 20 clientes | rea
* 0y = 1 reais

* po = 100000 reais

- v = 2/30 clientes - dia™'
e ¢ =60 dia”

1 =12/365 acionamentos - dia™! e =1/1095 dia™!

. J

Ja o segundo gréfico (Figura 6.4), gerado com os mesmos parametros, evidencia a
tendéncia de crescimento do ndmero de clientes da seguradora, o que condiz com as taxas
fornecidas de permanéncia e contratacao.

Por se tratar de uma simulacao tnica, ndo € possivel avaliar se o sucesso da seguradora
com os parametros estabelecidos é de fato a norma ou fruto de uma rodada sortuda. Para
responder essa questio, foram realizadas 50 mil rodadas com esses parametros, registrando os
resultados e, por fim, retornando a razao entre os sucessos € o nimero de iteracdes, que nada
mais € do que uma estimativa da probabilidade de que a seguradora nao chegue a faléncia no

primeiro ano:

Listing 4: Média de 50 mil iteracdes, com os parametros acima.

Probabilidade da Seguradora nao falir: 0.997

Patrimonio Medio da Seguradora no Final do Periodo: 101770.933

Ou seja, o sucesso da seguradora no cendrio construido €, de fato, a norma. No entanto,
pode-se perceber que seu patrimonio, em média, cresce pouco no periodo de um ano, apresentando
um crescimento de aproximadamente 1,8%. Dessa forma, infere-se, também, que a rodada
exemplo anterior foi sortuda quanto ao patrimonio acumulado, ja que fechou o ano com um
patrimonio de mais de 130 mil reais.

Curiosamente, percebe-se que esse sistema € extremamente sensivel ao valor médio
dos acionamentos: observe, abaixo, o resultado retornado pelo algoritmo quando mantemos os

mesmos parametros, mas tomando u,. = 3500 (apenas 500 reais a mais por acionamento).




42

Listing 5: Média de 50 mil simulagdes, u,. = 3500 reais.

Probabilidade da Seguradora nao falir: 0.443

»| Patrimonio Medio da Seguradora no Final do Periodo: 15460.914

A partir de 3500 reais, a probabilidade de sucesso da seguradora se torna menor do
que 50%. Para p,. = 4000 reais, os resultados das simulacdes indicam uma probabilidade de
faléncia de 99%. Esse exemplo de sensibilidade a variagdes numéricas pode levar a questao de
encontrar para qual valor x de um dos parametros, fixando-se todos os outros, obtém-se uma
probabilidade p de sucesso.

Paraisso, basta registrar as probabilidades de sucesso da seguradora para cada configura¢io
de parametros, configuracdes essas distintas, a medida que um dos parametros é gradativamente
incrementado, até que um valor especifico do pardmetro alvo resulte na probabilidade desejada.
Por exemplo, sabendo que p,. = 3500 causa uma probabilidade de sucesso de 44% e que, como
visto acima, p,c = 4000 reais causam uma faléncia praticamente garantida, o valor alvo para uma
probabilidade de sucesso de 25% deve estar entre esses dois valores. Realizando incrementos
de 10 reais em u, e simulando 50 mil rodadas com cada um dos seus valores, tem-se que
M. = 3620 reais € o primeiro valor que resulta em uma probabilidade menor ou igual a 0.25

(nesse caso, 0.241).
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