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Resumo

A chamada funcao de Mittag-Lefller pode ser interpretada como
uma possivel generalizagdo da fungao exponencial. Como uma apli-
cacao desta funcéo destaca-se o estudo de equacoes diferenciais fra-
cionarias onde as solugoes, em geral, fungoes transcendentes, podem
ser conduzidas a uma fungao de Mittag-LefHer.

Neste trabalho apresentam-se, além de varias propriedades, relacoes
de recorréncia, funcdo geratriz e relacbes com outras funcoes especi-
ais, em particular, as fungoes hipergeométricas confluentes. Enfim,
mostra-se que a fungao erro é um caso particular da funcao de Mittag-
Leffler. Problemas de aplicacao sao apresentados e discutidos.

Introducao

Ha um pouco mais de cem anos Mittag-LefHler introduziu uma funcao, hoje
conhecida pelo nome de funcao de Mittag-LefHer, como sendo uma possivel
generalizacao da fungao exponencial.[1] Esta fungao depende apenas de um
parametro, em geral, um parametro real ou complexo. Desde entao, passa-
dos mais cinqiienta anos Agarwal[2] generalizou a funcao de Mittag-Leffler a
partir da introducao de um outro parametro; esta generalizacao é conheci-
da como funcao de Mittag-Leffler com dois parametros. No caso particular



deste segundo parametro ser igual a unidade, recupera-se a classica funcao
de Mittag-LefHer.

Varias relagoes envolvendo a fungao de Mittag-Leffler com dois parametros
foram apresentadas e discutidas por Argawal-Humbert[3] a partir da técnica
da transformada de Laplace. Srivastava[4] efetuou um estudo sistematico
da funcao de Mittag-Leffler conforme proposta por Humbert-Delerue[5], isto
é, a generalizacao simétrica da funcao de Mittag-Leffler com duas variaveis.
Neste trabalho, s@o obtidas relagoes com outras fungoes conhecidas, equagoes
diferenciais e integrais do tipo Hankel.

Vamos nos concentrar na func¢ao de Mittag-Leffler com dois parametros
devido, por exemplo, a sua vasta aplicabilidade no estudo de equacoes diferen-
ciais fraciondrias. Sao muitos os problemas onde o chamado céalculo integrod-
iferencial fracionario tem a sua utilidade como, por exemplo, em problemas
do estado sélido[6] e em problemas advindos da engenharia[7] dentre outros.

Aqui, efetuamos uma revisao da funcao de Mittag-Leffler com dois parametros
no que concerne as suas propriedades, relagoes de recorréncia, fungao gera-
triz, equacoes diferenciais e relacoes com outras fungoes, em particular, com
as chamadas fungdes de Wright[8], as fungdes de Fox[9], e as fungoes hiper-
geométricas confluentes[10], em particular a fungao erro.

O presente trabalho esta disposto do seguinte modo: na primeira sec¢ao
introduzimos algumas preliminares, isto é, abordamos os conceitos de funcao
gama e funcao beta bem como introduzimos o simbolo de Pochhammer. Na
segunda segao, apresentamos as fungoes erro e gama incompleta, enquanto
que na secao trés apresentamos a funcao de Mittag-Lefler como por este
apresentada, isto é, com apenas um parametro, ou ainda, como uma possivel
generalizacao da funcao exponencial. Na secao quatro introduzimos o con-
ceito de funcao de Mittag-Leffler com dois parametros, estudamos algumas de
suas propriedades, relagoes com outras fungoes especiais, em particular com
as fungoes de Wright e de Fox. Discute-se, como caso particular da fungao de
Mittag-Leffler com dois parametros, a fungao erro, relagoes de recorréncia,
formula de duplicacao bem como a relagao envolvendo a funcao gama in-
completa. Na secao cinco estudamos a funcao de Mittag-Lefler relacionada
através de um par de transformadas integrais do tipo Laplace e concluimos
a secao discutindo uma integral do tipo convolucao envolvendo a funcao de
Mittag-Leffler. Ao final apresentamos duas aplicagoes e concluimos com pers-
pectivas futuras.



1 Preliminares

Nesta secao vamos rever os conceitos envolvendo as fungoes gama e beta e,
em particular, introduzir o simbolo de Pochhammer.

Historicamente, a fungao gama', denotada por T'(z), conforme apresen-
tada por Euler, foi introduzida como uma possivel generalizacao do conceito
de fatorial, através da integral imprépria

INa+1)= /O t*e tdt

com Re(a) > —1. No caso em que « =n =0, 1,2,... temos
I'(n+1)=n!

Por outro lado, a funcao beta, denotada por B(p, q), esté relacionada com a
funcao gama através da expressao

L(p)T'(q)

B(p,q) = Tota)

com Re(p) > 0 e Re(q) > 0, cuja representacao integral pode ser dada por

1
B(p.q) = [ o7 (1 -0 d.

O simbolo de Pochhammer, («),, é definido por

(), = 1 para n=0
" | ala+1)---(a+n—1) para neN

que, em termos da funcao gama, pode ser escrito como

I'(a+n)

T

com Re(a) > 0.

'Muitos autores ja classificam a funcio gama como sendo uma funcdo especial. Nés
preferimos guardar a nomenclatura fungoes especiais para funcoes que se constituem em
solugoes de equagoes diferenciais o que nao é o caso das fungoes gama e beta. Por exemplo,
a funcao de Bessel, solugao de uma equacao de Bessel, faz juz ao nome fungao especial.



Uma simples aplicagao do simbolo de Pochhammer pode ser encontrada
na série do binomio, isto é, para |z| < 1, vale

(e e}

(1—:5)_0‘:2%:5’“

k=0
que, no caso particular o = 1, se reduz a

[e.e]

=3 4t
k=0

isto é, a série geométrica.

2 Funcao Gama Incompleta

Nesta se¢ao introduzimos o conceito de funcao gama incompleta bem como as
funcoes erro e de Fresnel. A funcao gama incompleta tem sua importancia,
por exemplo, no estudo das equacgoes diferenciais advindas do calculo in-
tegrodiferencial fraciondrio enquanto que as funcoes erro emergem natural-
mente do estudo das equagoes diferenciais parciais do tipo parabdlico[11] e
enfim, as fungoes de Fresnel sao muito 1teis no estudo de problemas envol-
vendo a difracao.

Aqui, vamos nos restringir apenas as respectivas defini¢oes e propriedades
simples, visto que o objetivo principal é fazer sua conexao com as funcoes de
Mittag-Leffler.

A funcao gama incompleta pode ser definida pela seguinte integral

(e, ) :/ et 1dt
0

com Re(a) > 0, ou ainda, em termos da funcao hipergeométrica confluente[10],
1F1(a; ¢; ), na seguinte forma

«

Y(a,x) = EIF1<O‘§05 +1;—x),

sendo a representacao em série da funcao hipergeométrica confluente, dada
por

1Fi(a;c;x) = Zﬂi—

iz (0)



Por outro lado, a funcao erro, convenientemente normalizada, é dada pela
seguinte integral

erf(x \/_ /

que, em termos da funcao hipergeométrica confluente, é dada por

erf(z) = \2/_1F1 (; 2 x2>.

Note que pelas defini¢oes da funcao gama incompleta e da funcao erro temos
que
lim (o, z) = I'(«) e lim. erf(z) =1

T—00

isto é, no caso da funcao gama incompleta recupera-se a classica funcao de
Euler enquanto que no caso da funcao erro, a area abaixo da curva gaussiana,
normalizada a unidade.

E costume introduzir uma outra funcao gama incompleta, denotada por
(o, z) e definida através da seguinte integral

Mo, x) = / et ldt
com Re(a) > 0 de onde segue-se a relagao
e, z) + (e, z) = I'(x)

e, em completa analogia, introduzimos a fungao erro complementar, erfc(z),
através da integral

erfc(z \/, /

de onde segue a relacao
erf(x) + erfe(x) = 1.

Introduzindo, agora, uma outra fun¢ao gama incompleta, denotada por v*(«, z),
conveniente para nossos estudos futuros, a partir da seguinte expressao
1 (o, 2) 1
x a,r) = ——
)" """ Tt

Fi(asa+ 1;-2) = 7*(a, 2)

de onde segue-se que
lim z%y* (o, z) = 1.

Tr—00



Esta, a partir de agora, sera a nossa definicao da funcao gama incompleta,
visto ser esta a fungao e outras a ela relacionadas, que tém papel importante
no calculo integrodiferencial fracionério.

Utilizando a representagao em série para a fungao hipergeométrica con-
fluente, podemos escrever

1
7*(04,33') = mllﬂ(ma—l—l,—x)

e—IE
= ——F(La+1;
F( 1)1 ].( ) 7'T)

00 k

. x
- ¢ Zr(a+k+1)

k=0
que, no caso particular x = 0 estabelece a relagao
1
* ’0 - -
7@ 0) = 7o

para todo ov. Em Miller-Ross[12] encontramos um estudo envolvendo a fungao
gama incompleta e seus casos particulares.
Enfim, mencionamos a equacao diferencial satisfeita pela fungao v*(a, x)

x@V (a,z) + (a+1 +x)a—x7 (a,x) + ay*(a,x) =0
onde .
“(0,2) = 2 —y(a,2)
v \a, F(a) )
e

v(a, ) :/ e ‘e dt.
0

De modo a concluir esta se¢ao apresentamos a definicao das chamadas fungoes
de Fresnel, também conhecidas pelo nome de integrais de Fresnel, a saber

C(z) = /Ox Cos (gﬂ) dt e S(z) = /Oz sen <gt2> dt

as quais estao relacionadas com a funcao erro através da seguinte relagao

C(z)+iS(z) = 1—2Herf [g(l — z)m] :

Ressalte-se que C(c0) = 1+ = S(c0).



3 Funcao de Mittag-Leftler I

A funcao de Mittag-Leffler, E,(x) é uma funcao complexa que depende de
um parametro complexo « e, conforme introduzida por Mittag-Leffler[1], é
dada a partir da seguinte expressao

o0 Z‘k
Eo(r) =) w0
= T(1+ ak)
que, conforme ja mencionado, no caso em que a = 1 se reduz a funcao
exponencial
o) k oo .k

T T

ou seja, E,(x) pode ser considerada uma generalizagao da fun¢do exponen-
cial. Utilizamos a notagao F,(x) no lugar de F,(z) pois, para os estudos que
nos interessam, isto é, associados a derivada fracionaria, a variavel indepen-
dente ¢ real.

Também, como j& haviamos mencionado, Agarwal[2] introduziu a funcao

[e%¢) xn—i—’g 1
Eop(z) =Y =

como sendo uma outra possivel generalizacao da funcao de Mittag-Leffler a
qual se reduz no caso em que 3 = 1, isto é,

Eo1(z) = Eu(2)

bem como mostrou a conexao com uma funcao de Bessel generalizada, ou
ainda, a chamada fun¢ao de Wright[8], dada pela seguinte representacao em
série

0a(®) = 2 T BT D)

ou seja, obteve uma relacao do tipo
(I)@a(t) X Ea,ﬁ(l/x).
Uma outra possivel generalizacao da fungao de Mittag-Leffler pode também

ser dada pela seguinte expressao|3]

k
E —
(a,0) =z Z 1+k+a)



Enfim, Humbert-Delerue[5] estenderam a defini¢ao da fun¢ao de Mittag-
Leffler para o caso de duas varidveis independentes. Para todas estas ge-
neralizagoes e/ou extensoes, sao estudadas vérias propriedades através da
metodologia da transformada de Laplace, em particular, do produto de con-
volugao[13]. Deve ser destacado que a generalizagao da férmula

e +e® =2coshzx

segue como uma conseqiiéncia natural.

4 Funcao de Mittag-Leffler 11

Diferentemente das maneiras de estender a funcao de Mittag-Leffler, acima
mencionadas, nés, neste trabalho, vamos considerar a funcao de Mittag-
Leffler com dois parametros, a > 0 e § > 0, definida pela seguinte expansao
em série o

Z I'(ak + B)

que, como ja mencionado, se reduz a class1ca funcao de Mittag-Leffler, no
caso em que o parametro 3 = 1. Casos particulares desta fungao podem ser
encontrados em Podlubny/|14].

Vamos apresentar, como casos particulares, as chamadas fungoes seno e
co-seno fraciondarios, em termos da funcao de Mittag-Leffler com dois para-

metros
) JI(2 a)k+1

_ - ( 2«
Scal _gr 2o rg)  “Eaa(=)

( ) JI(2 a)k+1

Csalw) = k; Te-ahp ~ “Braal=™)

cujas propriedades podem ser mostradas a partir das propriedades da funcao
de Mittag-LefHler de dois parametros.

4.1 Relagao com a Funcao Erro

Nesta secao temos por objetivo demonstrar que a fungao erro se constitui
num caso particular da funcao de Mittag-Leffler. Para isso, demonstramos
uma importante relacao entre a funcao de Mittag-Leffler e a funcgao erro,
dada pela teorema a seguir.



Teorema: Para todo z € C temos

B, (iz) = ¢ [+ erf(iz)] = e Jerfe(—iz)]. (1)

Demonstracao: Consideremos a seguinte relagao

) xnp+1

—t”
dt = 2
VIR D e ®
que, para n = 2, fornece uma representacao para a funcio erro em termos de
um somatério, isto é,2,

) 2p+1

erf(z \/_/ Z (2p+ 1)p! )

Para demonstrar a equagao (1) utilizamos a representacao acima e a
definicao da funcao de Mittag-Leffler para iz, ou seja,

By (i) = > o
* k=0 F(g +1)
_ 94 1z 9 i2® 24 i2° 28

Ti+1/2) ~ Te+12 2 tBr12 3~

Agrupando convenientemente os termos da expressao anterior podemos

escrever®:

4 ZG 28 ZlO

E%,l(m/) = 1-2 “'5_?“‘5—?4—
T S A
Z —_— —_— D
T(1+1/2) T@2+1/2) TB+12) T@+1/2)

(4)

Utilizando a relagao de recorréncia envolvendo a fun¢ao gama|[10],

2Note, pela equacdo 3, que a funcio erro é impar o que torna a segunda igualdade da
equagcao (1) trivial.

3Note que esta separacdo ndo é, de maneira geral, a separacdo em parte real e parte
imaginaria.



O(n+s) =

/~
3

Il
/‘\/‘\
3 3
l\DI»—l\DI»—[\Dli—
N~ N~ ~—

e lembrando da relagao

oo (_ 2\k
Z ( Z') — e—z2
= K
podemos escrever, para a equacao (4), que
3 5
2 z z z
—e P L FE1 (i - _ — ...
T B ) "Tari2) Ter12) TB+1/2) ]
z 23 n 2°
= 7 — e e e
1 31 531
5 I'(1/2) 33 I'(1/2) 335 I'(1/2)
B 21 2z3+22 5 23 7 n
(1/2) 3 5.3 7.5.3 ’

ou ainda, utilizando o conceito de duplo fatorial[10] e a relacdo /7 =I'(1/2),
na seguinte forma

a2 & (—Dykok
Bpali2) = 4 53y 2 o (6)

Para concluir que E%J(iz) —e [1+erf(iz)] basta verificar que e erf(iz)
é igual ao segundo termo do lado direito da equagao (6). Para tanto, consi-
deremos a representagao para a fungao erro dada pela equagao (3), ou seja,

gerf(iz) = i (Z1)Ptz)™

p=0 (2p + 1)p'
> )2p+1
p;o 2p + 1)p!
Sendo assim, temos
3 5 7 9
ﬁea_'22<31"f(z',z):e_z2 P . L S

21 3 5.2 7.3l 9. 4!

10



22

Utilizando a representacao em série para e”*" obtemos

e \/_erf(zz) = zi 7(_1) (")

g

3 00 (_1)k(s2)k
L P SV

3 & K

5

Expandindo os somatoérios do lado direito da equacao acima podemos
escrever, ja rearranjando

3 5 7
o \/_ z z z
erf(zz) = Z_ﬂ+§_§+
2 2P 27 2?
LI T R P TR TR
45 7 49 11
T 52 T522 53
57 49 1 13
L TR TR T TR T
223 22 23 7
— s
3 5-3 7-5-3
de onde segue-se que
00 ) 2k 2k+1
f( .
e " erf(iz) Z okl (7)

kO

4.2 Relagoes de Recorréncia

Nesta secao apresentamos relagoes de recorréncia, mostramos um resultado
envolvendo uma relagao contigua e concluimos com uma representacao inte-
gral para a funcao de Mittag-Leffler com dois parametros em termos de uma
outra funcao de Mittag-Leffler porém com os dois parametros sendo iguais.

11



Utilizando a definicao da funcao de Mittag-Leffler em termos de uma
série, podemos escrever a relacao de recorréncia envolvendo a derivada

d d
Ar Oé,ﬁ(x) = x%Ea,a—kﬁ(x) + Ea,a+ﬁ(x)

bem como a relacao envolvendo a mudanca de argumento da funcao de
Mittag-Leffler
Ep(@"®) = B ().

Por outro lado, uma relacao contigua envolvendo o parametro [ é dada
por

d
007 Fap(#) = Fapa(2) + (1= §) Eaa(e),

que serd mostrada a seguir.
A fim de mostrar a expressao anterior, consideramos

d d (o] n

%Eo"ﬁ(x) - d_z%)l“ (an + )
— i[ L + i + a +]
T da F(ﬁ a+ﬁ) F'2a+08)  TBa+p)
- a+ﬁ) F2a+p6) TBa+p) I(na+pB)

Por outro lado podemos escrever

xn

Eapa(@) = gﬁum+ﬁ—n

00
0

1 x x? x3

+

::[Nﬁ—D+Fw+ﬁ—D F@a+ﬁ—D+FBa+ﬁ—D

-1 zla+p-1)  2’Qa+8-1)  2*Ba+p-1)
= lrw)+ Ta+d) | TQa+d) | TBatd

na qual a segunda igualdade se deve a relacao de recorréncia da funcao gama®.

1 -1
*A relagdo I'(z + 1) = 2I'(z) implica em T(z—1) ?(x) '

12

+“W

-



A partir da equagado acima podemos escrever

-1 zla—-1) 2*Qa—-1) 2*@Ba-—1)

Bop(0) = BEas(®) = £G4 Favp) T T2at p) T T@ath) T

3

[ x x? x
I

+r(a+@)+r<2a+@)+r(3a+@)+”']+

n [ 1 n 2x n 312 +..1
NTa+p) "TCa+rp) TBatph

d
- -E —F
ap(2) + az - Eq (),

que ¢é o resultado desejado.

Enfim, concluindo esta secao, apresentamos uma relacao integral envol-
vendo uma funcao de Mittag-Leffler com os dois parametros iguais, isto é, a
seguinte integral

Bop(z) = ﬁ n % /0 LAt (1 — 1) B, (),

que, num particular caso, isto é, para o = 1 = [ fornece a seguinte expressao

1
El,l(l’) =1+ x/ ELl(ZL’t) dt
0

uma identidade, como podemos verificar.

4.3 Formula de duplicagao

Vamos apresentar nesta secao, em analogia a férmula de duplicagao de arcos
na trigonometria, uma expressao envolvendo a funcao de Mittag-Leffler com
uma outra funcao de Mittag-Leffler porém com os parametros sendo um o
dobro do outro, ou ainda, a chamada férmula de duplicacao para a classica
funcao de Mittag-Leffler.

Teorema: Sendo z € € e @ um parametro real, temos:

Fa(2) = 3[Ba("?) + Ba( =) ®)

Demonstragao: Vamos efetuar a respectiva soma que aparece no segundo
membro, a saber,

13



B4 Ba(—s) = 32y LU
“ “ kzOFak:+1) — T(ak+1)
> 23/2
B [H T(a+1) +F(2a+1) "TBar 1 +1 *
P 23/2
* [1 a+1 F(2a+1)_1”(3oz+1)+“.]

Y P .
B F2a+1) T(da+1) T(6a+1)

[e%¢) Zk

2 -
];:% I'2ak+1)
= 2E2a(2),

que é justamente o resultado enunciado na equacao 8.

4.4 Relagao com a Funcao Gama Incompleta

Na segao 2 introduzimos a fungdo gama incompleta, v*(«, z), isto é, uma
funcao inteira na variavel x contendo um parametro. Obtivemos uma ex-
pressao desta funcao em termos da funcao hipergeométrica confluente.

Aqui, nesta secao, apresentamos a fungao de Mittag-Leffler, com o primeiro
parametro igual a unidade, em termos da funcao gama incompleta bem como
em termos da funcao hipergeométrica confluente.

Utilizando a definicao da funcao gama incompleta e tomando o = 1 na
expressao para a funcao de Mittag-Lefler obtemos

By pi(z) = "y (p, )

enquanto que, em termos da funcao hipergeométrica, temos

xT

By (z) ﬁ 1B — 1 —x)
1
— mlﬂ(l,maj).

A partir das relagoes envolvendo as funcoes hipergeométricas confluentes é
possivel obter varias relagoes envolvendo a funcao de Mittag-Leffler com um
dos parametros conhecido.

14



Como casos particulares mencionamos as fungoes exponencial, seno e co-
seno hiperbodlicos e a funcao erro complementar em termos das respectivas
fungoes de Mittag-Leffler com dois parametros, a saber:

xr) = €’
r) = cosh(\/x), Eys(z) = % sinh(y/7),
1) = eerfe(—/x).

A dltima igualdade é conseqiiéncia imediata do teorema demonstrado na
Secao 4.1, enquanto que as demais decorrem diretamente da definicao da
funcao de Mittag-Leffler.

5 Transformada de Laplace e Mittag-LefHler

Antes de apresentarmos o calculo da transformada de Laplace da funcao de
Mittag-Leffler de modo a obter relagoes envolvendo o produto de convolugao,
vamos apresentar um breve resumo da metodologia das transformadas, em
particular, a transformada de Laplace.

5.1 Transformada de Laplace

Consideremos uma fungao f(x) de ordem exponencial.[13] Definimos a trans-
formada de Laplace, através da expressao

Fip)= [~ f@)eda

com Re(p) > 0, desde que a integral imprépria exista. A transformada de
Laplace inversa é dada pela seguinte integral no plano complexo

fla) = = /fmF(p)emdp

278 Jy—ico

onde o contorno ¢ o chamado contorno de Bromwich.[15]
De particular importancia é o chamado produto de convolucao[13] cuja

15



transformada de Laplace inversa é dada por®

1 L”+imp(p>a(p)epxdp = /Ozf(ﬁ)g(:v—ﬂdf

271 Jy—ico
= [ fe - 0g(e)de

5.2 Mittag-Leffler e a Transformada

A fim de obter a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler, vamos
obter a transformada de Laplace da funcao t*e®, onde a é um parametro real,
a partir da expansao em série da funcao exponencial.

Temos
> 1
Z(ix)k =
k=0 l¥z
que, através do processo de continuagao analitica[15], fornece
00 1
/ e et =
0 1Fzx
para |z| < 1.

Derivando k vezes a expressao precedente, em relagdo ao parametro x [10]

obtemos
/OO e thetlqt = kil
0 (1F z)F1

Introduzindo o parametro a tal que =z = 1 — p & a, na expressao anterior,
podemos escrever

k!
(p F a)Ft1’
com Re(p) > |a|, a qual pode ser interpretada como sendo a transformada
de Laplace da funcao tFe®.

Considerando a expressao anterior e a definicao da funcao de Mittag-
Leffler, conforme introduzida na Secao 4, com dois parametros com argu-
mento conveniente, obtemos

/OO e—pttke:l:atdt —
0

o0 |ya—pB
—pt yak+p—1 (k) «a _ kp
/0 e Pt E, 5(Fat®)dt = > F

5A importancia do produto de convolucdo reside no fato de que a transformada de
Laplace do produto de convolucao f * g é igual ao produto das respectivas transformadas,
isto é, F'(p)G(p), onde F(p) é a transformada de Laplace de f(x) e G(p) é a transformada
de Laplace de g(z), respectivamente.
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com Re(p) > |a|'/® onde utilizamos a notacdo

¥ @) = L B, (@)
,ﬁ( dgk P x)-

Esta expressao pode ser mter%)retada como sendo o par de transformadas de
Laplace da funcao to*+8 1E (F2t%).

Um caso particular utlhzado por exemplo, na resolucao de uma equagao
semidiferencial[12] é aquele em que os parametros sao tais que a = 3 = 1/2
de onde segue-se

o0 E—1 !
/ et 7 BY) (+avi)dt b
0

(\/}3 T a)kt!

l\)lb—‘
l\)l»—‘

com Re(p) > a?.

5.3 Representacao Integral

Algumas das mais importantes propriedades da funcao de Mittag-Leffler sao
obtidas através de sua representacao integral. O objetivo desta secao é de-
monstrar a validade desta representacao, que é dada pelo seguinte teorema;®
Teorema: Sendo E,(z) a fungao de Mittag-Leffler, podemos escrever

E.(2) = ! / S d¢, a >0, z eC. 9)

211 JHa €% — 2

Demonstracao: Consideremos a representacao integral para o inverso da
funcao gamal[10] dada por

1 1

% 270 JHa fﬁ a (10)

e a definicao da funcao de Mittag-LefHer, ou seja

6Ha denota o assim chamado contorno de Hankel. Ver Secdo 5.4.
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0o k

Ea(z) = kz:% T(ak+1)

z 22 2"

Ta+D) Ta+D "Tharn

= 1+

1 et . et
- Q—VHa—dg+z/Ha§a+ldg+---+z /Hagm+1d§+---]

ef X
- 27 /Ha 0< ) 3

n=

é‘a

uma vez que’ < 1 podemos escrever

1 o let

E.(z) = .
(2) 2m 1 JHa £ — 2

dg

que ¢ justamente o resultado que buscavamos.

5.4 Contorno de Hankel

Define-se como contorno de Hankel o caminho no plano complexo que se es-
tende de [00, 0], contorna a origem e retorna ao ponto [oo, —d], permanecendo
sempre arbitrariamente préximo ao eixo real como nos mostra® a Figura 1.

Im(z)

e

~Re(z)

Figura 1: Representacao do contorno de Hankel.

"Pela definicio do contorno de Hankel.
8Também define-se como contorno de Hankel o caminho no plano complexo que se
estende de [—o0, ], contorna a origem e retorna ao ponto [—oo, —d].
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Também é conhecido como contorno de Hankel, o contorno orientado no
sentido positivo, composto por uma circunferéncia, centrada na origem e raio
¢ e de duas semi-retas € < x < 0o e 00 > = > ¢, como mostra a Figura 2.

Im(z)

A -
] Re(z)

Figura 2: Outra representacao do contorno de Hankel.

Esta segunda representacao costuma facilitar eventuais cédlculos, e pode
ser interpretada como uma deformagao do caminho proposto na Figura 1.

5.5 Mittag-Leffler e a Convolucao

Vamos aqui obter uma expressao envolvendo a transformada de Laplace
da funcao de Mittag-Leffler a fim de determinarmos uma expressao, dada
por uma integral, relacionando as funcoes de Mittag-Leffler com um e dois
parametros.

Tomando-se a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler e
utilizando-se o teorema envolvendo o produto de convolucao podemos escre-
ver

D(8) 2 Bopir(a?) = [ Bua (€)= €7 de

e, visto que E, 1(z) = E,(z) segue-se a relacao

D(8) 2" Bupin (@) = [ Bal6)( =),

Um caso particular de interesse é aquele onde os parametros « e 3 sao tais
que (0 + 1 = 2a, de onde segue-se

D0 = 1)a* " Baga(a®) = [ Bal¢™) @ - )7 2de.
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Um outro caso particular é aquele em que o parametro 3 = 1, isto é,
/0 Eo(€7)d€ = 2By a(z%).

5.6 Representacao Integral e a Convolugao

Aqui vamos calcular uma integral do tipo convolucao, isto é, a partir de
uma representacao integral para a fungao de Mittag-LefHler e a definigao do
produto de convolucao, obtemos uma integral envolvendo o produto de duas
funcoes de Mittag-Leffler.

Consideremos a representacao integral|[12]

1 /t Su—lea(t—f) df
0

E(v,a) = 0

com Re(v) > 0. Calculemos a transformada de Laplace da fungao de Mittag-
Leffler, dada pela representacao integral, a partir da transformada de Laplace
do produto de convolucao, de onde segue-se

L[Ei(v,a)] = L[t Le™

1
I'(v)

com Re(v) > 0.
A condigao Re(r) > 0 pode ser estendida para Re(v) > —1 através do
seguinte argumento: vamos escrever F'(s) na forma

1 1 <1+ a )
s'(s—a) svtl s—a/’

Entao, a transformada de Laplace inversa do lado direito desta equacgao
fornece

I'v+1)

com Re(v + 1) > 0, que ¢é o resultado desejado.
Utilizando a relagao de recorréncia[12]

+aE(v+1,a)

Ey(v,a) — Ey(v,b) = a Ey(v + 1,a) — b Ey(v 4+ 1,0)
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mostramos que o resultado associado a transformada de Laplace inversa,
anteriormente obtido, é exatamente igual a Ey(v,a), de onde segue-se que

o
s¥(s —a)

L[Ey(v,a)] =

vélida para Re(v) > —1.
No caso geral podemos escrever, paran =1,2,...

1 1/T(v) & n—1
£t = T+ k)t E(v+k,a
o) e (e e sk
com Re(v) > —n.
No caso em que n = 1 recuperamos o resultado anteriormente obtido,
enquanto que no caso n = 2 temos

]:tEt(V,a)—VEt(V‘f‘laa)

com Re(v) > —2.

Enfim, a transformada de Laplace associada ao produto de convolucao
das fungdes de Mittag-Leffler com argumentos distintos, isto é, E(v,a) e
Ei(i1,a) e ainda com n = 2, é tal que

1

SV'H‘(S _ (I)2

com Re(r) > —1 e Re(p) > —1 de onde segue-se,
t
| Euelv,0) el a)dé =t Eu(p -+ v,0) = (4 v) Eulps + v+ 1,0)

com Re(r) > —1 e Re(u) > —1.

Quando a # b podemos escrever para a transformada de Laplace associ-
ada a convolugao das fungoes de Mittag-Leffler, Fy (v, a) e Ey(p,b), a seguinte
integral

t Ey(p+v,a) — Ex(p+v,b
[ Eetvan by = B0~ Bl )

com Re(v) > —1, Re(u) > —1 e a #b.
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6 Aplicacoes

Vamos apresentar duas aplicagoes envolvendo as fungoes de Mittag-Leffler,
em particular, uma delas direcionada para estudos futuros envolvendo o
calculo integrodiferencial fraciondrio. Enfim, apresentamos, também como
aplicagao, o procedimento da justaposicao de transformadas integrais, como
metodologia para a abordagem de uma particular equagao diferencial parcial
fracionaria do tipo difusao.

6.1 Relagao Funcional entre funcoes de Mittag-Leftler

Vamos obter uma relacao funcional entre a classica fungao de Mittag-Leffler,
E,(x) e, a também chamada funcao de Mittag-Leffler, F,(«,¢), conforme
introduzida por Humbert-Agarwal[3] visto ser esta fungado mais conveniente
para o estudo da derivada fraciondria[12].

A classica funcao de Mittag-Leflier é dada pela série

00 k

Z I'(1+ ka)

com a > 0, enquanto que, aquela conforme introduzida por Humbert-Agarwal[3]

é tal que
)k

E — O
(a,c) =2 Z 1+k;+a)

onde ¢ é um parametro.
Aqui vamos mostrar a seguinte relagao[12]

q—1
Eo(cx®) =Y " Ey(ka, )
k=0

onde ¢ é um inteiro positivo.
De modo a provar esta relacao, comegamos com a classica funcao de
Mittag-Leffler, com argumento igual a cz®, isto é,

= (ex®)”

Ealea®) = nz:% T(1 + na)
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que, a partir da definicao conforme Humbert-Agarwal, pode ser escrita como

s (cz™)™

E,(cx™) = —
n:O%q,... F(l + na)
> (cx™)™
+ -
n:l,q—i;,Zq-&-l,... F(l + 7’LO./)
s (cx™)™

n=q—1,2g—1,3¢—1,... [(1+ na)

= E,(0,¢") +cE.(a,c?)+ -+ E (g — 1)a,

de onde segue-se a expressao desejada.

6.2 Equacao Cinética

Como uma outra aplicacao da fungao de Mittag-Leffler vamos discutir a
solugao de uma equacao diferencial em termos do chamado operador integral
de Riemann.
A equagao diferencial cinética na forma standard é dada por[17]
d

onde ¢; > 0 com solucao dada por?
Nz(t) — NO = —CZ()Dt_lNZ(t>

onde (D; ! é o operador integral de Riemann|[20)].
Omitindo-se o nimero 7, a solucao em sua forma generalizada pode ser
escrita como

com o parametro v > 0 ou ainda na seguinte forma

N(t) = Ny i(—m%

k=0

9Nesta expressao temos N; = N;(t) é o ntimero densidade de espécies 4, uma funcao do
tempo e N;(t = 0) = Ny é o ntimero densidade de espécies ¢ no tempo t = 0.
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que, reescrita em termos da funcao de Mittag-Leffler, é dada por
N(t) = NoE,(—=c"t").

Ressaltamos que no trabalho[18] os autores estudam solugoes de trés formas
generalizadas da forma dada pela equacao (12) enquanto que equagoes difer-
enciais fracionarias do tipo equacao de difusao podem ser encontradas na
referéncia[14].

Enfim, mencionamos que uma equacao similar aquela acima mencionada
pode ser encontrada no caso da difusao governada pela equacao'® de Fokker-
Planck fraciondria, isto é, o deslocamento médio obedece a equagao[21]

d
7 < z(t) >= —7%D; % < x(t) >

que em termos da funcao de Mittag-Leffler tem sua solucao dada por

< x(t) >=< z(0) > E,[—(t/7)7].

6.3 Justaposicao de Transformadas

No estudo de problemas advindos da fisica do estado sélico envolvendo di-
fusao, Nigmatullin[6] deduziu a seguinte equagao diferencial fracionaria

92
« 2
oDfu(x, t) = N=——u(x,t
t ( ) ) axg ( ’ )
comt>0,—oco<zxr<ooel<a<1sendo A uma constante.

Nos aqui vamos discutir a solucao desta equacao diferencial fracionaria
impondo trés condicoes, duas delas de contorno e outra inicial, a saber

lim wu(z,t) =0 e DY Yz, t)]i—o = ®(2).
ac—>:|:oo(’) 0 (7)‘t—0 ()

Vamos abortar este problema através da justaposicao das transformadas
integrais, isto é, devido as condigoes de contorno introduzimos a transfor-
mada de Fourier na dimensao espacial enquanto que na dimensao temporal
introduzimos a transformada de Laplace, ou seja, justapomos as duas trans-
formadas integrais.

0FEquacoes construidas a partir de derivadas fraciondrias descrevem a difusdo anomala-
mente lenta, observada em sistemas com uma distribuicao larga do tempo de relaxacgao.
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Tomando a transformada de Fourier em ambos os membros da equacao
bem como da condicao inicial e utilizando as condi¢oes de contorno obtemos
o seguinte problema

oDYF(w,t) + N2W?F(w,t) = 0
ODtO‘_lF(w,t)|t:0 = \I/(W)

onde w é o parametro da transformada de Fourier e ¥(w) é a transformada
de Fourier da fungao ®(z).

Agora, para o problema remanescente, isto é, na variavel temporal, uti-
lizamos a metodologia da transformada de Laplace.

Aplicando a transformada de Laplace na equagao diferencial e utilizando
a condicao inicial obtemos

V(w)
Flw,s) = s* + 222

Utilizando-se os resultados da Secao 5.6, isto é, invertendo a transformada
de Laplace, podemos escrever

F(w,t) = U(w) t* B, o(—N\2w?t?)

onde E,,(z) é uma fungdo de Mittag-Leffler com dois parametros, neste
caso, iguais.

A partir da integral envolvendo o produto de convolugao podemos escrever
a solucao do problema de partida na forma

uw,t) = [ Galw— € 0W()d

—00

onde G,(x,t), chamada fun¢ao de Green, é tal que
1 o a—1 2 2«
Gaolz,t) = —/ t7 By o(— A wt?) coswz dw.
7 Jo

A fim de calcular a integral anterior, vamos proceder novamente com a
metodologia da transformada de Laplace, ou seja, aplicar a transformada
de Laplace em ambos os membros de onde segue-se

1 oo coswz
6] 9 - - d .
9o, 5) mJo AN2w? 4 so s
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A integral resultante pode ser calculada através do teorema dos residuos[15]
de onde segue-se a expressao

S—a/2

9al25) = 557

e—|r|>\_1sa/2

cuja transformada de Laplace inversa fornece

1

Gale,t) = 4TI\

/ e*ts™ 2 exp (—\x|>\_lsa/2) ds
r

onde I' é um contorno do tipo Bromwich modificado.

Esta integral de contorno pode ser calculada do seguinte modo: converte-
mos o contorno de Bromwich num contorno tipo Hankel e introduzimos as
mudancas do tipo o = st e z = \x|)\_1t_a/ 2 de onde segue-se a representacao

integral
tl_a/2 1 a2 do
Golz,t) = —/ e? 77
2\ 2mi JHa /2
a qual pode ser dada em termos de uma fungao de Wright[14] cuja inter-
pretacao é conhecida pelo nome de funcao de Green fracionaria.

E conveniente notarmos que estes calculos correspondem exatamente a
calcular a transformada de Fourier em co-senos de uma funcao de Mittag-
Leffler com dois parametros iguais.

Enfim, podemos verificar que no caso extremo, a = 1, isto é, a classica
equacao de difusao unidimensional, a funcao de Green fracionaria se reduz
a classica expressao para a funcao de Green associada a equacao de difusao,
ou seja,

1 x?
Gl(]}',t) = mexp —m .

7 Conclusoes

Uma grande tendéncia na matemética moderna é a busca por generalizagoes.
Neste trabalho mostramos que, além da motivagao advinda do estudo do
calculo fracionario, em particular, equagoes diferenciais parciais de ordem
nao inteira, a funcao de Mittag-Leffler tem aplicacoes no estudo intrinseco
das fungoes especiais uma vez que generaliza as fungoes exponencial e erro
além de estar relacionada com as fungoes gama incompleta e hipergeométrica
confluente.
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As fungoes de Mittag-Leffler emergem naturalmente, como ja mencionado
anteriormente, no estudo das equacoes diferenciais fracionarias, em particu-
lar no estudo da equagao cinética fraciondria e as fungdes termonucleares[17].
Uma generalizagao dos resultados apresentados na referéncia[17] foram obti-
dos por[18] também estudando equagoes cinéticas fraciondrias, em particular,
as fungoes de Mittag-Leffler emergem naturalmente como a respectiva solugao
dada numa forma compacta.

Continuagoes naturais deste trabalho podem ser feitas tanto no estudo
de equagbes diferenciais fraciondrias, como os apresentados na referénciall7]
e suas generalizagoes obtidas na referéncia[l8], quanto no refinamento e na
busca de novas relacoes envolvendo a funcao de Mittag-Leffler com as classicas
fungdes especiais, em particular, as chamadas func¢oes de Meijer[19]. En-
fim, tais funcoes sao de grande utilidade no caclulo integrodiferencial fra-
ciondrio[20].
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