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Resumo

Neste trabalho, estudamos a eletrodinadmica com formas diferenciais.
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Abstract
In this work, we study the electrodinamics with differencial forms.

Keywords: Maxwell’s equations, differential forms.

1 Introducao

Ao longo da 2* metade do século XIX, diversos cientistas contribuiram para o
desenvolvimento da teoria eletromagnética, culminando com a publicagao, pelo
fisico e matematico escocés James Clerck Maxwell, do A Treatise on Electricity
and Magnetism, fazendo uma verdadeira unificagao de varios fen6menos outrora
considerados dissociados ([1]).

Com o desenvolvimento matematico do inicio do séxulo X X, novos formal-
ismos se mostraram adequados ao estudo da eletrodinamica de Mawell, como
por exemplo, as formas diferenciais, a andlise vetorial e o cdlculo tensorial.

A anélise vetorial oferece uma maneira mais conveniente para tratar as
equagoes da eletrodinamica, e o calculo tensorial as torna ainda mais concisas
e gerais, com o custo de serem mais abstratas a maioria dos estudantes que se
iniciam em seu estudo.

A grande vantagem das formas aplicadas ao eletromagtismo é que elas o
generalizam como os tensores, mas com a simplicidade dos vetores.

Mas afinal, o que sao formas diferenciais?
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Quando calculamos uma integral de linha, por exemplo,

/ f(@)dz + g(y)dy + g(z)dz
r
associamos ao argumento da integral uma 1-forma «, dada pela expressao:

a = f(x)dzx + g(y)dy + g(z)dz.

Desta maneira, ao integrarmos a forma « num caminho I, tal integral é definida
por

/a:/f(x)d:v+g(y)dy+g(2)d2~
r T

Mais geralmente, uma 2-forma, 3-forma, etc, sao grandezas que associamos aos
integrandos de integrais de superficie, volume, etc. Por exemplo, se F(7) =
(F1(7), Fo(7), F3(7)) é um campo vetorial, sua integral de superficie é

/ F.dS = / Fidydz + Fodzdx + Fsydady.
S S

Ao seu integrando, associamos a 2-forma
n = Fidy Ndz + Fadz N\ dx + Fsdx A dy,

de modo que
/ n= / Fidydz + Fodzdx + Fzdxdy
S S

da mesma maneira, se
[ mimav
\%

é uma integral de volume, a ela associamos a 3-forma

p = podr ANdy N dz

/VPZ/VPO(F)CIV

De modo andlogo definimos formas diferenciais de grau maior. Por defini¢ao,
uma O-forma é uma funcao diferenciavel.

Nas expressoes para 2-formas e 3-formas, e mais geralmente, uma k-forma,
aparece o simbolo A. Ele denota o produto exterior entre formas diferenciais
(ver apéndice).

Numa definicao mais rigorosa, uma forma diferenciavel é um tensor antis-
simétrico covariante, mas aqui nao nos ateremos a este fato. Interessa-nos mais
as propriedades geométricas delas, em detrimento das algébricas.

A proposta deste trabalho é empregar a teoria de formas diferenciais na
eletrodinamica, de maneira introdutoria, e obter a versao em formas das equagoes
de Maxwell para meios isotrépicos, o tensor de Faraday e expressar os invari-
antes de calibre da eletrodinamica através das mesmas.

Diversos trabalhos tem sido feitos com essa proposta, como se pode ver em
[2, 3,4, 5, 6, 7). Em [8], encontramos o emprego das formas em termodinamica.

de modo que



2 Equacoes de Maxwell e formas

As equagoes de Maxwell sdo ([9]), na forma integral:

]{ ﬁ-diq:zm/pdv, (1)
oV 14
?{ B-dS =0, (2)
oV
L. 4 - 1 L
7{ god=-[7as+tl [543 (3)
a8 C S Cdt S
S 1d Lo
E-dl=—=-= [ B-dS. 4
a8 Cdt_/s S ()

onde ¢ é a velocidade da luz no meio.
Além disso, temos a equacao da continuidade:

]{ fdi@:—i/pdv (5)
v dt Jy

Utilizando o Teorema de Stokes (ver apéndice) e associando aos integrandos
das integrais de linha, superficie e volume; 1-formas, 2-formas e 3-formas, as
Eqgs. (1) — (5) se tornam, respectivamente:

dD = 4mp, (6)

dB =0, (7)

af =" ¢ %%—f, (8)
B = —%%—f, )
dJ = % (10)

que séo as equagoes de Maxwell em formas diferenciais ([2, 3, 4, 5, 6, 7]).
Como d? = 0 (ver apéndice), segue que se ¢ e a sdo, respectivamente, 0-
formas e 1-formas, entao

d(E+d¢) =dE,
d(B + do) = dB

onde E e B sao, respectivamente, 1 e 2-formas. Por outro lado, aplicar o
operador d a uma O-forma ¢ ou a uma 1-forma « equivale a tomar o gradiente
de ¢ ou o rotacional de a. As equagoes

d*¢ =0,
d>a =0
dizem-nos que o campo d¢ é irrotacional e o campo da é solenoidal.

As relagOes constitutivas entre os campos elétrico e deslocamento elétrico;
campo indugdo magnética e magnético sdo, respectivamente ([2, 3, 4, 5, 6, 7])

D = %E, (11)
B =xuH (12)

onde x denota o operador estrela de Hodge, também chamado dual de Hodge.



3 O tensor de Faraday
Considere a 2-forma F' definida por
1
F=ENMNdt+ -B (13)
c
onde
E = E(F, t) = El(f', t)dl‘ + EQ(F, t)dy + E3(77, t)dz,

B = B(#,t) = B1(F, t)dy A dz+
By(7,t)dz A dx + B (7, t)dx A dy.

denotam, respectivamente, a 1-forma campo elétrico e a 2-forma campo indugao
magnética. Aplicando o operador d na Eq. (13), obtemos:

1
dF =dENdt+ —dB =
c

1 .
dEAdt+ —(V - B)dz Ady A dz+ (14)
10B 10B
—— ANdt=|dE+ —— dt =
c Ot " < * c Ot > " 0
de onde conclui-se que
dF = 0. (15)

A Eq. (14) é equivalente as Egs. (7)-(9), que sdo as equagdes de Maxwell
homogéneas. Considere agora a 2-forma G, dual de F', num meio isotrépico tal
que p=e=1

G =xF = —E1dydz + Exdxdz — Esdxdy+ (16)
(Hydzdt + Hadxdt + Hzdydt)
onde omitimos, por comodidade, o simbolo do produto exterior, a dependéncia
espago-temporal e supomos que o meio € isotrépico com permissividade elétrica
do meio ¢ e permeabilidade magnética do meio u.

Aplicando o operador d na Eq. (16), obtemos:

dG = —(V - E)dzdydz+

0FEs O0Hs OHj3
T Na—y + MW) dxdydt
0Fs OH, M8H1> dudadt (17)

a 1oz * Ox
0E, 0H, 0H3
<6t + MTy - Maz> dydzdt

Definindo a quadricorrente
J = pdxdydz + J A dt

segue que .
dG = *J (18)



onde a quadricorrente J ¢ definida de modo a se ter

wJ = —(V - E)dzdydz+

05, Oy + M8H3> dzxdydt

a oy o

OFy OHo OH,
o Fa T “W) dudzdt

0F, 0H, OHj3
((‘)t + NTy - M(%) dydzdt

A Eq. (18) é equivalente as equagtes de Maxwell ndo-homogéneas, isto é, as
Egs. (6-8).

4 Os invariantes de calibre

Em [2], mostra-se que em certas condigdes, se dy = 0, entdo v = d§.

Utilizando essa mesma idéia, mostra-se que a partir da Eq. (7), existe uma
1-forma A tal que

B = dA. (19)
Substituindo a Eq. (16) na Eq. (9), obtemos:

10 104
dE+catdA—0:>d<E c8t>_0'

E dai, conclui-se que:

10A

E=—-dp———. 20
¢— % (20)
Fisicamente os campos A e
A=A+ de (21)
determinam o mesmo campo B. Substituindo A’ na Eq. (17), obtemos:
10
E=—-dp——-——(A+d 22
6o (A+df) (22
ot 104
EF=—-dd—-—— 23
c Ot (23)
onde 1 0¢
d=0¢p—-——. 24
=5 (24)

As transformagoes (21) e (24) sao transformagoes de calibre.
Como feito no formalismo do cédlculo vetorial usual, ha uma liberdade de
escolha para o calibre. Aqui, faremos a mesma coisa e nossa condi¢do sera:

106

A Eq. (25) é a condigdo de Lorentz e da o calibre de Lorentz dos potenciais ¢
e A.



Aplicando o operador xdx na Eq. (18) e acrescendo ao resultado a parcela
i %‘f, temos:
190¢ 1 0%
d* A dxd¢ =
ax +cc’9t 2 o2 o dé =

106 1 0%

ou seja, para a condigdo de Lorentz ser valida para os potenciais A, A, o, P, a
fungao & deve satisfazer a equagao
1 9%
dxdé — ——= =0. 26
*dxdf — == (26)
Por outro lado, *d x d nada mais é que o operador de Laplace (ver Apéndice),
logo, a Eq. (23) reduz-se a
1 9%
V- —=——==0 27
f-5on =0, (27)
ou seja, £ deve satisfazer a equagao de onda.
Substituindo a Eq. (20) na Eq. (6):

1
—dx dgb—fagd*A_p (28)
Aplicando o dual de Hodge a ambos os lados da Eq. (28), temos:
1 0%
—*d*d(b- C—QW = —*p
ou | 9%

24 _ = 29

V¢ 2z P (29)

onde p = podrdydz.
Analogamente, substituindo as Eqgs. (20) e (16) na Eq. (8), obtemos:

2A 4
*d * B+—2%?+'uad¢— Tr'uJ

Dai concluimos:

1 024 w0 T
<*d*dA+26t2) E&d = CJ'

Como V2 = «d * d + d * dx, temos:
196
d *dx A—
(-raa5)

=0
2, 1 96° _ 4m
+(V +C—2W)A+f7“l
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6 Apéndice: o calculo das formas diferenciais

Aqui apresentaremos as bases para o calculo com formas diferenciais. Faremos
a abordagem de maneira geral e ampla, porém nao muito profunda. Ateremos
apenas aos conceitos mais gerais e fundamentais da teoria. Por exemplo, um fato
geral que usaremos aqui é que em R", é possivel ter p-formas, com 0 < p <n
e que dimensao das p-formas em R" é ). De onde conclui-se que A e ¢
p

satisfazem a equacao de onda nao-homogenéa. Se as fontes se anulam, nossos
potenciais satisfazem a equagao de onda homogénea.

6.1 O produto exterior A

O «a e 3 sao, respectivamente p e g-formas, o produto exterior entre elas associa
uma (p+q)-forma ~, denotada por v = a A S.
As propriedades basicas do produto exterior sdo:

1. an(af+by) =aaAB+baA~,
2. aAN(nAhw)=(aAn) Aw.
3. anf=(—1)P18 A~

onde « é uma p-forma, [ e v sao g-formas, 1 e w sao r e s-formas, respectivamente
e a e b sao escalares.

O espago das 1-formas diferenciais é o espago gerado pelo conjunto {dz1, - - - ,dz,},
onde o elemento dx; é dual do vetor e; da base canonica do R"™, onde supomos
n > 1. A partir da base das 1-formas podemos construir as bases de todas as
outras p-formas, bastando para isto tomar o produto exterior entre os elementos
da base das 1-formas. Note que se (p+ ¢) > n, entdo a A 8 = 0.

6.2 O operador derivagao exterior d

O operador d é um operador que agindo em 0-formas (fungoes) fornece-nos uma
1-forma. Assim, se f ¢ uma fungao, df = > ., %dl'i é sua diferencial, e ao
mesmo tempo é identificada como uma 1-forma. Essa 1-forma é a forma dual
do gradiente da fungao f. Da mesma maneira que o operador d aplicou uma
O-forma em uma 1-forma, é possivel, através dele, aplicar p-formas em (p+1)-
formas. Temos as seguintes propriedades, onde « e § sao p-formas e v é uma
g-forma:

1. dla+ B) = da + dg,

2. d(a A7) = (da) Ay + (—1)Pa A (d),

3. d*w = d(dw) = 0, para toda forma w.

4. Para toda funcao diferencidvel, df = >, g—id:ﬂi.

Assim, podemos simplesmente identificar o operador d como

d=>Y" idagm (31)

"
i=1 Oz

onde ele age no coeficiente da forma em questao.



6.3 O dual de Hodge *

O operador estrela de Hodge é uma transformacao linear, na verdade, um iso-
morfismo, entre os espagos das p e (n — p)-formas.

Para nossos propoésitos, uma definigao explicita do operador estrela em ter-
mos de uma métrica é dada na equagao abaixo. Para uma p-forma, temos:

*(d.’lﬁil VANREIWAN d.’L‘zp) =

Vel (32)

Wit ... glodpe. . . }
g 9P € a1 Ay~ AT,

onde € € o tensor de Levi-Civita, g é o determinante do tensor de métrica, n é
a dimensao do espago e g sao os elementos da matriz inversa da métrica.

6.4 O Teorema de Stokes

Para finalizar este apanhado geral acerca da teoria de formas, apresentamos
o Teorema de Stokes, que diz que numa variedade orientada Y, ou seja, um
subconjunto do R™ onde ha uma n-forma diferencidvel que nunca se anula,
integrar uma k-forma diferencidvel na fronteira 0¥ equivale a integrar dw em
toda a variedade. Em termos matematicos, temos:

o L

Em dimensao 1, este teorema diz que a integral de uma funcgao ao longo de um
intervalo equivale a diferenca entre os valores da funcao entre o ponto final e
o ponto inicial. Em dimensao 2 e 3, ele diz que a integral de superficie de um
campo vetorial equivale & integral de linha (orientada), fechada, do rotacional
do campo vetorial. Estes teoremas sao mais conhecidos como Teorema Funda-
mental do Célculo (unidimensional), Teorema de Green e Teorema de Stokes (2
e 3 dimensdes, respectivamente). Todos eles sdo casos particulares do Teorema
de Stokes acima enunciado.
Para maiores detelhas acerca da teoria de formas, consultar [3, 6].
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