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Resumo

Este trabalho propoe o uso de projetos como uma ferramenta auxiliar para
o ensino do Calculo Variacional. Apds uma breve introducao a filosofia do trabalho
com projetos, e exercicios preliminares envolvendo problemas de otimizacao para
fungGes de varias varidveis e multiplicadores de Lagrange, sdo encaminhadas duas
propostas de projetos visando resgatar o problema da geodésica e o problema da
braquistécrona com os olhares histérico, fisico, geométrico, analitico e computacio-
nal. Este resgate procura engajar o estudante em um trabalho auténomo, na busca
da compreensao e apropriacgao da matemaética envolvida. Sdo abordados desde con-
ceitos introdutérios do Célculo Variacional até aspectos mais elaborados presentes
nesse ramo da matematica.
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1 Introducao

Os trabalhos de J. Dewey [7] e W. H. Kilpatrick [10] sao pioneiros no uso de projetos
no ensino, e preconizavam, ja na primeira década do século vinte, que o aluno se tornasse
“ator da sua formacao, por intermédio de aprendizagens concretas e significativas para
si” (2, p.193]).

O ensino e a aprendizagem do Célculo vem se beneficiando com varias iniciativas
envolvendo o uso de projetos no ensino. Costa e Grou apresentam as primeiras reflexoes
sobre o uso de projetos no ensino de Célculo de uma e vérias variaveis na Universidade
Estadual de Campinas [/, 5]. Segundo estas autoras ([, p.10], “ ...0os procedimentos
utilizados em experiéncias desta natureza estao baseados em fatores que transcendem ao
Célculo: envolvimento, iniciativa e entusiasmo de alunos e professores.”

O uso de projetos no ensino de Célculo visa dar um carater mais flexivel & ementa
rigida de uma disciplina obrigatéria dos cursos de Ciéncias Exatas e Engenharias. Os
artigos [0] e [10] relacionam aspectos histéricos e fisicos ao tema a ser trabalhado, e aliam
modelagem matemaética a ferramenta computacional para resgatar os conceitos de Célculo.
Indo além, os projetos podem também promover uma maior integracao entre as diferentes
areas do conhecimento na medida em que os alunos compreendem a repercussao destes
conhecimentos na sociedade e na cultura. Como exemplo de tais atividades convida-se o
leitor a conhecer os trabalhos [11] e [21], que exploram temas ambientais, como a questao
do lixo na Universidade, e curvas de nivel e o vazamento de um navio petroleiro.

Os projetos desenvolvidos por alunos ingressantes na Universidade que cursam a
disciplina de Calculo de uma variavel podem ser um importante instrumento capaz de
fazer a transicao do ensino médio para o ensino superior e mostrar a relevancia do Calculo
neste processo transitério [23, p.127].

Pretende-se neste texto explorar o recurso didatico do projeto por meio do estabe-
lecimento de uma ponte, agora entre o Calculo e o Calculo Variacional. Neste sentido,
este trabalho se inicia com uma secao de exercicios preliminares envolvendo problemas de
maximos e minimos de varias variaveis utililizando o Teorema de Lagrange.

A seguir sao apresentadas duas sugestoes de projetos envolvendo tépicos classicos
do célculo variacional explorados sob os olhares analitico, geométrico, histérico, compu-
tacional e fisico. Estes projetos destinam-se potencialmente para estudantes de final de
graduacao e de pds-graduagao. A primeira proposta trabalha com geodésicas e a segunda
com o problema da Braquistécrona. Elas envolvem uma abordagem tedrica dos assuntos
e também possibilitam que os alunos visualizem, por meio de programas computacionais
com recursos graficos, algébricos e simbdlicos, alguns resultados vistos na teoria.

Vale ressaltar que os recursos computacionais colaboram para a compreensao do
carater local das solucoes dos problemas variacionais sob consideracao. Resultados de
existéncia (e unicidade) de solu¢do nem sempre favorecem a construgao e visualizagdo
efetiva deste objeto matemédtico. Tanto no caso das geodésicas quanto no problema da
braquistécrona, os recursos graficos, numéricos e algébricos, aliados ao conhecimento dos
conceitos envolvidos e dos pré-requisitos, proporcionam um conjunto de ferramentas para
se levantar conjecturas e buscar elementos para comprova-las ou verificar que nao sao



validas. A medida que o computador simplifica os procedimentos algébricos e favorece
a visualizacao gréfica, pode fornecer subsidios para ousarmos mais e irmos mais longe,
indagando, explorando e buscando para além do que ja foi construido e apreendido.

1.1 Exercicios preliminares

Pré-requisitos: Maximos e minimos em varias variaveis [¢] e Teorema de Lagrange,
que sera enunciado a seguir.

Teorema dos Multiplicadores de Lagrange (caso geral com m restrigoes de
igualdade em IR")
Sejam f, g1,...,gm funcoes de classe C* de n varidveis e seja £* um extremo (mdximo
ou minimo) local de f no conjunto vidvel

D={xecR"|g(x)=Fi,...,gn(x) =kn}

Suponha que Vg (x*),..., Vgn(x*) sdo vetores linearmente independentes (condigao de
regularidade em x*). Entao existem ntmeros reais Aj,..., A (multiplicadores de La-
grange) tais que (x*, A") é um ponto critico da fungao Lagrangeana

L(:I}, )‘> = f(IB) -\ (gl(w) - kl) — = A (9m<w) - km)

1. Dentre os pontos do elipséide

onde a > b, prove que aqueles que estao mais préximos da origem se acham sobre o
plano x = 0.

2. Considere a reta de equagiao y = x —5 e a curva z° + (y —2)? = 4. Encontre o ponto
(r,s) na reta e o ponto (¢, u) na curva que realizam a distancia minima entre a reta
e a curva, seguindo as seguintes etapas:

(a) Faca um esbogo da situagado para compreender o problema.

(b) Formule matematicamente o problema: minimizar o quadrado da distincia
entre 0s pontos, sujeito aos pontos pertencerem, respectivamente, as curvas
dadas, definindo a funcao objetivo e os vinculos. Note que as func¢oes envolvidas
possuem quatro varidveis: (r,s,t,u).

(c) Utilize a restrigao “(r, s) pertence a reta” para reduzir a dimensao do problema,
que passa a ter trés variaveis e um unico vinculo.

(d) Resolva o sistema de Lagrange resultante e analise o(s) resultado(s) obtido(s).

3



(e) Faga um novo esbogo para visualizar a solu¢do encontrada e validé-la grafica-
mente.

3. Defina duas elipses disjuntas em IR? e encontre os pontos que realizam a distancia
minima entre ambas. Como roteiro, baseie-se nas etapas do item anterior, mas
observe que neste caso o problema permanece com quatro variaveis e duas restricoes.
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Figura 1: Ilustracao para a situacao problema sugerida no item 3, com as solugoes de-
marcadas

Este problema e o anterior estdo propostos em [9].

4. O problema a seguir foi inspirado na abordagem presente em [25]. Utilizando
o método dos Multiplicadores de Lagrange, podemos demonstrar duas desigual-
dades extremamente importantes em andlise matematica: a desigualdade de
Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii e a desigualdade de Holder. A desigualdade
de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii foi demonstrada em IR"™ por Cauchy em 1821, por
Bunyakovskii para integrais em 1859 e por Schwarz para integrais duplas em 1885.
Ela estabelece o seguinte: para ntimeros arbitréarios aq, as, - - -, @y, by, ba, - - -, b, temos
a seguinte desigualdade:

aby + - 4 anby < (@ + -+ @) P07+ -+ 5DV

Ja a desigualdade de Hélder foi demonstrada por Holder em 1889 e estabelece que
para nimeros nao negativos ay, asg, - -+, @y, by, bo, -+, b, e parap > 1, ¢ = p%l vale a
seguinte desigualdade:

arby + -+ apby < (P + -+ + an”)l/”(blq 4t bnq)l/q.

Com o auxilio dessas desigualdades podemos demonstrar importantes resultados de
analise matematica, principalmente sobre normas.
Agora, trabalhando com problemas de méaximos e minimos em varias variaveis:

(a) Demonstre a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii. Sugestao: com
base na desigualdade, escolha a func¢ao objetivo adequada e trabalhe com a
restrigio x3 + x3 + - + 22 = B?



(b) De maneira analoga, demonstre a desigualdade de Holder. Sugestao: leve em
consideracao o fato de esta desigualdade valer para nimeros nao negativos, e
adapte a idéia usada em 4a.

(¢) Definimos a norma euclidiana de z = (zy, 29, - -, 2,) por

lellz = /23 + -+ 25

Demonstre que esta norma satisfaz a desigualdade triangular
2+ yll2 < [[=]l2 + [yl

Sugestao: utilize a desigualdade de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii.

(d) Mostre que a norma-p,

lzllp = llzlP)',
k=1

p > 1 satisfaz a desigualdade triangular. Sugestao: utilize a desigualdade de
Holder.

5. Nos itens anteriores trabalhou-se com problemas de maximos e minimos de vérias
variaveis. O calculo variacional aparece entao, como uma continuacao desta teoria
para problemas mais gerais. Comprove isto fazendo uma pequena nota histérica
sobre a evolugao dos problemas de maximos e minimos e seus métodos de resolucao.
Uma boa referéncia para isto é o [capitulo 1 de [19]] e [27].

2 Projeto sobre geodésicas

Por dois pontos quaisquer sobre uma superficie, ha infinitos caminhos na superficie
que os ligam. Se existir uma curva de menor comprimento entre estes dois pontos, entao
ela é denominada uma linha geodésica (ou geodésica).

De acordo com [15], o primeiro artigo sobre o menor caminho entre dois pontos numa
superficie geral, De Linea Brevissima in Superficie Quacunque Duo Quaelibet Puncta
Jungente (On the Shortest Line on the Arbitrary Surface Connecting Any Two Points
Whatsoever), foi publicado por Euler em 1732.

O projetos tém por objetivo tracar um panorama das geodésicas com os elementos
teodricos desenvolvidos no texto.

2.1 Geodésicas na esfera

Esta parte do projeto tem por objetivo revisitar conceitos de Geometria Analitica,
Calculo de véarias variaveis, Anélise, Calculo variacional e Geometria Diferencial.



Pré-requisitos: coordenadas esféricas [3], equagao de plano [27], distancia geodésica

[22], teorema da Fungao Implicita [15], comprimento de arco [capitulo 1 de [19]], equagao
de Euler-Lagrange [capitulo 1 de [19]], geodésicas sob o ponto de vista da geometria dife-
rencial [22].

Geodésicas via Geometria Analitica

1. Como a superficie da Terra pode ser considerada esférica, o problema de determinar
qual o menor caminho entre dois pontos em uma esfera sempre teve grande destaque.
Faca uma pesquisa e encontre exemplos que ilustrem a importancia dessa idéia. Uma
sugestao seria pesquisar sobre a cartografia e as grandes navegacoes.

2. As cidades de Dallas (Latitude, Longitude) = (32°N,97°0) e Nagasaki
(Latitude, Longitude) = (32°N,180°L) estao sobre o mesmo paralelo. Utilizando
coordenadas esféricas localize-as na superficie da Terra. Suponha o raio da Terra
6375km.

3. Determine a equagao do plano P; que passa pelas duas cidades e é pararelo ao eixo
z. Visualize este plano juntamente com a superficie da Terra e as duas cidades.

4. Determine a equacao do plano P, que passa pelas duas cidades e pelo centro da
Terra. Visualize-o juntamente com a superficie da Terra e as duas cidades.

5. Obtenha a curva interse¢ao do plano P, com a superficie da Terra.

6. Obtenha a curva intersecao do plano P, com a superficie da Terra.

i
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Figura 2: O caminho mais curto entre Dallas e Nagasaki (arco de cima) e a linha de rumo
(loxodromia).

7. Utilizando produto interno de vetores calcule a distancia, na superficie da Terra,
entre as duas cidades considerando as curvas obtidas em 5 e 6.
Atencao! Neste calculo, considere sempre o menor dos arcos de circulo entre as duas
cidades.



8. Compare os resultados obtidos em 7.

Uma maneira popular (e mais antiga) de descrever geodésicas é chama-las de curvas
de menor distancia entre dois pontos numa superficie. Isto é verdade certamente para
o plano, onde as geodésicas sao segmentos de retas, que dao a menor distancia entre
quaisquer dois de seus pontos. Mas vejamos o que ocorre com a superficie esférica. Pode-
se estabelecer que a menor distancia entre dois pontos P e () na esfera é ao longo de uma
geodésica, que neste caso é um grande circulo formado pela intersecao da esfera com o
plano que passa por P, @ e o centro da esfera (veja figura 3).
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Figura 3: Um grande circulo na superficie da Terra.

Mas existem dois arcos de grande circulo entre dois de seus pontos e somente um
deles é a curva de menor distancia, exceto quando P e () sao os pontos finais de um
diametro, denominados pontos antipodas, quando ambos os arcos tém o mesmo compri-
mento. Este exemplo da esfera também mostra que nem sempre é verdade que por dois
pontos passa uma unica geodésica: quando P e () sao pontos antipodas qualquer grande
circulo por P e () é uma geodésica [24, p.140].

9. Escolha duas cidades na superficie da Terra que nao estao no mesmo paralelo e nem
no mesmo meridiano. Tente visualizar o menor dos arcos do grande circulo que
passa pelas cidades escolhidas. Isto é sempre possivel? Por que? Qual o resultado
de andlise que nos permite afirmar algo a este respeito? Dé um exemplo mostrando
um caso onde a visualizagao desta curva nao é possivel. Sugestao: tenha em mente
o Teorema da Funcao Implicita.

Geodésicas via Calculo Variacional

10. Queremos estabelecer que o caminho mais curto entre dois pontos na esfera é um
arco do grande circulo pensando nesse problema como um problema de minimizar
o comprimento de um arco ligando dois pontos. Escreva a expressao que fornece o
comprimento de arco entre dois pontos dados em uma esfera.

11. O problema de encontrar o menor caminho entre os dois pontos dados na esfera
se transforma entao no problema de minimizar a integral obtida em 10. A area
da matematica que trata deste tipo de problema é o Calculo Variacional. Tente
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12.

13.

14.

15.

16.

resolver este problema da mesma maneria que resolveria um problema usual de
maximo e minimo. Quais as dificulades encontradas? Sugestao: comece pensando
em encontrar pontos criticos.

Enuncie e demonstre algum teorema que fornega uma maneira de derivarmos uma
integral e assim podermos calcular os pontos criticos do problema que estamos
considerando. Sugestao: veja o [capitulo 1 de [19]] e [13]

Utilizando o resultado obtido em 12 é possivel encontrar os pontos criticos para
este problema. Com base nisto, tente encontrar uma condi¢ao necessaria para uma
curva y = y(x) ser um extremal do problema, isto é, ser uma curva candidata a
minimizar a integral desejada. O objetivo deste item é chegar na famosa Equagao
de Euler-Lagrange.

Com base no que foi feito em 13 encontre uma curva candidata a extremo do pro-
blema considerado. Com isso serd possivel obter um arco de grande circulo como
geodésica. Sugestao: consulte o [capitulo 1 de [19]] e estude detalhadamente a segao
que trata da Equacao de Euler-Lagrange.

e

Figura 4: Um meridiano e o equador da esfera.

Com base no que foi visto no decorrer do projeto, discuta o carater local das
geodésicas, justificando-o. Note que esta resolucao do problema via célculo vari-

acional nao nos dé os meridianos e o equador da esfera como geodésicas (ver figura
4).

Algo mais: Geodésicas via Geometria Diferencial e Fisica

(a) Equilibrio de um fio eldstico sobre uma superficie: imagine um fio
elastico colocado sobre uma superficie e fixado em dois pontos. Ao adquirir a
forma do caminho mais curto entre estes pontos, este fio se poe em equilibrio
e este equilibrio é estdvel (isto é, se o tirarmos desta posi¢ao, alargamos este
fio, e 0 mesmo tenderd a reduzir-se, tomando novamente a posi¢ao inicial). E
possivel obter o seguinte resultado: para que um fio eldstico sobre uma su-
perficie esteja em equilibrio é necessario que em qualquer ponto deste fio a
normal principal coincida com a normal & superficie [20, p.56]. Podemos entao
dar uma definicao de geodésicas levando em consideracao este resultado.



Definicao 7.1 Uma geodésica numa superficie é uma curva tal que em cada
um de seus pontos, a normal principal coincide com a normal & superficie [20)].

i. Prove que uma curva numa superficie para a qual o plano osculador® passa,
em cada um de seus pontos, pela normal a supeficie neste ponto, é uma
geodésica [20, p.56] [15, p.116].

ii. Mostre que um arco de grande circulo satisfaz a definicao de geodésica
dada acima [20, p.57].

iii. Encontre um método de obter os meridianos e o equador da esfera como
geodésica. Sugestao: uma boa referéncia para isto é [22] que trata o pro-
blema via geometria diferencial.

(b) Principio de Hertz: Um ponto que se move em um plano por inércia descreve
uma linha reta (o primeiro principio de Newton).
Um ponto que se move por uma superficie sem acao de qualquer forca externa,
descreve uma geodésica.

i. Mostre que, no caso da esfera, um ponto em sua superficie, se nao sofre
acao de qualquer forca externa, se move por um grande circulo [20, p.62].

2.2 Geodésicas em superficies planificaveis

Pré-requisitos: isometria [22], equagao de Euler-Lagrange [capitulo 1 de [19]],
condigbes necessarias de Legendre e de Jacobi [capitulo 3 de [19]], minimizagao de fungoes
convexas [capitulo 5 de [19]].

Esta parte do projeto tem o objetivo de apresentar ou revisar o conceito de iso-
metria, que pode ser muito util no tracado de geodésicas. Este conceito pode simplificar
consideravelmente o estudo das geodésicas de certas superficies.

1. Dé a defini¢ao de isometria.

2. Demonstre que se S e S’ sao superficies requlares, N : S — S’ é uma isometria e
a é uma geodésica em S, entao N(«a) é uma geodésica em N(S) = S’. Sugestao:
consulte [3].

3. Considere um cilindro circular de raio 1. Usando as equagoes de Euler-Lagrange
obtenha os candidatos a geodésicas: retas, hélices circulares e, em particular, circulos
(veja figura 5). Veja que estes candidatos devem satisfazer as condigbes necessarias
de Legendre e de Jacobi.

1Seja a(s) uma curva. O plano gerado pelos vetores o'(s) (vetor tangente a curva) e n(s) (vetor
normal & curva) é chamado de plano osculador.
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Figura 5: Curvas candidatas a geodésicas no cilindro.

4. O cilindro e o plano sao localmente isométricos. Construa uma isometria do cilindro
no plano. Prove que, de fato, a expressao encontrada é uma isometria.

5. Usando os resultados de 2 e 4 visualize as geodésicas no cilindro.

6. Obtenha, novamente, a hélice circular como geodésica do cilindro s6 que agora ana-
lisando, sob o ponto de vista da convexidade, o integrando a ser estudado. Sugestao:
uma boa referéncia para este tépico é o [capitulo 5 de [19]].

7. O plano e o cone também sao localmente isométricos. Construa uma isometria local
entre eles e mostre que €, de fato, uma isometria.

8. Levando em consideracao 2 e 7 visualize as geodésicas no cone.

Figura 6: Trecho de uma geodésica no cone.

9. O problema a seguir foi retirado de [26]. Considere o cone circular mostrado na
figura 7. Para encontrar curvas geodésicas da forma 6 = 6(r) unindo pontos (11, 60;) e
(rq, f2) assumimos, sem perda de generalidade, que 7y > 19 > 0,6, =0e0 < 0y < 7.

(a) Suponha que 6 € Cl[ry,ry]. Derive a fungao comprimento de arco L(f). Ela é
convexa’
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Figura 7: Ilustragao extraida de [20, p. 86] mostrando o cone considerado no problema 9.

(b) Quando 6, # 0, prove que L(f) é minimizada unicamente em
D = {Q S CI[T’I,TQ] . 0(0) = 07 0(7‘2) == ‘92},
por § = bsec '(ry/c), desde que a constante ¢ possa ser escolhida tal que
0(7“2) = 92.
(¢) O que acontece quando @, = 07
10. Desdobramento: outras superficies planificiveis - Crie uma nova superficie
planificavel, faca um estudo analogo ao que foi feito no decorrer desta parte do

projeto e inclua alguns aspectos novos. Boas sugestoes de superficies planificaveis e
algumas aplicagoes interessantes podem ser encontradas nos seguintes sites:

WWw. javaview.de
Www.ime.unicamp.br/“calculo/modulos/intcil.

O primeiro site contém, dentre outros materiais, geodésicas em diversas superficies
poliedrais. J& o segundo site é um modulo animado sobre intersecoes de cilindros.
A respeito de geodésicas em superficies poliedrais uma outra boa referéncia é [20)]
que, além disso, trabalha também com a idéia mecanica de geodésica como linha de
tensao minima.
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2.3 Geodésicas em superficies de revolucao mais gerais

Pré-requisitos: equagao de Euler-Lagrange [capitulo 1 de [19]], parametrizagoes de
superficies de revolugoes gerais [capitulo 1 de [19]], Relagao de Clairaut [17], problemas
isoperimétricos [capitulo 2 de [19]].

O objetivo desta secao é discutir um pouco sobre as geodésicas em superficies de
revolugao mais gerais, analisar alguns resultados tedricos e algumas consequéncias inte-
ressantes.

1. Obtenha, via equacoes de Euler-Lagrange, as equagoes das geodésicas de uma su-
perficie de revolugao geral.

Figura 8: Geodésicas em superficies de revolucao mais gerais.

2. Escolha alguma superficie mais simples, como, por exemplo o cilindro, e tente visua-
lizar, sob a Otica de 1 suas geodésicas. Isto é sempre possivel? Quais as dificuldades
encontradas? Compare-as com as observadas no item 9 da secao 2.1.

3. Considere superficies de revolucao parametrizadas por

x = f(v)cosu, y= f(v)sinu, z=g(v).

Discuta sob que condigoes os meridianos e os paralelos desta superficie de revolucao
sao geodésicas. Sugestao: pesquise sobre plano de simetria e a relagao deste com as
geodésicas. Veja, por exemplo, [20, p.61].

4. Pesquise em livros de geometria diferencial o que diz a Relacao de Clairaut.
Demonstre esta relacao a partir do que foi feito em 3. Sugestao: esta abordagem é
apresentada na obra [3].

5. Usando a Relagao de Clairaut mostre que qualquer geodésica de um paraboldide de
revolucao
2 2
Z=x"+vy
que nao seja um meridiano, se auto intercepta um numero infinito de vezes. Visualize
isto usando o Mathematica. Sugestao: uma boa referéncia para este item é [3], ja
que o autor explora de maneira detalhada este problema.
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6. Desdobramento - Problemas Isoperimétricos e Teorema de Clairaut

(a) Consulte o capitulo 2 de [19] para formalizar a definicdo de Problema Isope-
rimétrico.

(b) O problema isoperimétrico mais famoso é o Problema de Dido. Pesquise a
historia deste problema, escreva seu enunciado e resolva-o com base no Teorema
de Lagrange, sem utilizar conceitos do célculo variacional. Sugestao: pense
como nos problemas de méaximos e minimos com restrigoes trabalhados nos
exercicios preliminares.

(¢) Resolva agora o mesmo problema sé que utilizando a equagao de Euler-Lagrange
e os conceitos abordados no capitulo 2 de [19].

(d) O problema das geodésicas também pode ser tratado como um problema isope-
rimétrico. Obtenha o arco de grande circulo como geodésica da esfera utilizando
esta idéia. Sugestao: minimize o comprimento do arco ligando dois pontos na
esfera levando em consideragao que o arco minimizador deve estar na superficie
G(z,y,z) = 0. Este problema ¢ tratado na segao 3 do capitulo 2 de [19].

(e) Utilizando as idéias usadas no item 6d demonstre o seguinte teorema: Te-
orema de Clairaut Em qualquer ponto de uma dada geodésica sobre uma
superficie de revolu¢ao, o produto do raio do paralelo pelo seno do angulo cons-
titutdo pela geodésica e o meridiano € o mesmo (veja figura 9). Este problema
¢ abordado de maneira detalhada em [17].

Figura 9: Tlustracao extraida de [17, p. 139] mostrando o angulo citado no enunciado do
Teorema de Clairaut.

3 Projeto sobre a braquistécrona

Este projeto tem por objetivo explorar de maneira detalhada o problema mais fa-
moso do célculo variacional que é a Braquistocrona. Abordaremos o problema da maneira
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tradicional como aparece nos livros de calculo variacional e, em seguida, faremos duas ou-
tras abordagens mais realisticas, levando em consideracao o atrito envolvido na situagao.
Estas abordagens mais reais se baseiam em [11] e [1].

O enunciado do problema da Braquistécrona é o seguinte:

Sejam A e B dois pontos dados em um plano vertical. Encontrar a curva que uma particula
M, se movendo no caminho AM B, precisa descrever para sair de A e chegar em B no
menor tempo possivel, somente sob a acao da forca da gravidade.

A

Figura 10: Ilustragdo mostrando treés dos possiveis caminhos que a particula M pode
percorrer para ir de A até B.

3.1 Braquistocrona sem atrito

Nesta subsecao trataremos do problema da Braquistocrona da maneira usual como
aparece nos livros de cédlculo variacional. Ainda nao estaremos considerando o atrito e,
portanto, trata-se de uma situagao menos realista.

Pré-requisitos: equacao de Euler-Lagrange [capitulo 1 de [19]], Lei de Snell e
Principio do Menor Caminho da Luz [capitulo 1 de [19]], campos de extremais [capitulo
4 de [19]], condigoes suficientes para extremos [capitulo 4 de [19]].

1. Qual o resultado que vocé espera encontrar para este problema?

2. O problema da Braquistécrona é de fundamental importancia na historia do calculo
variacional. Faca uma pesquisa abordando a origem deste problema, os matematicos
que se empenharam em resolvé-lo, os métodos de resolucao estudados e com isso
ilustre a importancia deste problema para o calculo variacional.

3. Faga um modelo tedrico do problema usando as leis da fisica e obtenha um funcional
a ser minimizado.

4. Obtenha, via equagao de Euler-Lagrange, um candidato a minimo para o funcional
encontrado em 3.

5. A solucao encontrada em 4 concorda com o que vocé respondeu em 17
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6. Escolha alguns pontos A e B e, com o auxilio do Mathematica, compare o tempo
de descida pela reta, pela cicldide e por alguma outra curva que voceé escolher.

7. O problema da Braquistécrona também pode ser resolvido utilizando principios de
Otica, como a lei de Snell e o principio do menor caminho da luz. Modele e resolva
este problema sob este ponto de vista. Uma referéncia para esta abordagem é o
capitulo 1 de [19].

8. Mostre que a solucao do problema da Braquistécrona, isto é a cicléide, estd incluida
em um campo de extremais. Sugestao: veja [20, pp.284-286].

9. Usando o que foi obtido no item 8, mostre que a cicléide satisfaz as condigoes sufici-
entes de Legendre, e portanto, é, de fato, a solucao do problema da Braquistécrona.
Sugestao: uma boa referéncia para este item é o [capitulo 4 de [19]].

10. Algo Mais: Propriedades da Cicldide. A cicléide além da propriedade de ser
Braquistocrona tem também outras propriedades interessantes, j4 mencionadas no
capitulo 1 de [19] e que sdo encaminhadas a seguir.

(a) Mostre que a drea delimitada por um arco de cicléide e o eixo das abcissas é
igual a trés vezes a drea do circulo que gerou a cicléide.

(b) Existe alguma relagao entre o comprimento da cicléide e o diametro do circulo
que a gerou? Qual é essa relacao? Demonstre-a.

Figura 11: Ilustragao extraida de [12, p. 170] mostrando um arco de cicléide, o circulo
que o gerou e a area delimitada entre o arco de cicléide e o eixo das abcissas.

(c) Tente fazer uma simulagdo no Mathematica mostrando que a ciclide é
também tautdcrona, isto é, se pusermos uma cicléide para cima, como na figura
12, e deixarmos cair duas bolinhas por ela abaixo, uma do ponto M e outra de
N (veja figura 12), elas chegarao ao ponto mais baixo da cicléide, o ponto P,
ao mesmo tempo. Cite uma possivel aplicacao desta propriedade.

3.2 Braquistécrona com atrito - situacao 1

Nesta parte do projeto comecaremos a considerar o atrito no Problema da
Braquistocrona. Isto fara com que o problema fique mais proximo da situagao real. Porém,
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Figura 12: Ilustragao extraida de [12, p. 164] mostrando uma bolinha partindo do ponto
M e outra do ponto NN na cicldide.

esta é ainda uma abordagem simplificada, que foi inspirada em [11].

Pré-requisitos: equacao de Euler-Lagrange [capitulo 1 de [19]], problema da
Braquistécrona com atrito [14].

1. Até agora o problema da Braquistécrona foi considerado sem atrito. Levando em
consideracao a abordagem presente em [14], inclua o atrito neste problema e o
formule.

2. Utilizando a equagao de Euler-Lagrange obtenha um candidato a solucao para este
problema.

3. Faca uma comparacao, utilizando o Mathematica, entre as curvas solugoes encon-
tradas no item 2 e no caso do problema sem atrito.

4. Utilizando o Mathematica construa uma tabela comparando o tempo de descida
pela curva solugao com o tempo de descida por outras curvas. Explique detalhada-
mente seus procedimentos para o calculo do tempo.

5. O que acontece com a curva solu¢ao a medida que o coeficiente de atrito aumenta?
Visualize esta situacao no Mathematica.

6. Este modelo leva em consideragao todos os fatores acrescentados quando o atrito é
envolvido no problema? Por que?

3.3 Braquistocrona com atrito - situacao 2

Nesta subsecao do projeto abordaremos o problema da Braquistécrona com atrito,
s6 que agora de maneira mais realista, levando em consideracao o atrito de Coulomb con-
forme a abordagem presente em [1].

Pré-requisitos: equacdo de Euler-Lagrange [capitulo 1 de [19]], problema da
Braquistécrona com atrito de Coulomb [1].
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Figura 13: Ilustracdo mostrando uma comparacao entre as curvas solucoes da Bra-
quistécrona com atrito a medida que o coeficiente de atrito aumenta. A curva que esta
abaixo de todas é a cicléide (u = 0). Da cicléide para cima, os coeficientes de atrito
aumentam.

4

. Como o problema da Braquistécrona deveria ser modelado para descrever, de fato,

a situacao de maneira mais real? Qual resultado fisico deve ser levado em consi-
deragao? Sugestao: referéncias para este item sao a [se¢ao 8 do capitulo 1 de [19]]

e [1].

. Produza sua versao da figura 13, obtendo e verificando os resultados necessérios

para construir essa figura. Bons apoios para este item séo a [se¢ao 8 do capitulo 1
de [19]] e [1].

. O que deve ocorrer com os tempos de descida a medida que o coeficiente de atrito

cresce? E com a curva solugao?

. Faca uma simulagdo no Mathematica para comparar o tempo entre as curvas

solugoes com diversos coeficientes de atrito e a cicléide sem atrito. Escolha outras
duas curvas e compare também com as curvas solugoes. Sugestao: para calcular os
tempos tenha por base os cdlculos feitos em [1] e observe que tudo estd dependendo
do ¢ final, isto é, do ¢ que faz com que a curva termine no ponto desejado.

. Escreva um mini-artigo relatando os principais conceitos trabalhados e aprendidos

no decorrer deste projeto.

Consideracoes finais

A elaboracao das propostas de projetos presentes neste relatorio possibilitou novas

vivéncias educativas para os autores. Neste processo, houve um amadurecimento e maior
dominio do conteido trabalhado, ampliando a confianga para ir além.

Naturalmente, o carater desafiador que permeia o trabalho com projetos fez-se pre-

sente no planejamento e na elaboracao das propostas sugeridas neste trabalho. A cons-
trucao efetiva das geodésicas em superficies de revolucao, por exemplo, nao é uma tarefa
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simples. Ao deparar com esta questao vivencia-se a lacuna entre os resultados de existéncia
(e unicidade) e a exibicao da solugao. Para o problema da braquistécrona, por sua vez,
recursos auxiliares, como estimativa grafica da solugao de sistemas nao lineares via in-
tersecao de curvas de nivel convenientes, seguida de um método numeérico para refinar tal
solugao, podem ser bastante uteis para o estabelecimento das constantes determinantes e
especificas das curvas a serem tracadas e cujo tempo de percurso se deseja calcular.

Ao propiciar a descoberta, a metodologia de ensino com projetos integrada com a
ferramenta computacional favorece a producao de conhecimento pelos envolvidos.

Gostarfamos que as propostas sugeridas neste trabalho inspirassem outras iniciativas
nesta linha, com integracao dos participantes e compartilhamento de vivéncias e saberes.
Como fonte inspiradora para outros projetos sugerimos o livro de Hildebrandt & Tromba
[15]. Trata-se de um material valioso para o aprofundamento das idéias subjacentes ao
Calculo Variacional, e que transita dos problemas classicos a tépicos de pesquisa atual,
contextualizados historicamente.
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