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Resumo

Neste trabalho propomos um novo algoritmo para otimizagao ir-
restrita onde a direcdo resulta de uma combinacao linear das diregoes
de maxima descida das duas iteracoes anteriores e os parametros que
compoem esta combinacdo sdo os passos de Barzilai e Borwein nas
versoes direta e inversa. Algumas formas de realizar o controle de pas-
so sao também propostas e analisadas. Um tnico algoritmo resultante
da nova direcao com a melhor op¢ao para controle de passo é testado
com algoritmos cldssicos para otimizacao irrestrita na resolucao de um
conjunto de problemas de quadrados minimos. A ferramenta emprega-
da no processo de comparagio é o perfil de desempenho (performance
profile) através da qual comprovamos o bom desempenho do método
proposto frente aos demais processos que usam apenas informagées de
primeira ordem.

Palavras Chave: otimizacao irrestrita, direcao de descida, controle
de passo, método de maxima descida, método de Newton.

1 Introducao

O enfoque neste trabalho é dado para métodos propostos para resolucao de
problemas de otimizacao irrestrita:

min f(z), f:R"— IR. (1)
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Nestes algoritmos, a nova aproximacao xpyi, ¢ obtida a partir de xzy
através de:
Tp1 = Tk + Agdg, (2)

onde dj deve ser uma dire¢ao de descida para fem zp e Ay € IR, A\, >0 éo
tamanho ou controle do passo, determinado de modo a garantir decréscimo
no valor de f.

Neste trabalho realizamos uma analise computacional da direcao de ma-
xima descida com tamanho do passo obtido por: busca linear exata e através
das propostas de Barzilai e Borwein direta e inversa, [1]. Além disto, ela-
boramos um novo algoritmo, no qual a direcao resulta de uma combinacao
linear das dire¢oes de méaxima descida das duas iteragoes anteriores:

dpt1 = adi_1 + Bdy, (3)

onde os parametros o e 3 sao dados pelos passos de Barzilai e Borwein
nas versoes direta (BB1) e inversa (BB2). O algoritmo resultante incorpora
salvaguardas para o caso de di;; nao resultar em uma dire¢ao de descida.
Propomos também 4 opcoes para o calculo do tamanho do passo de modo a se
obter decréscimo no valor de f baseadas em processo de busca linear através
da bisseccao ou através de valores para A relacionados as secoes aureas:
(1++5)/2), 2/(1+/5) e (3—+/5)/2.

Os teste computacionais foram realizados com um amplo conjunto de pro-
blemas de quadrados minimos extraidos da cole¢ao proposta em [5]. Inicial-
mente foram compostos 4 algoritmos com direcao de descida dada pela nova
direcao e cada um com uma das novas propostas para o controle do passo.
A avaliacdo dos 4 algoritmos foi realizada através da ferramenta de compa-
ragdo denominada perfil de desempenho, proposta em [3] que essencialmente
aponta os métodos mais eficientes em termos de rapidez de convergéncia e
eficiéncia na capacidade de resolver um grande nimero de problemas. Por
este processo de avaliacao o algoritmo, entre os 4, com melhor desempenho
foi entao comparado com os algoritmos cldssicos de descida: maxima desci-
da, Barzilai e Borwein 1 e 2. Os critérios usados para realizar a comparacao
foram o nimero de iteracoes e o nimero de avaliagoes de funcoes.

Todos estes métodos foram programados e executados usando o Matlab,
v6.1, numa maquina Pentium III. Os graficos resultantes da avaliacao de
desempenho apontam o novo algoritmo como um processo eficiente pelo seu
desempenho na resolucao da totalidade de problemas.



Na Secao 2 descrevemos um resumo dos métodos de maxima descida e
Barzilai e Borwein. Um novo algoritmo para otimizagao irrestrita é apresen-
tado na Secao 3, onde sao também avaliadas algumas novas propostas para o
tamanho do passo. Na Secao 4 apresentamos os teste numéricos e na Se¢ao
5 tecemos algumas conclusoes.

2 Algoritmo basico e métodos classicos de des-
cida

Considerando o problema (1), um minimizador local para f é um ponto
z* € IR"™ se e somente se existe € > 0 tal que f(z*) < f(x) para todo z € IR"
tal que ||z — z*|| < e. Denotamos o gradiente da fungdo f avaliado em xzy
por g e a matriz Hessiana de f em x; por Hy. Se zy é uma aproximacao
inicial para (1), um algoritmo bésico para a resoluc¢do deste problema pode
ser escrito como:

Algoritmo 1:

Passo 1: Faca k£ = 0.

Passo 2: Enquanto g, # 0:
passo 2.1: escolha uma direcao de descida d;
passo 2.2: obtenha A\; > 0 tal que:

passo 2.3: faga 1 =z + Nedyy € k=k+ 1.

Os algoritmos para otimizacao irrestrita se distinguem pela forma como é
obtida a direcao dy, e, também pela forma como realizam o passo 2.2: obtida
a direcao de busca, é necessario um controle para o tamanho de passo. E
claro que este passo pode ser executado de modo que )y seja o minimizador
de f ao longo da direcao dp a partir de zy, e neste caso dizemos que o
processo é o de Busca Linear Exata. Se f é uma funcao quadratica da forma:
f(z) = 2'Hx + b'z + ¢, podemos determinar )\j, através de uma férmula, [4]:

d}9k
A= —— B
*T diHdy ©)

Contudo, para f geral, nao linear, a minimizagao ao longo de uma direcao
de descida pode ser bastante trabalhosa e as alternativas consistem em pro-



cedimentos simples de busca através da reducao do parametro A\ até que o
decréscimo (4) seja verificado.

2.1 Meétodo de maxima descida

No Método de Maxima Descida, a direcao escolhida no passo k é: dp = —g.
Seguem os passos com busca linear exata e os de Barzilai e Borwein [1]:

e Passo com Busca Linear Exata

Desde que d, = —gi, a expressao para Ay dada por (5) quando f é uma
quadratica é a seguinte: A\, = gkgx/ g5 H gi-

e Passo de Barzilai e Borwein

Em 1988, Barzilai e Borwein, [1], apresentaram uma nova escolha de tamanho
de passo para o Método de Maxima Descida. Esta proposta consiste em obter
A = 1/ay, onde:

onde Sg_1 = T — Tk_1 € Yp—1 = Gr — Jr—_1, resultando em duas féormulas
para o tamanho do passo aqui denominadas respectivamente por BB1 e BB2.

3 Proposta de nova direcao de busca

Nesta secao descrevemos as duas direcoes propostas neste trabalho e apre-
sentamos quatro opgoes para o controle de passo resultando em um novo
algoritmo para otimizacao irrestrita para funcoes gerais. As diregdes sao
obtidas a partir de uma combinacao linear dos gradientes das duas ultimas
iteracoes.

3.1 Direcao 1: proposta para funcoes quadraticas

No método de maxima descida para fungoes quadraticas de duas variaveis os
termos da sequéncia xj alternam-se entre duas retas, conforme demonstrado
em [2], sendo que estas retas possuem como ponto de intersecgdo o ponto de
minimo da quadratica. Resumimos a seguir este resultado.

Seja f uma fungao quadrdtica bidimensional na forma f(z) = 0.5 z'Hz,
com x = (z1, z2)' e H=[10;0 o], com 1 < a € IR. O gradiente de f é



dado por g(z) = (21, azs)’ e a diregdo de mdxima descida é d, = —g(zy) =
_( 11€a O‘mg)t'

Sejam x° # (0, 0)! uma aproximagao inicial e a constante C' obtida por
C = 29/29. Considerando que z**! é obtido por zF*! = z¥+ A\pdy com Ay ob-
tido por busca linear exata obtém-—se as seguintes taxas entre as componentes
de z*t! e 2¥*2 para k = 0,1, .. .:

x’fﬂ/ﬂﬁgﬂ =—a?/C

k+2 ) k+2 _
{7 rg = C.

Isto significa que, geometricamente, a sequéncia {z*} alterna entre duas retas:
os termos pares da sequéncia pertencem a reta x5 = (1/C)z; e os impares a
reta £o = —(C/a?)x1, como mostra a Figura 1(a).

Método de Maxima Descida com Busca Linear Exata

Direcao 1 para Quadraticas

- 2
%, = - (Cla®)x,
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Figura 1. (a) Método de Méxima Descida com Busca Linear Exata e (b)
Direcao 1.

Com esta motivagao geométrica, propomos a seguinte direcdo que é a
combinacgao linear dos gradientes dos dois ultimos pontos encontrados pelo
Método de Méaxima Descida com busca linear exata:

dy = —Ak—2Gk—2 — Mg—1Gk—1-

Utilizamos a busca linear exata para o tamanho do passo da nova dire¢ao aqui
denominada de Direcao 1, e desta forma, teremos que z* serd o minimizador
de f, conforme podemos verificar na Figura 1(b). A seguir estd proposto o
algoritmo bdsico para o Método da Direcdo 1 para Quadraticas.



Algoritmo 2:
Passo 1: Faca k = 1.
Passo 2: Enquanto g; # 0, faga;
passo 2.1: se (k mod 3) =1 ou (k mod 3) =2
passo 2.1.1: faca dp = —g.
passo 2.2: se (k mod 3) = 0:
passo 2.2.1: faca dy = —A\p_2Gk—2 — Ak_1Gk_1
_ i
L Hdy
passo 2.4: faca 1 =z + Medyy ¢ k=k+ 1.

passo 2.3: faga Ay =

Analisamos o desempenho computacional deste processo na resolucao de
problemas de minimizacio de quadriticas em IR? e em dimensdes maiores
n = 3,4,e 5. Comparamos os resultados com o desempenho do Método de
Maxima Descida com Busca Linear Exata, BLE, e com os passos Barzilai
e Borwein, BB1 e BB2. O resultado de convergéncia em 3 iteracoes do Al-
goritmo 2 para n = 2 foi comprovado mesmo em exemplos onde BLE nao
convergiu devido ao mal condicionamento da matriz Hessiana. Para os pro-
blemas com dimensoes maiores os processos BB1 e BB2 tiveram desempenho
superior demonstrando que a proposta da Direcao 1 é eficiente apenas para
n=2.

No entanto, a idéia de se obter uma direcdo a partir de uma combinagao
linear das direcoes de maxima descida das iteragoes anteriores deve ser apro-
veitada bastando pesquisar os pesos adequados para esta combinacao bem
como uma escolha para o tamanho do passo.

3.2 Direcao 2: nova proposta para funcoes gerais

Buscando uma alternativa, mantivemos a mesma idéia de combinagao linear
dos gradientes, resultando, como proposta para a nova direcao, a seguinte
férmula, com dois parametros a serem determinados:

dy = —B1gk—1 — Bagr, 1,52 € IR. (6)

Considerando que os passos de Barzilai e Borwein resultam em métodos
com bom desempenho, uma op¢ao seria construir dj como em (6) usando
para (31 e (5 os passos encontrados em BB1 e BB2. Como esta direcao pode
nao ser de descida, o algoritmo inclui uma salvaguarda para prevenir este
caso. A seguir estd proposto o algoritmo basico para o Método da Direcao 2.



Algoritmo 3:
Passo 1: Faca k£ = 0.
Passo 2: Faca xp1 1 = xp —gr e k =k + 1.
Passo 3: Enquanto g; # 0:
passo 3.1: se (k mod 3) =1
passo 3.1.1 faca dy, = —gi

t
passo 3.1.2 faca aj = =121 o )\, = 1/ BB1

8} 15k—1
passo 3.1.3 faca 11 =z + M\edy € k=k+ 1.
passo 3.2: se (k mod 3) =2
passo 3.2.1 faca d, = —g;

Yl Yr—1

S © M =1/ BB2
passo 3.23 faca xy 1 =xp + Mdy € k=k+ 1.
passo 3.3: se (k mod 3) =0
passo 3.3.1 faca dy, = — Ay, _20k—1 — Ak_10%k
passo 3.3.2 se digr, > 0
passo 3.3.2.1 faca dp = —dj,
passo 3.3.3 obter X > 0 tal que f(z) + Ady) < f(z)
passo 3.3.4 faca xy 1 =xp + Mdy € k=k+ 1.

passo 3.2.2 faca ay =

Destacamos que este algoritmo aciona uma sequéncia de direcoes: para
k=3,6,9,...
na iteracao k — 2, teremos dy_s = —¢gj_o € passo A\;_o dado por BB1;
na iteracao k — 1, dy_1 = —gr_1 € 0 passo A\y_; dado por BB2;
e finalmente
dy = —Ak—2Gk—1 — Ak—10k (7)

é a nova direcao proposta, denominada por Diregao 2; o passo A\, serd obtido
por um procedimento de busca, conforme proposto a seguir.

3.3 Controle do passo para a direcao 2

Propomos nesta se¢ao algumas escolhas para o cdlculo do tamanho do passo.
As propostas consistem em realizar uma busca linear ao longo da direcao dy,
iniciando com valores 1 e (1 4+ 1/5)/2 para ) e reduzindo o valor obtido por
um fator o que pode ser como na bisseccao, o = 0.5, baseado na se¢ao aurea
2/(1++/5) e no seu segmento menor (3—+/5)/2, resultando em 4 alternativas.

As propostas estao descritas a seguir. No Passo 3.3.3 do Algoritmo 3
fazemos:



e CP1: inicia com A =1 e faz A = 0.5\ até que f(xx + Adg) < f(z);

e CP2: inicia com A = (1++/5)/2 e faz A = 0.5\ até que f(zp+ Adi) < f(z);
e CP3: inicia com A = 1 e faz A = 2/(1 +/5)\ até que f(zy + Ady) < f(7);
e CP4: inicia com A = 1 e faz A = (3 —+/5)/2\ até que f(z) + Ady) < f(z1).

4 Testes numéricos

Nesta secao relatamos e analisamos alguns resultados obtidos com os expe-
rimentos numéricos. Os algoritmos foram programados em MatLab v6.1. Os
critérios de parada utilizados nos algoritmos foram através do teste com a
norma do gradiente ||g(zx)|]2 < 107%, 0 nimero méximo de itera¢do como
sendo 1000 e a diferenga entre duas aproximagdes ||zgi1 — xx|l2 < 10716,
Quando a execucgao € interrompida devido a um dos dois ultimos critérios te-
mos a ocorréncia de fracasso na execuc¢ao, sendo que o teste com a diferenca
entre duas aproximagoes é necessaria para prevenir dificuldades numéricas
como por exemplo divisao por zero.

A anadlise do desempenho dos métodos é realizada através da ferramenta
denominada o perfil de desempenho que serd descrita na Secao 4.1. A seguir
estao listados os 18 problemas de quadrados minimos escolhidos da colecao
de problemas propostos em [5]:
linear function - full rank n = 10, m = 20; linear function - rank 1 n = 10,
m = 20; linear function - rank 1 with zero columns and rows n = 10, m = 20;
Rosenbrock function n = 2, m = 2; helical valley function n = 3, m = 3;
Powell singular function n = 4, m = 4; Freudenstein and Roth function
n = 2, m = 2; Bard function n = 3, m = 15; Kowalik and Osborne function
n =4, m = 11; Meyer function n = 3, m = 16; Watson function n =9, m =
31; box three-dimensional function n = 3, m = 3; Jennrich and Sampson
function n = 2, m = 10; Brown and Dennis function n = 4, m = 20; Powell
badly scaled function n = 2, m = 2; Brown almost-linear function n = 10,
m = 10; Osborne 1 function n = 5, m = 33; Osborne 2 function n = 11,
m = 6.

4.1 Perfil de desempenho

Introduzido em 2002 por Dolan e Moré, [3], o perfil de desempenho (perfor-
mance profile) é uma ferramenta poderosa para comparar o desempenho de
ns métodos de um conjunto S quando aplicado para resolver n, problemas



de um conjunto P, usando algumas medidas como o nimero de iteracoes ou
o nimero de avaliagoes de funcao. Seja m;, quantidade da medida m que o
método s usou para resolver o problema p. Para cada problema p e método
s, é calculada a taxa de desempenho ry,: 75, = m,,/ min{m,, Vs e S}, se
o problema p ¢ resolvido pelo método s; caso contrdrio, 7y, = ra onde 7
é um parmetro fixado suficientemente grande. Entao, para cada s € S, a
fun¢ao de distribuicdo acumulada

ps : IR" — [0,1],
para a taxa de desempenho r,; é construida:
ps(t) = (1/n,)card{p € P|rs, < t}.

Esta fun¢ao representa o desempenho do método s. Para a analise do método
s, os valores ps(1) e ¢, tal que ps(f) = 1, fornecem informagoes importantes.
Seja § 0 método s que dé o valor maximo para a fungio p,(1). Este método
pode resolver o maior numero de problemas usando o menor niumero da
medida m. A eficiéncia do método s em termos do nimero de problemas que
foram resolvidos é avaliado pelo menor valor de ¢, denotado por %, tal que
ps(ts) = 1, se existe tal valor para ¢t < rj. Portanto, o melhor método em
termos de eficiéncia serd o método § para o qual #; = min{Z,, Vs € S}.

4.2 Direcao 2 com escolhas de controle de passo

Na Secao 3.3 foram descritas 4 propostas de controle de passo estudadas
para a Direcao 2. Testamos essas propostas para o conjunto de problemas de
quadrados minimos com o objetivo de selecionar somente aquela com melhor
desempenho. Os resultados estdo na Tabela 1, onde Feval representa o
nimero de avaliagoes de funcao; Iter representa o nimero de iteragoes; o
simbolo ** indica que houve interrup¢do da execucdo mas a aproximacao
estava proxima da solugao. Os problemas assinalados com X representam os
casos onde a execugao foi interrompida devido a alguma dificuldade numérica.

Para analisar o perfil de desempenho dos controles de passo para a Direcao
2 eliminamos os problemas assinalados com X. Portanto, consideramos 4
métodos e 12 problemas: Fungoes 1-9, 12, 14 e 16. Os critérios utilizados
foram o nimero de iteracoes e o niimero de avaliagoes de funcao.



Func. CP1 CP2 CP3 CP4

Iter Feval Iter Feval Iter Feval Iter Feval
1 2 2 2 2 2 2 2 2
2 3 3 3 3 3 3 3 3
3 3 3 3 3 3 3 3 3
4 107 307 122 362 140 438 114 269
5 146 298 133 306 161 383 98 179
6 1000** 2348** 489 1376 959 3159 695 1746
7 107 226 92 238 1000** 2476%* 1000** 1858**
8 26 161 32 230 26 221 26 127
9 453 999 419 993 674 1838 505 986
10 X X X X X X X X
11 X X X X X X X X
12 131 379 119 599 143 964 125 478
13 X X X X X X X X
14 427%* T69** T796** 1690** 1000** 2217** 1000** 1715*%*
15 X X X X X X X X
16 2 2 2 2 2 2 2 2
17 X X X X X X X X
18 X X X X X X X X

Tabela 1. Algoritmo 3: Dire¢do 2 com as 4 propostas para controle de passo

A Figura 2 mostra os graficos do perfil de desempenho dos 4 algoritmos:
Diregao 2 com controle do passo obtido usando as 4 propostas para controle
de passo. As medidas usadas foram o niimero de iteracoes (figura a esquerda)
e o nimero de avaliagoes de funcao (figura a direita). Com relagio ao nimero
de iteragoes, o melhor desempenho foi obtido com o controle de passo 2,
CP2, pois este processo resolveu 75% dos problemas com o menor niimero
de iteracoes e também foi o primeiro que alcancou a taxa 1, isto é, foi o
método que resolveu todos os problemas com menor valor para t. O processo
com controle de passo 4, CP4, resolveu 75% dos problemas com o menor
nimero de avaliacoes de funcdo, enquanto que CP2 resolveu em torno de
50%. Entretanto, temos que CP2 resolveu a totalidade dos problemas com
menor valor para t. Portanto, analisando os graficos, o controle de passo que
obteve melhor desempenho foi CP2. Nos testes seguintes fixamos esta opgao
para o controle de passo resultando no Algoritmo 3 com passo 3.3.3 executado
com a opgao CP2, resultando no processo denominado por D2/CP2.

4.3 Comparagao entre D2/CP2 e outros métodos de
descida

Nesta secao apresentamos os resultados e analises dos testes numéricos para
os 4 métodos: Método da Maxima Descida com Bisse¢ao (MMD/B), Método da
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Maxima Descida com os passos de Barzilai e Borwein (BB1 e BB2) e Dire¢ao
2 com Controle de Passo 2 (D2/CP2).

Perfil de desempenho: Controle de passo - iteragdes Perfil de desempenho: Controle de passo - avaliagdes de funcéo
. . ‘ . T T T T T T T T

Figura 2. Perfil de desempenho com nimero de iteracoes e avaliagoes de
funcao.

Na Tabela 2 estao os resultados dos testes numéricos, na qual Feval
indica o nimero de avaliacées de funcao; Iter indica o iteracoes; X indica
ocorréncia de algum tipo de erro durante a execugao como divisao por zero;
nos processos assinalados com o simbolo * a convergéncia foi atingida mas
provavelmente para um outro étimo local, pois é diferente da solucao indicada
em [5]; nos processos assinalados com ** e *** 3 execucdo foi interrompida
devido a passo muito préximo de zero, sendo que o simbolo ** indica que a
aproximacao esta proxima da solucdo, e, naqueles assinalados com *** est4,
distante da solucao. Dos 18 problemas, apenas na Funcao 13 a execucao foi
interrompida para todos os métodos e esta fungao foi eliminada do conjunto
dos problemas para a andlise do perfil de desempenho.

Para realizar o perfil de desempenho com os 4 métodos, consideramos 13
problemas: Funcgoes 1-9, 11, 12, 14 e 16, que sao aqueles em que todos os
métodos atingiram a convergéncia. A Figura 3 apresenta os graficos do perfil
de desempenho com ¢ € [1, 7] e t € [1, 5500]. Verificamos que BB2 resol-
veu 70% dos problemas com menor niimero de iteragées, sendo que D2/CP2
resolveu pouco mais de 50%, porém, D2/CP2 conseguiu resolver todos os pro-
blemas com menor valor para o parametro t. Dos graficos também podemos
observar que o método menos eficiente foi MMD/B. Comparando os 4 métodos,
D2/CP2 superou MMD/B e BB1 e tem desempenho semelhante ao de BB2. Por-
tanto, para este conjunto de problemas, D2/CP2 foi bem competitivo com os
métodos de maxima descida que usam informacao de primeira ordem.
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Funcdo MMD/B BB1 BB2 D2/CP-2
Iter Feval Iter Iter Iter Feval

1 2 3 2 2 2 3

2 19%* 452%* 3 3 3 3

3 19%* 413%* 3 3 3 3

4 1000 9833 1000 175 122 362
5 1000 9333 177 105 133 306
6 1000 7601 195 208 489 1376
7 1000 11819 87 55 92 238
8 1000 4355 63* 399* 32 230
9 1000** 2719%* 93* 1000 419 993
10 1000 17676 82* 1000 X X
11 1000 8347 1000 1000** X X
12 1000 1215 50 19 119 599
13 X X X X X X
14 629** 14303** 165 153 T796** 1690**
15 1000 27491 X HFF* X X
16 42 378 2 2 2 2
17 1000 15032 X X X X
18 1000 6842 68* 1000* X X

Tabela 2. Comparacao entre todos os métodos

Perfil de desempenho: 4 Métodos - iteragdes Peril de desempenho: 4 Métodos - iteragdes

L L L L L L L L L L
1 2 3 4 5 6 7 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500

Figura 3. Perfil de desempenho com nimero de iteragoes.

5 Conclusoes finais

Neste trabalho foi proposto um algoritmo para otimizacao irrestrita com
direcao obtida a partir de uma combinacgao linear de direcoes de maxima
descida de iteragoes anteriores. O algoritmo resultante alterna iteracoes de
Barzilai e Borwein e iteracoes com a nova diregao. E facil de ser programado
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pois requer apenas informagao da funcdo e do gradiente e mostrou desem-
penho superior aos métodos de maxima descida e de Barzilai e Borwein de-
monstrando ser uma boa proposta na categoria de métodos que usam apenas
informacgoes de primeira ordem.
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