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Resumo

Os métodos estatisticos tradicionamente usados em classificagdo sao, basicamente, re-
gressao logistica e andlise discriminante. Outros métodos que recentemente aparecem nas
aplicagbes sao arvores de classificacao e redes neurais. Os métodos tradicionais apresentam
baixo custo computacional, mas sdo pouco flexiveis, enquanto os métodos como redes neurais
sdo muito flexiveis, mas caros e com menor interpretabilidade. A metodologia apresentada,
Boosting, é flexivel, facil de aplicar e tem um custo computacional baixo. Boosting funciona
combinando seqiiencialmente classificadores simples, dando maior peso em cada passo as
observacoes classificadas incorretamente no passo anterior.

Este trabalho apresenta a metodologia boosting, e mostra dois exemplos de sua aplicagao
: uma em dados simulados, e outra em dados reais. A aplicacdo em dados reais consiste
em alocar clientes de uma loja de varejo em grupos que definem os perfis destes clientes.
Os resultados obtidos com boosting nas duas aplicagoes sao comparados aos resultados dos

métodos tradicionais.

Abstract

The traditional statistical methods used in classification are, basically, logistic regression
and discriminant analysis. Recently, other methods have been used in applications, e.g.,
classification trees and neural networks. The traditional methods are computationally cheap,
but lack flexibility, while methods such as neural networks are flexible, but computationally
expensive and complicated. The method presented in this work, boosting, combines simple
base classifiers, increasing at each step the weights of the observations that were previously
misclassified.

This work presents the method of boosting, as well as two applications. One is on
simulated data, and the other on real data. The real-data application consists of classifying
clients of a retail store into previously defined groups, which define the clients’ profiles.
The results obtained with boosting in both applications are compared to the results of the

traditional methods.



1 Introducao

Os métodos de classificagdo (ou discriminagao) mais conhecidos e mais utiliza-
dos em estatistica aplicada sdo, provavelmente, regressao logistica [Agresti 1996,
Hosmer e Lemeshow 1989] e andlise discriminante [Johnson e Wichern 2002]. Esses
métodos, cujos fundamentos estao estabelecidos na teoria estatistica ha bastante
tempo, sao lineares, tém baixo custo computacional, e em geral produzem resulta-
dos razodveis, apesar de nao raro serem utilizados em situacgoes que contradizem
suas suposicoes paramétricas distribucionais. As propriedades estatisticas destes
métodos sao conhecidas hd muito tempo, e suas interpretacoes sao claras.

Mais recentemente, surgiram métodos do tipo arvores de classificagao e regressao
(CART) [Breiman 1984], um método altamente interpretével, e cujo uso estd bas-
tante disseminado. Este método gera regras de decisao que podem ser interpretadas
diretamente em termos das varidveis explanatérias. O desempenho deste método,
entretanto, é baixo quando a fronteira de decisao 6tima nao pode ser aproximada
por um conjunto de hiper-retangulos.

O aumento da capacidade computacional também tornou populares os chamados
métodos de ”inteligéncia artifical”, como as redes neurais. Esses métodos tém, em
geral, desempenho superior em relacao aos métodos citados acima, especialmente
quando a fronteira de decisao 6tima é nao linear mas com um custo computacional
bem mais alto. Além disso, os algoritmos de otimizacao popularmente utilizados sao
sensiveis aos ajustes especificos que devem ser feitos (caracteristicas dos algoritmos
de otimizagao numérica, e.g. métodos de descida de gradiente, métodos de Newton),
e é preciso atencao no processo de estimacao para evitar o problema de overfitting.
Outra questao problemadtica é a escolha da topologia da rede (ntimero de camadas

intermedidrias e nimero de unidades em cada camada). Métodos recentes procuram



tratar a questao da generalizacao ou do desempenho da rede através do controle
automdtico dos parametros da rede. A interpretacgdo do modelo pode ser realizada
através do uso de algoritmos de extracao de regras ou da simplificagao do mesmo.

Um método de classificagado moderno que tém apresentado bons resultados é
o método conhecido como boosting. FEste método, que surgiu na area de com-
putacao [Schapire 1990], atinge um desempenho muito bom nas aplicagoes tes-
tadas, com um custo computacional relativamente baixo, mas sofre do problema
de interpretacdo comum aos métodos modernos. O algoritmo de boosting fun-
ciona aplicando-se sequencialmente um algoritmo de classificacao qualquer (chamado
de base) a versoes iterativamente reponderadas do conjunto de dados de treina-
mento. Em cada iteracdo, as observacoes classificadas incorretamente na iteracao
anterior recebem um peso maior. A saida final combina os classificadores cons-
truidos em cada iteragao, produzindo um comité de classificacao. O desempenho
deste comité é perto de 6timo na maioria dos casos, e a questdo de owverfitting
pode ser facilmente controlada. [Friedman, Hastie e Tibshirani 2000] mostraram
que o algoritmo AdaBoost, um algoritmo de boosting apresentado neste trabalho, é
um algoritmo que ajusta aproximadamente um modelo logistico aditivo, no qual
o numero de iteragoes é o numero de fungoes usadas na representacao aditiva,
ou seja, o nimero de fungoes somadas para aproximar a funcao estimada, o que
torna o assunto atraente de um ponto de vista estatistico. Mais recentemente, foi
mostrado que os varios algoritmos de boosting existentes pertencem a uma classe de
algoritmos que minimizam um funcional de custo suave através de algum método
numérico [Mason 1999], e a atencao da comunidade estatistica voltou-se para carac-
teristicas como consisténcia do método, analisada em uma variedade de artigos
[Breiman 2000, Jiang 2000a, Jiang 2000b, Lugosi e Vayatis 2004].

O objetivo deste trabalho é apresentar a metodologia boosting, pouco conhecida



na area de estatistica, especialmente no Brasil, e mostrar que esta ferramenta possui
desempenho melhor, quando comparada as metodologias tradicionais, com um custo
computacional relativamente baixo. As aplicacoes apresentadas visam mostrar que
o método é de facil implementagao, mesmo em tarefas muito complexas, onde a
quantidade de informacao é extremamente grande, assim como o nimero de classes.

O trabalho estd dividido da seguinte maneira. A secdo 2 apresenta o problema de
classificagao. A secgao 3 apresenta os algoritmos AdaBoost e LogitBoost para o caso
de classificacao em duas classes e em J classes. A secdo 4 apresenta os resultados
obtidos com simulagao de dados, e a secao 5, os resultados com dados reais. A secao

6 contém consideragoes finais e conclusao.

2 Classificacao

Um procedimento de classificacao, regra de classificacao ou classificador é algum
método que (possivelmente de maneira automadtica) classifique objetos em classes.
Em geral, um procedimento de classificagao é construido com base na experiéncia
passada, e o interesse é utilizd-lo para classificar novos objetos.

Para definir uma tarefa de classificacdo, considere que temos uma amostra de
treinamento L = {x;,y;}}*.,, onde x; = (241, ..., ;) é um vetor p-dimensional que
contém medicgoes feitas no individuo 4, y; é o rétulo de classe do individuo i e N é o
tamanho da amostra. Considere que o nimero possivel de classes é J, e que estas
estao contidas em um conjunto C = {1,2,...,J}. Além disso, o espago de todos os
possiveis valores de x é designado por X.

A tarefa de classificacao consiste em obter um regra F : X — C a partir da
amostra L, tal que para cada x € X, F(x) designa uma classe em C. E desejavel

que o classificador F' tenha erro pequeno nao somente sobre a amostra L, mas



em todo o espaco X. Se definirmos uma medida de probabilidade P em X x C,
podemos definir a medida de erro por pce™ = P(F(X) # Y), a probabilidade nao
condicional de classificagao incorreta (ou taxa de erro), onde Y é uma v.a. que
assume valores em C. Obviamente, pce™ € [0,1]. Este erro pode ser estimado de
algumas maneiras : usando o préprio conjunto de treinamento, usando um conjunto
de dados independente, chamado de conjunto de teste e ainda usando validacao
cruzada.

No primeiro caso, a estimativa da taxa de erro para o classificador F', denotada

pce ﬁC(F ), é dada abaixo :

. 1 Y
pee "(F) = + S I(F(xi) # i), (1)
=1

onde I(-) denota a funcao indicadora do evento dentro dos parénteses, isto é, vale 1 se
o argumento é verdadeiro, e 0 se for falso. Esta estimativa é chamada de estimativa
por resubstitui¢ao [Breiman 1984]. Como ela usa os mesmos dados que foram usados
para estimar o classificador, em geral a estimativa é otimista. Intuitivamente, é
razoavel que nos dados de treinamento o desempenho seja ligeiramente melhor do
que em dados que nao foram usados na estimacao, uma vez que o classificador é
construido de maneira a minimizar algum critério relacionado a taxa de erro usando
os valores especificos da amostra de treinamento.

Uma maneira de se obter uma estimativa mais honesta da taxa de erro é a es-
timacao por amostra de teste. Esta consiste em dividir o conjunto de dados de
treinamento L = {X,;,yi}i]il em duas amostras independentes, amostras Ly, de
tamanho N7, e Lo, de tamanho No. Usamos L; para construir o classificador F
(ou seja, L é agora a amostra de treinamento) e o testamos na amostra Ly, que

funciona agora como amostra de teste (test sample). A estimativa de pce "¢ é entao

pCé ncteste(F) = A Z I(F(Xl) 7é yl) (2)



Uma divisao sugerida heuristicamente é usar 2/3 dos dados para estimagao, e 1/3
para teste. O problema com esta estimativa é que, se o conjunto de dados nao
for muito grande, perde-se informacao que poderia ser utilizada na estimacao do
classificador.

A estimagao da taxa de erro por validagao cruzada consiste em dividir o conjunto
original de tamanho N em V partes, ou seja, temos Li, Lo, ..., Ly, cada um com
tamanho N,,. Para cada parte v, construa o classificador F(*) usando as v — 1 partes
e teste na restante. Entao a estimativa de pce "¢ usando a parte v pode ser calculada
por 2, substituindo Ny por N,, v =1,2,...,V e fazendo a soma sobre os casos em

N,. Entao a estimativa de pce "¢ por validacao cruzada é dada por
1V
peefE(F) = o3 pee 5, (F®)) 3)

v=1

A comparacao do método apresentado como os métodos tradicionais sera feita tendo

como medida as estimativas das taxas de erro usando amostra teste.

2.1 A Regra de Bayes

A regra de Bayes é o melhor classificador construivel, no sentido de minimizar
a perda (5) definida abaixo. Esta regra sé pode ser contruida quando se sabe a
distribuigao dos dados (o que nao ocorre na prética), mas além de dar contribuigao
tedrica no desenvolvimento de classificadores, ela é 1til na comparacao de classifi-
cadores em dados simulados, por fornecer uma base de referéncia, com uma taxa de
erro que € a principio a menor atingivel [Ripley 1996].

Denotemos por X o vetor aleatério das varidveis medidas em cada objeto e por
Y a varidvel aleatéria que assume valores em C, ou seja, a classe a que o objeto
pertence. Vamos assumir que o vetor X € RP, ou seja, assumimos que as variaveis

sao todas continuas.



Sejam: p(x|k) a densidade de X dado Y =k

= P(Y = k)
p(k|x) = P(Y = k|X = x) a posteriori da classe k dado X = x.
O objetivo é obter um classificador F : X — C.
Se p(x|k) e m sdo conhecidos, entdo p(k|x) pode ser obtido através da férmula
de Bayes:
plf) = R (1)
> =1 mip(x|7)
Seja L(k,1) a perda que se tem por tomar a decisao [, quando a classe verdadeira
é k. Se os erros de classificagao sao homogéneos nas classes, isto é, se uma decisao
errada é igualmente ruim, independente de em qual classe o objeto foi erroneamente

alocado, a seguinte funcao perda pode ser utilizada :

0 sel =k (decisao correta)
L(k,l) = . (5)
1 sel # k (decisao errada)

Quando p(x|k) e 7 sdo conhecidos, o melhor classificador, considerando a perda

(5), é dado na proposicao abaixo:

Proposigao 2.1 A regra de classificacdo que minimiza o risco de Bayes sob a perda
(5) €

Fp(X) =k se p(klx) = max p(jfx). (6)

A regra de Bayes diz que se deve alocar um objeto na classe com maior proba-
bilidade a posteriori. Se duas classes atingem o mesmo valor de p(k|x), o objeto
pode ser alocado em qualquer uma delas arbitrariamente.

Para a aplicagdo com dados simulados (segdo 4), comparamos o desempenho
dos algoritmos de boosting com os métodos tradicionais, e ainda ao desempenho do

classificador de Bayes, que pode ser construido neste caso especifico.



3 Boosting

O método conhecido como boosting nasceu na drea de computacao (de maneira
geral, uma comunidade conhecida pelo nome machine learning (aprendizado de
méquina, numa traducao literal). Dentro dessa comunidade, foi proposto um pro-
blema tedrico chamado de problema de boosting, que pode ser informalmente exposto
da seguinte maneira: ”Suponha que existe um método de classificagao que ¢ ligeira-
mente melhor do que uma escolha aleatéria, para qualquer distribuicao em X. Esse
método é chamado de weak learner, ou classificador fraco. A existéncia de um clas-
sificador fraco implica na existéncia de um classificador forte (strong learner), com
erro pequeno sobre todo o espago X 7”7

Em Estatistica, isso equivale a perguntar se, dado um método razoavel de es-
timacao, é possivel obter um método préximo de étimo.

Este problema foi resolvido por [Schapire 1990], que apresentou um algoritmo
que transformava um classificador fraco em um forte. A partir de entao, foram de-
senvolvidos varios algoritmos dentro do contexto de boosting. Um dos mais recentes
e bem sucedidos deles é o algoritmo conhecido como AdaBoost, apresentado em
[Freund e Schapire 1997]. Este nome vem de Adaptative Boosting, e é oriundo do
fato de que AdaBoost gera em cada passo (de forma deterministica, mas adaptativa)
uma distribuigdo sobre as observagoes da amostra, dando maior peso (maior proba-
bilidade de estar na amostra perturbada) as observagoes classificadas incorretamente
no passo anterior.

[Breiman 1998] chamou os algoritmos do tipo boosting, em particular do tipo ap-
resentado por [Freund e Schapire 1997], de arcing, um acrénimo para A daptatively
Resampling and Combining. Breiman também criou um algoritmo do tipo arcing,

que mostrou ter desempenho tdo bom quanto AdaBoost. Isso mostrou que o fun-



cionamento do algortimo AdaBoost ndo estava relacionado diretamente & sua forma
especifica, e que existia uma classe de algoritmos que operava daquela maneira.

[Friedman, Hastie e Tibshirani 2000] mudaram totalmente o modo como boosting
é visto, pelo menos na comunidade estatistica. Eles colocaram boosting como uma
aproximagao do ajuste de um modelo aditivo na escala logistica, usando méxima
verossimilhanca da Bernoulli como critério. Ademais, sugeriram uma aproximac¢ao
mais direta, o que levou ao algoritmo LogitBoost, um algoritmo para ajustar uma
regressao logistica aditiva que da resultados praticamente idénticos ao AdaBoost de
Freund e Schapire.

Mais recentemente, notou-se que, se um algoritmo de boosting for executado por
um tempo (nimero de iteragoes) muito grande, da ordem de dezenas de milhares, isso
ocasionard overfitting. [Friedman, Hastie e Tibshirani 2000] dao um exemplo em que
isso ocorre. Algumas abordagens para este problema foram tentadas. [Jiang 2000a]
mostrou que, sob certas condigoes de regularidade, o algoritmo AdaBoost é consis-
tente em processo (process consistent), no sentido de que, durante o treinamento, ele
gera uma seqiiéncia de classificadores com erro que converge para o erro do classifi-
cador (regra) de Bayes. [Lugosi e Vayatis 2004] mostraram um resultado importante
de consisténcia para algoritmos de boosting com regularizagao.

Apresentamos primeiramente duas versoes do algoritmo AdaBoost e o algoritmo
LogitBoost no caso em que existem J = 2 classes. Apds isso, mostramos o caso em

que ha J > 2 classes.

3.1 Caso de Duas Classes

O algoritmo AdaBoost discreto pode ser descrito da seguinte maneira. Con-

sidere o conjunto L = (x1,¥1), ..., (Xn,yn), onde as classes estao rotuladas {—1,1}.
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Defina F(x) = M ¢, fm(x), onde f,, é um classificador base que retorna valo-
res {—1,1}, os valores ¢,, sdo constantes e a predigdo correspondente é o sinal
de F(x), ou seja, sign(F(x)). O algoritmo AdaBoost ajusta classificadores base
fm em amostras reponderadas do conjunto de treinamento, dando maior peso, ou
ponderacao aos casos que sao classificados erroneamente. Os pesos sao ajustados
adptativamente em cada iteragao, e o classificador final é uma combinacao linear

dos classificadores f,,.

Algoritmo 3.1 (AdaBoost Discreto)

. Inicialize os pesos w; = 1/N,i=1,2,...,N

. Repita para m=1,2,..., M :

(a) Ajuste o classificador fn,(x) € {—1,1} usando os pesos w; nos dados de treina-

mento

(b) Calcule € = Ey[ly2t,,. (x)] = + SN wil (Y = fin(x4)),

cm =10g ((1 — €m)/€m)

(¢) Faca w; < w; exp |:CmI(yi7gfm(xi))j| ,i=1,2,...,N e renormalize para que

Yiwi=1
. Saia com o classificador final sign(F(x)) = sign (Z%zl cmfm(x)>

No algoritmo acima, E,, representa a média ponderada (esperanga no conjunto
de treinamento) com pesos w = (wi,...,wy). Em cada iteragdo m, os €, sao
calculados com base no vetor de pesos w e no acerto do classificador base f,,. Nos
algoritmos de boosting, os classificadores base sao ajustados da maneira usual com
que seriam ajustados se fossem usados normalmente, mas os dados com que eles sao

ajustados (os dados de treinamento) sao gerados, a principio, de uma distribuigao de
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probabilidade baseado nos pesos w (na maioria dos algoritmos nao hé a amostragem
aleatéria em si; os pesos sao incorporados diretamente no algoritmo).

Outra versdao do algoritmo AdaBoost é o AdaBoost real, onde o classificador
base f,, é um classificador que retorna a estimativa pp,(x) = Py, (y = 1]x) € [0, 1].

O algoritmo usa essas estimativas para construir as contribuigoes reais fy,(x).

Algoritmo 3.2 (AdaBoost Real)
1. Inicialize os pesos w; = 1/N,i=1,2,..., N
2. Repita para m=1,2,...,. M :

(a) Ajuste o classificador para obter uma estimativa de probabilidade de classe

pm(x) = Pu(y = 1|x) € [0, 1] usando os pesos w; nos dados de treinamento
(b) Faga frn, =— %logpm(x)/(l —pm(x)) €R
(c) Faga w; « w;exp [—y; fm(xi)],i =1,2,..., N e renormalize para que
Yiwi=1

3. Saia com o classificador final sign (Z%zl fm(x))

A seguir apresentamos o algoritmo LogitBoost, um algoritmo de boosting de-

senvolvido por [Friedman, Hastie e Tibshirani 2000], o qual é baseado num modelo

_ y+1
-2

logistico aditivo. Neste algoritmo, a resposta y* é um valor em {0, 1}.

12



Algoritmo 3.3 (LogitBoost)

. Inicialize os pesos w; = 1/N,i = 1,2,...,N,F(x) = 0 e estimativas de probabili-

dades p(x;) = 1.

. Repita para m=1,2,.... M :

(a) Calcule

*

y; — p(xi)
p(x)(1 = p(xi))
w; = p(xi)(1 - p(xi))

(b) Ajuste a fungao fn,(x) fazendo a regressao de z; em x; por minimos quadrados

ponderados usando 0s pesos w;
(¢) Atualize F(x) — F(x) + 1 fin(x) e p(x) — (eFX))/(eFX) 4 e~ F(x))

. Saia com o classificador final sign(F(x)) = sign (Z%zl cmfm(x)>

3.2 Caso de J classes

No caso de J classes, considere J respostas y; para o problema de .J classes, cada
uma assumindo valores em {—1,1}. Ou seja, para cada objeto ¢, ha J respostas y;;
que identificam se o objeto pertence a classe j (y;; = 1) ou néo (y;; = —1). As
classes sao consideradas auto-exclusivas.

As versoes para J classes do AdaBoost (AdaBoost.MH) e LogitBoost (Logit-

Boost.MH) s@o apresentadas em [Friedman, Hastie e Tibshirani 2000].

13



Algoritmo 3.4 (AdaBoost.MH)

. Fxpanda as N observagoes originais em N X J pares dados por :
((xi,1),vi1), ((%4,2),yi2), - -, (%4, ), 9ig),5 = 1,...,N. A resposta y;; € a resposta

para a classe j, observagao i.

. Ezxecute o algoritmo AdaBoost Real no conjunto aumentado, produzindo uma fungao

F:Xx((1,....J) >R F(x,7) =>,, fm(x,7).

. Saia com o classificador argmax; F(x,j).

Na préatica, a implementacao deste algoritmo envolve executar o algoritmo Ada-
Boost Real em J conjuntos de dados. No j—ésimo conjunto de dados, as respostas
usadas devem ser y;;,¢ = 1,...,N. Isso é equivalente a executar J processos de
classificagao, onde em cada um deles ajusta-se um modelo de uma classe contra as
outras. Os classificadores resultantes sao F'(x, j), para j = 1,2, ..., J. Para classificar
um objeto representado pelo vetor x, toma-se a classe cujo classificador assume o
maior valor, ou seja, o argumento que maximiza as F'(x,j) em j.

Para apresentar o algoritmo LogitBoost para J classes, definiremos a trans-

formacao logistica simétrica multipla.

Definigao 3.1 Para um problema de classificacdo em J classes, seja

pj(x) = P(y; = 1|x). Definimos a transformacao logistica simétrica miltipla por

Fj(x) = logpj(x ——Zlogpk (7)

Equivalentemente,

FJ(X)

i S eFr®) Z Fi(x (8)

A seguir apresentamos o algoritmo LogitBoost para J classes, que é uma genera-

pj(x) =

lizagao natural do LogitBoost para duas classes.
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Algoritmo 3.5 (LogitBoost (J classes))
1. Inicialize os pesos wij = 1/N,i=1,2,...,N, j=1,...,J, Fj(x) =0 e estimativas
de probabilidades p;j(x;) = %Vj.

2. Repita param=1,2,... ., M :
(a) Repita para j=1,...,J :

1. Calcule

U Yi; — pi(%4)
v pj(xi)(1 — pj(xi))
Wiy = pj(Xi)(l —Pj(Xz'))

ii. Ajuste a fungdo fp;(x) fazendo a regressio de zj; em x; por minimos

quadrados ponderados usando 0s pesos w;;

(b) Faga frmj(x) — % (fmj(x) — %Zizl fmk(x)>, e atualize Fj(x) «— Fj(x) +
fmj(x) .

(¢) Atualize pj(x) via 8

3. Saia com o classificador final arg max; Fj(x)

3.3 O que Boosting Faz

Os algoritmos de boosting ajustam modelos aditivos através da otimizagao de um
critério, ou funcional de custo. Cada base da expansao ¢ um classificador simples que
pode ser escolhido pelo usuério. Comparando com um modelo de regressao logistica,
por exemplo, o critério utilizado é a verossimilhanca da binomial, e o modelo aditivo
é linear. No algoritmo AdaBoost discreto, pode-se mostrar que o critério que esta

sendo otimizado é e ¥FX) A quantidade yF (x) é negativa se, e somente se, o

15



classificador F' errou a predicao de y. O critério e ¥F (%) ¢, portanto, um funcional
de custo suave baseado na medida yF'(x). A razao para utilizar um funcional deste
tipo é a tratabilidade matemaética. Ainda é possivel mostrar que esse critério é uma
aproximagao da log-verossimilhanca da binomial.

Existem muitos algoritmos de boosting disponiveis, que utilizam funcionais de
custo diferentes e métodos diferentes de otimizacao. O algoritmo LogitBoost, por
exemplo, otimiza a log-verossimilhanca da binomial através de um algoritmo do tipo
Newton-Rhapson. A interpretacdo desses algoritmos é clara : eles sdo combinagtes
lineares de classificadores simples, os quais sao construidos de maneira a dar mais
peso aos erros cometidos. Métodos lineares, contudo, nao sao beneficiados por boost-
ing [Breiman 1998]. Isso ocorre porque os métodos lineares sao estaveis, no sentido
de que pequenas perturbacoes nos dados nao produzem grandes perturbagoes nos
classificadores gerados, e portanto o método de boosting, quando aplicado a esses
métodos, apenas combina vérios classificadores muito parecidos, produzindo um

classificador final muito parecido ao original.

4 Simulagao

Nesta secao damos um exemplo de aplicagao do algoritmo AdaBoost Real em
um conjunto de dados simulados, descrito em [Breiman 1998] (conjunto denominado
three-norm).

Os dados possuem 2 classes e sao gerados da seguinte maneira. Os dados da
classe 1 sao gerados com probabilidade % de uma distribuicao normal multivari-
ada com média (a,a,...a), e com probabilidade % de uma distribuicao normal com
média (—a, —a,...,—a), com matrizes de variancia identidades nos dois casos, com

a = 2/(20)'/2. Os dados da classe 2 sdo gerados de uma distribui¢io normal mul-

16



tivariada com média (a, —a, a, —a, ...,a) e matriz de variancia identidade. O vetor
de variaveis explanatoérias tem 20 varidveis. Foram simulados 1000 valores para
amostra de treinamento e 1000 valores para amostra de teste. Executamos os al-
goritmos AdaBoost Real e LogitBoost, com o nimero de iteragdes variando de 1 a
500, de 25 em 25. Todo o procedimento (simulagao dos dados e execugao dos algo-
ritmos) foi executado 100 vezes, e foram calculadas as estimativas das taxas de erro
para cada numero de iteracoes como uma média das taxas de erro no conjunto de
teste nas 100 repeticoes. Os modelos baseados no algoritmo AdaBoost Real foram
ajustados usando-se o software R versao 1.7.1, com o pacote gbm. Os classificadores
base utilizados nesta implementagao sao arvores de classificacao. Os modelos basea-
dos no algoritmo LogitBoost foram implementados no mesmo software. Para efeito
de comparagao, foram ajustados modelos estatisticos tradicionais de classificagao, a
saber, regressao logistica e andlise discriminante linear. Os modelos foram ajustados
sem selecdo de varidveis. Para o ajuste desses modelos foi utilizado o software SAS
versao V8. Ambos os modelos foram ajustados em cada uma das amostras, em cada
uma das 100 iteracoes. As taxas de erro em amostras teste foram calculadas em
cada iteracao, e foi utilizada a taxa de erro média para comparacao.

O Grafico 1 sumariza os resultados obtidos. A linha pontilhada mais abaixo,
paralela ao eixo das abscissas, representa o erro do classificador de Bayes, que neste
exemplo é de 0,105. Esta é, a principio, a menor taxa de erro atingivel. Todas as
outras linhas representam taxas de erro médias estimadas usando amostras teste. A
linha tracejada representa a taxa de erro média dos modelos de regressao logistica.
A linha de tracos e pontos representa a taxa de erro média dos modelos de anélise
discriminante linear. A linha sélida representa a taxa de erro média dos modelos
contruidos pelo algoritmo AdaBoost, de acordo com o nimero de fungoes. Note que

esta taxa de erro atinge a estabilidade apés aproximadamente 75 iteragdes (n° de
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fungoes) do algoritmo. A linha sélida com pontos sobrepostos representa a taxa de
erro média do algoritmo LogitBoost.

Nota-se através do grafico que o desempenho do algoritmo AdaBoost é supe-
rior ao dos métodos regressao logistica e analise discriminante linear. No caso da
andlise discriminante linear, o ganho é bem maior, e no caso da regressao logistica, a
diferenca néao é tao grande, mas o AdaBoost ainda é melhor. O algoritmo LogitBoost
é ainda ligeiramente superior ao algoritmo AdaBoost.

Uma questao de interesse pratico é o critério de parada para o algoritmo. Na
maioria das vezes, executar o algoritmo por centenas de iteracbes nao ird causar
overfitting. Esse problema sé surge, em geral, com numeros de iteracoes muito
maiores, da ordem de milhares. Assim, se for utilizada uma amostra teste, pode-se
parar o algoritmo quando o erro na amostra teste atinge um patamar de estabi-
lidade. Se nao houver amostra teste disponivel, pode-se usar validacao cruzada
e parar quando a estimativa do erro por validacao cruzada deixar de cair. Para
evitar este tipo de critério, pode-se usar algoritmos de boosting regularizados. Estes
algoritmos baseiam-se em otimizar funcionais de custo adicionados de um termo de
penalizagdo. Referéncias para algoritmos deste tipo sao [Mason 1999, Jiang 2000b,

Evgenious 2002].

5 Aplicacao em Dados Reais

A aplicagdo em dados reais deste trabalho foi feita em dados de uma rede de lojas
de varejo. O problema consiste em classificar clientes em grupos que definem seus
perfis. Cada cliente pode pertencer a um de 10 grupos. O conjunto de dados possui,
para cada cliente, observagoes em varidveis de interesse, assim como a classe (grupo)

correspondente. O conjunto original continha 184 varidveis de varios tipos. Foram
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excluidas 14 varidveis que ou nao se encaixavam no tipo de variavel que pudesse
ser utilizada pelo algoritmo de boosting, ou que tivessem muitos dados faltantes
(na implementagao de boosting usada, sé é possivel utilizar varidveis continuas, de
maneira que excluimos as varidveis de qualquer outro tipo). O tamanho da base
original era de aproximadamente meio milhao de clientes. Desta base foi selecionada
uma amostra aleatoria simples de tamanho aproximadamente 50000. Esta amostra
foi dividida em duas : uma de tamanho aproximadamente 34000, para treinamento,
e outra, de tamanho aproximadamente 16000, para teste.

Utilizando a amostra de treinamento, ajustamos inicialmente modelos de andlise
discriminante linear e quadratica. A andlise discriminante linear foi superior a
quadrética, de maneira que s6 reportamos os resultados para a linear. Com este
mesmo conjunto de dados de treinamento, aplicamos o algoritmo 3.4, AdaBoost.MH,
variando o nimero de fungoes de 25 a 400 e calculando, para cada passo, a estimativa
da taxa de erro na amostra teste. A partir de 300 fungoes nao houve melhora nesta
taxa. Os modelos foram ajustados seguindo as mesmas consideragoes da segao 4.

Os resultados obtidos estao dispostos na Tabela 1.

Tabela 1 - Taxas de Erro estimadas com amostra Teste

Método Taxa de Erro (Teste)

Anélise Discriminante Linear 0,1549
AdaBoost com 25 fungao 0,1210
AdaBoost com 50 fungoes 0,0991
AdaBoost com 75 fungoes 0,0880
AdaBoost com 100 fungoes 0,0802
AdaBoost com 200 funcgoes 0,0712
AdaBoost com 300 fungdes 0,0662
AdaBoost com 400 fungoes 0,0662
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Como a tabela evidencia, o algoritmo AdaBoost foi bastante superior ao método
tradicional de andlise discriminante linear. Com uma combinacao de apenas 25 ite-
ragoes, essa superioridade ja é evidente, e com 300 iteragoes, a melhora é notavel.
Aumentar o nimero de iteragoes acima de 300 nao trouxe melhora, de maneira
que um modelo final poderia conter este niimero de fung¢oes. O método de anélise
discriminante supo6e distribui¢oes a priori normais, e produz uma fronteira de de-
cisdo linear. A superioridade dos métodos de boosting se deve a sua capacidade de
aproximar funcoes mais complexas, e portanto produzir fronteiras de decisdao que
proporcionam classificadores mais poderosos.

O custo computacional de executar o algoritmo AdaBoost.MH num conjunto de
dados razoavelmente grande e complexo como este nao foi muito superior ao custo
computacional de executar o modelo de analise discriminante. O ganho obtido em
precisao, nao obstante, foi substancial. De fato, com poucas iteragoes, o custo
computacional do AdaBoost é muito similar ao de Andlise Discriminante. Conforme

o numero de fungdes cresce, entretanto, o custo computacional aumenta.

6 Consideracgoes Finais

Apresentamos uma metodologia pouco conhecida na comunidade estatistica em
geral e, em especial, no Brasil. Nas aplicacoes apresentadas, esta metodologia,
chamada boosting e apresentada em dois algoritmos diferentes, AdaBoost e Logit-
Boost, apresentou resultados muito bons em comparacao aos métodos estatisticos
tradicionais, como regressao logistica e andlise discriminante. Boosting pode ser
implementado facilmente a partir de um classificador razoavel, transformando-o em
um comité de classificacdo com desempenho muito superior ao classificador origi-

nal. Seu custo computacional nao é elevado, apesar de ser superior ao dos métodos
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tradicionais, e o método pode lidar com grandes quantidades de informagao, o que
é o caso em muitas aplicagoes atuais.
A utilizagdo de metodologias modernas e eficientes, como boosting, pode trazer

muitos beneficios em diversas dreas onde o problema de classificacao aparece.
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