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Resumen

En los dltimos anos surgié en la literatura asociada a la programacion
matematica la nocién de funcién invex y sus generalizaciones, las cuales se
han mostrado muy eficientes en la obtencién de condiciones suficientes de
optimalidad. Nuestro objetivo esencial es mostrar sus usos en problemas
de calculo variacional.

Palabras clave : Cidlculo wvariacional, funciones inveras, condiciones de
optimalidad.

1. Introduccion

El Célculo Variacional surgié alrededor de 1696 con el problema de la
baquistrécrona. A partir de ahi, varios resultados fueron encontrados por
algunos de los mayores matematicos de los ultimos 300 anos, como por ejemplo:
Euler, Lagrange, Legendre, Bolza, Hamilton, Bliss, Weierstrass y Jacobi. Su
estudio fue muy importante no sélo para la Matematica, sino también para otras
areas del saber, como por ejemplo, Fisica, Ingenieria, Biologia y Economia.

El Célculo Variacional estudia los métodos que nos permiten encontrar los
valores méximos y minimos de funcionales.

En este trabajo introducimos algunos conceptos de invexidad y estudiamos
condiciones necesarias y suficientes para problemas de cdlculo variacional en el
caso invex.
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2. Condiciones de optimalidad para problemas de Calculo
Variacional en el caso invexo

En esta seccién haremos un andlisis del problema general del Caélculo
Variacional y presentaremos algunos resultados relativos a condiciones
necesarias y suficientes de optimalidad para tales problemas en el caso invexo.

Primero daremos algunas definiciones preliminares.

Sea I = [tg,t1] un intervalo en la recta, f : R"XR"X] — Ry g :
R"xR"xI — R™ funciones continuamente diferenciables.

Considere f(z(t),#(t),t) donde x : I — R™ es diferenciable con derivada
x(t), X = C(I,R™) el espacio de las funciones :c I — R™ suaves por partes, y

el funcional F': X — R definido por F(z) = f( (t),z(t), t)dt.

Con la finalidad de simplificar la notac1on usaremos f(x,%,t) en vez de
F((t), #(2), ).

La definicién de invexidad de una funcién f introducida por Hanson [12] es
extendida para un funcional F' por Mond y Hussain [14], y Mond y Smart [15].

Definicién 1 El funcional F' se dice invex con relacion an si existe una funcion
vetorial diferenciable n(xz,z,t) con n(xz,z,t) =0 tal que para todo x € X

P - F@) > [ alea0 080 + (Gl 0o o)

Definicién 2 El funcional F se dice pseudoinvexo con relacion a n si existe
una funcion vectorial diferenciable n(x,Z,t) con n(x,x,t) =0 tal que para todo
reX

2 . dn

{n(z,z,t) fo(2,2,1) + (

) it z,t)) fi(Z,2,t)}dt > 0 = F(x) — F(z) >0

o equivalentemente

dn

dt( LT, 1) fi (2,2, 1) Ydt < 0

F(z)— F(z) <Oé/ {n(x, 2, t) fo (7, 2,t) + (

dn o .
Donde I es un vector cuya i-ésima componente viene dada por

d
(a)m(ﬂf,f,t)-

Es facil verificar que si f no depende de ¢ entonces las definiciones anteriores
se reducen a las definiciones de funcién invex y pseudoinvex respectivamente
como en [5] y [12]. Vale la pena destacar que invexidad y pseudoinvexidad
son la generalizacién de los conceptos de convexidad y pseudoconvexidad
respectivamente.
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Considere el problema de Célculo Variacional siguiente:

Minimizar F(z) = flz,z,t)dt
to
PV
sujeto a g(z,2,t) <0 t € [to,t1] (PV)
z(to) = zo, x(t1) =21
ze X

Sea H el conjunto de las soluciones factibles del problema anterior, es decir:

H={ze X |glx,&,t) <0,t € [to,t1] y x(to) =x0, x(t1) =21}

La funcién Lagrangiana asociada a (PV) es
m
i=1
o en notacién vectorial

Lz, &, y,t) = AF +y(t)" g(x, i, t).

Cuando A = 0 decimos que el problema es anormal y cuando A # 0 normal
(vea [4]). En el caso normal es suficiente considerar A = 1. Resaltamos que en
el caso anormal las condiciones usuales de primer orden tienen poca utilidad,
pues en este caso el funcional objectivo, F', no interfiere. Son necesarias otras
herramientas para estudiar este caso (vea [2]). Cuando el problema es normal,

escribimos
L(z,2,\y,t) = L(z,y).

Definicién 3 z € H es una solucion dptima, o minimo global de (PV) si

F(z)< F(z) VoeH

Ahora serd enunciado un resultado que nos da una condicién necesaria de

optimalidad para problemas de Céalculo Variacional.

Definiciéon 4 = € H es llamado Punto Critico tipo Kuhn-Tucker si existe una

funcion suave por partes, y : I — R™, tal que:

%{fi(xvi'vt) + y(t)Tgi,(:r,fb,t)}

glx,z,t) = 0
y(t) > 0 te[to,tl]

folz,a,t) +y(t)" go (2, @, 1)

y(t)"

(1)

(2)
3)
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En otras palabras un punto critico tipo Kuhn-Tucker es un punto que satisface
las ecuaciones de Euler-Lagrange asociada a la Lagrangiana para problemas
normales.

En el problema de Calculo Variacional con restricciones, la condicién de
Punto Critico Tipo Kuhn-Tucker en el punto Z es una condicién necesaria para
que T sea un ptimo global. El siguiente resultado puede encontrarse en [8], [11].

Teorema 1 Si T es una solucidn dptima normal (es decir, estamos tratando
un problema normal) para (PV), entonces T es un Punto Critico Tipo Kuhn-
Tucker.

Es conveniente recordar que en la teoria clasica de optimizacion, las
condiciones de Kuhn-Tucker son también suficientes, cuando las funciones
involucradas son convexas.

Desde el surguimiento de la nociéon de invexidad en 1980 como una
generalizacion del concepto de convexidad, muchos resultados han sido obtenidos
con la finalidad de aumentar la clase de funciones para las cuales estas
condiciones sean también suficientes, como podemos constatar en [1], [5], [12],
[14], [15], [16] entre otros.

En [14] Mond y Hussain enunciarén un resultado que nos daba condiciones
suficientes de optimalidad para el problema del Célculo Variacional, en el
cual solamente la funciéon Lagrangeana asociada al problema tendria que ser
pseudoinvex.

Teorema 2 Sea T € H. Si existe una funcion suave por partes g : I — R™
tal que (z(t),y(t)) sea un Punto Critico Tipo Kuhn-Tucker, y si la funcidén
Lagrangiana

Hz,§) = /, @ w,t) + §(0)g (@, & )t

es pseudoinvexr en T con relacion al ), entonces T es una solucion dptima para

(PV).

Arana-Jiménez y alg. [1], definierén L-KT pseudoinvexidad, y, a partir de
ahiencontraron resultados que ademés de necesarios son también suficientes.
Considere el problema (PV) y las funciones f, g, donde F(z) =

/ Y fa bt v Glo) = / % ol i )it

Definicién 5 Elpar (F,G) es L-KT-pseudoinvez en T € X, si para todo x € X,
y: I — R™ es una funcion suave por partes, que verifica la Condicion de Kuhn-
Tucker (1)-(3), entonces existe una funcidn vectorial diferenciable n(x,Z,q,t),
con n(x,T,G,to) = 0=n(z,T,y,t1), tal que

F(z) — F(z) <0= / (o t) + 98 gu (@, 5 ), 7,5, )+

+(fi(z,z,t) + 5(1) " ga(x, f,t))%(x,ﬁc,g, t)}dt < 0
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o equivalentemente
tl . .
[ AGew2.0) 4 50 0ol 2, 2.9,0)+
to

El problema (PV) es L-KT-pseudoinvex si lo es para ©,% € H.

Note que dados z, T € X, existe § que verifica la Condicién de Kuhn-Tucker
(1)-(3). Por ejemplo, considere g(t) = 0,¢ € I.

Definicién 6 El Problema Variacional con restricciones (PV) se dice L-KT
pseudoinvez si la Definicion 2 es verificada para x,% € H.

Proposicién 3 Si (F,G) es pseudoinver en x,Z € H, entonces F es
pseudoinvex en T.

En el mismo trabajo, Arana-Jiménez y alg. reenunciarén el Teorema 2 para
funciones del tipo L-KT pseudoinvexas.

Teorema 4 Sea T € H. Si para todo § : I — R", existe una funcion suave

por partes tal que (T,y) verifique (1)-(3), la funcion Lagrangiana L(x,y) =
ty

flz,2,t) +y(t)g(x, &, t)dt com x € H, es pseudoinvex en T con relacion a

to
n, entonces (PV) es L-KT pseudoinvez.

A partir de este resultado, se probé que la L-KT pseudoinvexidad de (PV)
es una condicién necesaria y suficiente para optimalidad de (PV). Primero
recordaremos el siguiente lema.

Lema 5 Sean wy, ws funciones wvectoriales continuas por partes tal que

b
/ (wT (#)(t) + w¥ (£)ib(t))dt = 0, Vo diferenciable, 1(a) = 0 = 3)(b), entonces

wy es suave por partes y Dws = wy en I.

Teorema 6 Si todos los Puntos Criticos Tipo Kuhn-Tucker son soluciones
dptimas para (PV), entonces (PV) es L-KT pseudoinver.

Demostracion. Considere x,Z € H, (Z, §) verificando (2) y (3), tal que F(x)—
F(z) < 0. Debemos encontrar n(x, Z, g, t) diferenciable, con n(z,Z,y,to) = 0 =
77(55, z,Y, tl)a tal que
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Supongamos que P(n(z,Z,7,-)) < 0 no tenga solucién n(z,Z,7,t) y entonces
P(n(z,%,y,-)) > 0 tampoco tiene solucién, dado que podriamos considerar
—n(x,Z,y,t). Ademss,

Pn(,2,9.)) = | A falt:2,2) +9(0)" g:(t,, 2)(.7.7.1)
+(fz(t7x7x) + y(t)Tgi/,(t, i‘7j))%n(m‘, w,ﬂﬂf) }dt =

vn(z,z,y,t) diferenciable, con n(z,z,y,t0) = 0 = n(x,Z,y,t1). El Lema 5,
implica que

es suave por partes y

Fo(t, 7, 5) + 5 g (7, 5) = % (ot 2.8) + 50 g0 (6,2, )

y ademds, (Z,7) verifica (1), (2) and (3), T es un punto critico de Kuhn-
Tucker, y entonces Z es una solucién 6ptima para (PV), lo cual es contradictorio
F(x) — F(z) < 0. Asi, existe n(z,Z,y,t) diferenciable, con 7n(z,Z,y,tg) =
0 = n(z,z,y,t1), tal que P(n(x,z,7,-)) < 0, por lo tanto, (PV) es L-KT-
pseudoinvex. O

Teorema 7 Si (PV) es L-KT pseudoinvex, entonces todos los Puntos Criticos
Tipo Kuhn-Tucker son soluciones dptimas para (PV).

Demostracion. Sea T € H un punto critico de Kuhn-Tucker, es decir, existe
una funcién suave por partes § tal que (Z,7) satisface (1), (2) y (3). Sea
x € H. dado que (PV) es L-KT-pseudoinvex, existe n(x,Z,y,t) diferenciable,
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con n(x,Z,y,to) =0 =n(z,z,q,t1) verificando la definicién. Tenemos,

t (a(t.2,8) + 5T g (1,7, 82 7,5, 1)

Como (PV) es L-KT-pseudoinvex deducimos que F(x) — F'(Z) > 0, es decir,
F(z) > F(Z), Yz € H. Por lo tanto, ¥ es una solucién éptima de (PV). O

Nota 1 En este trabajo hemos dado una caracterizacion completa para la
determinacion de soluciones optimas de un problema de cdlculo variacional.
Vimos que la KT-pseudoinveridad es una condicion necesaria y suficiente para
saber si un punto es solucién dptima. Hemos extendido estos resultados a
problemas de control optimo, pero esto serd dado en otro trabajo.
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