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Resumo

A equagdo da onda imagem para o problema de remigracdo na profundidade em
meios elipticamente isotrépicos é uma equacio diferencial parcial de segunda ordem semel-
hante & equacgio da onda actstica. Neste trabalho derivamos tal equacdo utilizando uma
metodologia inversa a proposta pela teoria dos raios. O objetivo é a construcio de ima-
gens do subsolo correspondentes a diferentes graus de anisotropia do meio, utilizando a
equagdo da onda imagem ao invés de miltiplas migracdes.

1 Introducao

Neste trabalho derivamos a equagdao da onda imagem para o problema de remigracio na
profundidade em meios elipticamente isotrépicos. O resultado é uma equacao diferencial
parcial de segunda ordem semelhante & equacao da onda actstica.

O problema da remigragdo provém do processamento sismico e o seu objetivo é a con-
strucdo de uma nova imagem do subsolo a partir de uma obtida anteriormente pelo processo
de migracao, utilizando outros pardmetros do meio (Hubral et al., 1996b). Por migracio se
conhece o processo que, na geofisica, tem como objetivo a reconstru¢do de uma imagem das
camadas geoldgicas no subsolo a partir da imagem distorcida no tempo, obtida mediante um
levantamento sismico, i.e., mediante geracdo de ondas no subsolo e registro do movimento
resultante das particulas da superficie da terra. Para a realizagao da migracao, é necessario
conhecer um modelo das velocidades de propagagao das ondas no subsolo em consideracao,
as chamadas velocidades de migracao.

Porém, o modelo de velocidade usado para a primeira migracao, geralmente nao é perfeito,
resultando em uma imagem incorreta. Esta, por sua vez, pode fornecer informacées que
permitem a atualizacdo do modelo de velocidade. Alternativamente, é interessante possuir
um leque de imagens referentes a diferentes modelos de velocidade, para escolher entre eles
o geologicamente mais fidedigno ou aquele que melhor coincide com informagoes adicionais,
tais como medidas em pocos na area.

Desta forma, torna-se necessaria a construcao de uma nova imagem do subsolo referente a
este modelo atualizado. Esta nova imagem pode ser construida mediante uma nova migracao
dos dados originais ou pelo processo de remigracido (Fomel, 1994; Hubral et al., 1996a,b).
Para esta atualizagdo, foram sugeridos na literatura operadores diferenciais (Fomel, 1994;
Hubral et al., 1996a) e integrais (Hubral et al., 1996b). Jaya (1997) estudou os primeiros e
apresentou as primeiras aplicagoes praticas em dados reais. Baseado na equacao diferencial
de Fomel (1994), Hubral et al. (1996a) observaram que as novas imagens de um refletor (i.e.,
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Figura 1: (a) Frentes de onda se propagando em trés instantes de tempo diferentes. (b)
Ondas-imagem em trés velocidades de migracao diferentes .

uma fronteira entre camadas geoldgicas) para diferentes modelos de velocidade de migracao
comportam-se de maneira andloga & propagacdo de frentes de onda. Para entender melhor
a analogia com a propagacdo de uma onda, vide Figura 1. Na Figura 1(a) podemos ver
como uma frente de onda se propaga. A mesma frente de onda é mostrada em trés instantes
de tempo diferentes. Vemos na Figura 1(b) trés imagens migradas diferentes de um mesmo
refletor sismico, obtido com trés modelos de velocidade de migracdo diferentes. Se com-
pararmos a situagdo com a Figura 1(a), nao é dificil aceitar que pode ser, conceitualmente,
entendida como uma “onda se propagando”. Neste caso é a imagem de um refletor sismico
que “propaga”. (Hubral et al., 1996a) deram a este fendmeno o nome de onda-imagem. Da
mesma forma que a Figura 1(a) mostra trés frentes de onda em trés diferentes instantes do
tempo, a Figura 1(b) mostra a frente da onda-imagem de trés diferentes “instantes de veloci-
dade de migracao”. A varidvel de propagagdo, que no caso da propagacao de ondas fisicas é
representada pelo tempo, é, no caso das ondas-imagem, a velocidade de migragao.

Os trabalhos citados acima estudam a propagacao da onda-imagem em fungao do valor da
velocidade de migracdo (considerada a mesma no modelo inteiro). Aqui estamos interessados
na remigracdo em meios elipticamente isotrépicos em fungao da anisotropia. Definimos o
parametro de elipticidade do meio como a razao entre os quadrados das velocidades na vertical
e na horizontal. Chamamos este pardmetro de . O nosso objetivo é estudar a variacao da
imagem do refletor em fungao da variacao deste parametro . Em outras palavras, ¢ assume
o papel da varidvel de propagacdo para a onda-imagem em meios elipticamente isotrépicos.



2 Derivagao da onda-imagem

Nesta secao, descrevemos a propagacao da onda-imagem como uma funcao da anisotropia
do meio. Para tal, estudamos como um ponto isolado em uma imagem de um refletor se
comporta quando a elipticidade do meio varia. Esta situagao pode ser entendida de maneira
analoga a propagacao de uma onda de Huygens a partir de uma fonte secunddaria pontual.
Esta descreve como um ponto isolado em uma frente de onda se comporta quando o tempo
varia.

Derivamos a equacgdo da onda-imagem a partir da metodologia desenvolvida na aplicagao
da teoria dos raios para a equacdo da onda. Tal metodologia estd resumida abaixo. A idéia
é separar a onda em suas partes cinemadtica e dindmica, i.e., tempo de transito e amplitude.
Assim, a partir da equagdo da onda, pode ser encontrada a equacdo iconal que descreve a
cinemadtica da onda, isto é, a localizacdo das frentes de onda. O procedimento se baseia na
equacao da onda acustica

Pzz + Pzz = ,Uigptt- (1)

Uma solucao aproximada da equagao acima é obtida utilizando a candidata da teoria dos
raios,

p(:(;,z,t) ZpO(.’L‘,Z)f[t—T(.T,Z)]. (2

)
Aqui, f(t) é um pulso de mixima frequéncia supostamente fixo. As quantidades po(z, z)
e T(x, z) representam o fator de amplitude e tempo de transito da onda. A candidata (2)
é uma aproximagdo da solucdo da equagdo (1) em meios fracamente inomogéneos, onde o
pulso pode mudar vagarosamente sua forma e amplitude ao longo de uma frente da onda
t = T'(z,z). Sugerimos ao leitor interessado neste assunto procurar, por exemplo, o livro de
Cerveny (2001).
Derivando a candidata (2) duas vezes em relagdo a z, z e t, e substituindo os resultados
na equagio (1), temos

1
Do (T;? + Tz2 - ’U_2> f” + (_2p0sz — poTy — 2po, T, — pOTzz) fl + (pOww +p0,zz) f =0. (3)

Uma solucdo é obtida zerando cada coeficiente das derivadas de f independentemente. A
partir do coeficiente de f”, temos a equacao iconal

ﬁ+ﬁ=%. (4)
A solucao desta equagao para a condigdo inicial de uma fonte pontual em (z, z9) no instante
to é a chamada onda de Huygens, t = T(z,z¢, 29). Ela representa a localizac¢do z(z,t) da
onda como o resultado de uma fonte pontual secunddria em (zg, z9). Tais fontes secundérias
sao excitadas a cada ponto de uma frente de onda se propagando. Para outras condigoes
iniciais, a equagdo (4) descreve a cinemdtica de qualquer propagacdo de ondas.
Correspondentemente, a equacao da onda-imagem em meios elipticamente isotrépicos a
ser determinada tem uma equagao iconal associada. Esta decreve a cinematica da propagacao
da onda-imagem, i.e., localiza as suas frentes de onda. Sua solucao para uma fonte pontual
pode ser chamada de onda-imagem de Huygens. Neste trabalho, ao contrario da ordem da
abordagem acima, descrevemos primeiramente a onda de Huygens da onda-imagem. Pos-
teriormente, obtemos a equagao iconal por eliminacdo das constantes da condigdo inicial.



Finalmente, estabelecemos a equacao da onda-imagem, sendo ela a equagdo diferencial par-
cial de segunda ordem mais simples com a propriedade de que a metodologia acima possa ser
aplicada nela para reproduzir a equacao iconal associada.

2.1 Parametrizacao dos meios elipticamente isotrépicos

Aqui estamos interessados na remigracao em meios elipticamente isotropicos. Estes sdo car-
acterizados por serem meios com simetria vertical. O seu tensor de elasticidade normalizado
na densidade, i.e., A;; = Cj/p, é dado por uma matriz da forma

A Ap Az 0 0 0
A A Az 0 0 0
A= Az A3 A3 0 0 O
0 0 0 Au O 0 ’
0 0 0 0 Ay O
0 0 0 0 0 Ags

com as restricoes

Ay = Ay — 2466,
(A13 + As)? = (A — Au)(Asz — Aygg).

Desta forma, um meio com tal anisotropia é descrito por quatro parametros elasticos inde-
pendentes.

Para fins de imageamento sismico, o pardmetro do meio mais importante é a velocidade
da propagacao de ondas. Adicionamos aqui uma pequena uma discussdo sobre a velocidade
em meios meios com anisotropia eliptica. Mais detalhes sobre meios com anisotropia eliptica
podem ser encontrados em Helbig (1983) ou Vanelle (2002). Nestes meios, o vetor velocidade
de grupo da onda compressional ou quase-P (qP), 7, é dado por

A A
U= (% sin ¢, 0, %cosqﬁ) ,

onde ¢ é o angulo entre a normal 4 frente de onda e o eixo 2, e

V= \/An sin? ¢ + Ass cos? ¢

é a velocidade de fase da onda.
Concluimos que o valor da velocidade de grupo varia com a dire¢do de propagacao de
acordo com

A%1 sin? ¢+ A§3 cos? ¢ sin?0  cos? -1/
1)) = 0(6) = Y —[ ] , (5)

= +

14 An Ass
onde 6 é o angulo entre o vetor da velocidade de grupo ¥ e o eixo z, chamado de dngulo de
propagacdo. A relagio entre ¢ e 0 é dada pela seguinte equagido (Vanelle, 2002)

A
tan @ = —— tan ¢.
Asz3 ¢



Figura 2: Representacdo grafica do raio conectando a fonte S em (£,0) e o ponto P = (z, 2)
no refletor sismico.

Em funcao da anisotropia, as velocidades de propagacdo de uma onda na vertical e na
horizontal sao diferentes. Pela equacao (5) podemos ver que as velocidades nas diregoes
vertical (6 = 0) e horizontal (0 = 7/2) sao

Vy = A33 e VUp =1V A11.

2.2 Geometria do levantamento sismico

Analisamos a situagdo de um levantamento sismico de afastamento nulo, onde o par coinci-
dente de fonte e detector estd localizado na superficie da terra (z = 0) no ponto S = (¢,0)
(Figura 2).

Sendo x e z as coordenadas de um certo ponto P no meio em questdo e £ a sua distancia
da fonte S, tal que £2 = (z — €)2 + 22, o angulo de propagacio de uma onda que propaga de
S = (&,0) até P = (z, z), satisfaz

cosf = % e sinf = %
Para melhor visualizacao veja Figura 2.

Assim obtemos a representacio alternativa da velocidade de propagacdo, que depende do

angulo de propagacao, em funcao das coordenadas do ponto P

z —§€)? 271712 —-1/2
v(z,2) =4 [% + A—%] = fu, [(p(:z: — {)2 + z2] / , (6)

onde introduzimos o pardmetro ¢ = Az3/A11 = vZ/vi.

Com os resultados desta pequena discussio sobre a velocidade de propagacao nesses meios
em funcao da diregao, podemos descrever o tempo de transito 7' da onda emitida e registrada
em S = (&,0) e refletida em P. A partir da férmula para a velocidade, sabemos que o tempo
que uma onda leva quando parte de uma fonte e chega em um detector no mesmo ponto da

fonte, é
2/ 2

T(&2,2) = ——— = — [p(z — &) +27]

1/2
v(z,z) vy '

(7)

O fator 2 se deve & observagao na equacao (5) que v() = v(6 4+ 7), que implica que o tempo
para a onda chegar ao ponto no refletor é o mesmo do ponto no refletor ao detector.
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Figura 3: (a) Grafico do tempo descrito pela equagio (8) com zg = 1 km, zg =1 km, ¢y =
0.2, p = 08ewv, = 2.5km/s . (b) Familia de curvas dada pela equagio (9) com zy =
1km, zg =1km, g =0.2 e ¢ =0.8 e 0 pardmetro £ assumindo os valores 0.4 km, 0.8 km,
1.2 km e 1.6 km.

2.3 Remigracao

A remigracao tenta estabelecer uma, relacio entre dois meios de propagacao de ondas sismicas,
tais que os levantamentos sismicos resultariam nos mesmos dados. Um destes meios repre-
senta 0 modelo de velocidade errado usado originalmente para a migragao. O outro representa
o modelo atualizado no qual a nova imagem do refletor precisa ser construida.

Supomos que a migragao original tenha sido realizado com um modelo caracterizado pela
mesma, velocidade vertical v,, mas uma outra elipticidade ¢o. Neste meio, 0 mesmo tempo
T da equagao (7), consumido por uma outra onda refletida em outro ponto Py = (zg,29) é
dado por

2£0 2 2 2711/2
T(zo,20) = —F—— = — To — + z . 8
(& 20, 20) o(@o.20) vy [po(x0 — €)* + 23] (8)
A Figura 3(a) mostra o tempo descrito pela equacdo (8) para um conjunto realistico de
parametros (xo, 20, @0, Vy). Adotamos a convengdo de chamar o meio com elipticidade ¢ de

meio M, e o meio com elipticidade ¢y de meio M.

Onda-imagem de Huygens: Para derivarmos a equacao da onda-imagem, seguimos a
metodologia proposta por Hubral et al. (1996a). Primeiramente, queremos achar todos o
pontos P = (z,z) no meio M tais que o seu tempo de reflexdo, descrito pela equagao (7),



seja igual ao tempo de reflexdo (8) do ponto Py = (zg, 29) no meio My. Em outras palavras,
estamos interessados em localizar a chamada onda de Huygens para esta propagacao da onda-
imagem, i.e., o local da imagem z(z) no “instante” ¢, que se “originou” no “instante” ¢y no
ponto Fy. Para tal, igualamos os tempos 7' das equagoes (7) e (8), resultando em

F($aza£a(p) :(p($_£)2+z2_900($0_5)2_z8:0' (9)

Esta equacao representa uma familia de curvas z(z;€) que, para um ¢ fixo, conecta todos o
pontos P no meio M que possuem o mesmo tempo de reflexao T'(¢; z, z) que Py no meio M.
Na Figura 3(b) vemos quatro curvas obtidas da equagao (9) para diferentes valores de €.

O conjunto de pontos P tais que T'(¢; z, z) é igual a T'(&; 2, 29) para todo £ é dado pelo
envelope desta familia de curvas z(z;¢). Esta curva é a mencionada onda de Huygens da
onda-imagem, uma vez que ela representa a imagem no meio M do ponto Py. Sabemos que
a condicao de envelope da familia de curvas é

oF _
oE

que, substituida na equagao (9), fornece a curva desejada. Derivando a equagao (9), obtemos

0,

oz =€) —po(ro =€) =0 = (p— o) =z — pozo.

Logo
©T — PoTy) QT — T To — QT
") a1 1-a 10
onde a = ¢/pg. De (9) concluimos que
2 = po(zo — €)* + 25 — oz — £)?, (11)
e (10) fornece
zo — az]? a?
_£)2 _ 0= = — _
(@0 -8 = - B2 = o)
Ty — QT 2 1
_e2 |20 T - = (p— )2
@-ep=[o- 22— s
A substituigdo destas relagoes em (11) resulta em
2
2 _ 2 @ 2 1 2
Z o=zt Wom(-’ﬂ —x0)” — WW(IE — Zo)
2 po 2 ¥ 2

2 <P(113—300)2
= 2 — 1—a )

que pode ser reescrito como

— )2

s = \/za + oS0 13
¥~ o

A equagao acima descreve a localizagao da onda de Huygens da onda-imagem para a condi¢ao

inicial (zg, 20; @o)- Veja a Figura 4(a) para vizualizar o formato do envelope das curvas dadas

pela equagao (9), ou seja a onda-imagem de Huygens. A Figura 4(b) mostra vérios destes

envelopes para diferentes valores de (.
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Figura 4: (a) Gréfico da familia de curvas (9) com o seu respectivo envelope (13), com os
pardmetros £o = 1 km, zp = 1 km, ¢y = 0.2 e ¢ = 0.8. (b) Grifico das ondas-imagem de
Huygens (13) com o pardmetro ¢ assumindo os valores 0.8, 2.0, 4.0 e 10.

Equagao iconal: Agora queremos eliminar as constantes zg, zp e o da equagdo (13)
em favor de derivadas, para entdo podermos descrever a propagacao da onda-imagem para
qualquer condicao inicial arbitraria. Para isso variamos ¢, ou seja, permitimos que ¢ =
®(x,z). Entdo encontramos uma equagio diferencial para ® cuja solugdo com as condigoes
iniciais (zg, z0; o) é a equagdo (13) resolvida por ¢. Tal equagdo diferencial serd a equagio
iconal da onda-imagem.

Derivando a equacao (13) em relagdo a z, chegamos a

—1 (z — m0)° (z — m0)°
1 = — |90, —— — 00— -9
2z[°"<1>—q>0 (@ —9y)2 ¢
-3, [(® — ®9)P 9 (z — x0)?
= _ PV
2z [ (@ — ®)? (@~ 20) (@ — ®)?
_ 9, 9f(z — )
2z (B —Bp)?
A partir das igualdades acima obtemos,
@%(x — IO)Z — 2_2 (14)
(® — ®)? d,
Diferenciagdo da equacao (13) em relagdo a x resulta em
-1 ®Z(x — z0)? 2(z — zp) -1 [®, Dy (z — o)
0= — |9, 0T "2V | g, " — 0| _ T | 2o, 4 9p 0T 10/}
27 | @32 T B a, 22 |3, o "5,

8



e, portanto,

@, @ [Qo(z —x0)

d, z| -9y |°
Elevando ao quadrado e substituindo a equagao (14), obtemos

(1,2

T

9?2 N P2 29?
o2 209, P2 20,

Simplificando a equagdo acima, chegamos & equagao iconal da onda-imagem
P2 — — . =0. (15)

Equacdo da onda-imagem: Agora queremos encontrar uma equacao diferencial parcial
tal que a equacao acima seja a equacdo iconal associada. Para isso utilizamos a candidata
correspondente a teoria dos raios

p(z,2,0) = po(x, 2) flo — @(z, 2)]. (16)

Derivando a candidata (16) duas vezes com respeito a z, temos

2
pae = S22 ,2) 1 (p — (z,2)) 20, 2) (i — B, ) o () +

2 2
i) 0~ 8(0.2) (G @) — i@ (o - B NG5 @a). (D

Correspondentemente, a derivada mista com respeito a z e ¢ é

Pap = 5 (2,2) (¢ = ®(x,2)) = po(x, 2) f" (¢ — (=, Z))g—f(wa z). (18)

Aplicando a metodologia inversa das equagdes (1)-(4), e observando os termos que multi-

plicam f”, devemos ter
2¢?
Pzz + s Dzp = 0, (19)

para assim podermos reproduzir a equagdo iconal (15). Note que a equagdo acima é a mais
simples que tem a propriedade desejada. Termos adicionais envolvendo as primeiras derivadas
de p com respeito a z, 2z, ou  nao alterariam a equagao iconal associada e, portanto, também
nao o comportamento cinematico da solugao. Como estamos interessados neste momento so-
mente no comportamento cinemético correto da solucao, podemos entao optar por esta forma
mais simples. Chamamos a equacio (19) de equa¢do da onda-imagem em meios elipticamente
1801Topicos.

3 Conclusao

A variagdo da imagem de um refletor sismico sob mudanca do modelo de velocidade pode
ser entendida de maneira andloga & propagacao de uma onda (Fomel, 1994; Hubral et al.,
1996a).



Neste trabalho, derivamos uma equagcao diferencial parcial de segunda ordem que funciona
como equagao da onda-imagem para remigracao em profundidade em meios elipticamente
isotrépicos sob a variacao do parametro de elipticidade. Estudamos a cinemdtica da onda-
imagem nestes meios para derivar a respectiva equagao iconal. Invertendo a metodologia da
teoria dos raios, esta nos fornece a desejada equagao da onda-imagem em tal meio.

A propagacdo de uma imagem em funcdo do pardmetro de elipticidade é muito desejavel
na sismica, uma vez que a velocidade de migracdo correta geralmente nao é conhecida e
migracoes com varios valores dos pardmetros se tornam necessarias. O objetivo da equacao
da onda-imagem deduzida é possibilitar a determinacao de um conjunto de imagens do subsolo
correspondentes a diferentes valores do pardmetro utilizando a equagdo da onda-imagem ao
invés de multiplas migragoes, com o intuito de escolher entre elas a geologicamente mais
fidedigna.

Uma aplicagao interessante desta equagao é quando nas condicoes iniciais tem-se @y = 1,
ou seja, um meio isotropico. Esta estratégia é interessante, pois a migracdo nestes meios ja
é bem conhecida. Desta forma, podera-se aplicar a remigracio para transformar a imagem
migrada obtida em um meio isotrépico em uma imagem referente a um meio anisotrépico.
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