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Resumo

Neste relatorio apresentamos um estudo tedrico-pratico de métodos locais para mini-
mizacao irrestrita com controle de passo. A liberdade inerente a estes métodos é explo-
rada por meio das escolhas para a direcao de descida e o tamanho do passo. As direcoes
sao tomadas com base no método do gradiente e em uma nova proposta de direcao. Para
o tamanho do passo, além dos métodos puros (passo completo) e do passo étimo no caso
do gradiente em problemas quadraticos, analisamos o desempenho do passo espectral de
Barzilai e Borwein para o método do gradiente e de passos aleatérios uniformemente ge-
rados. O ponto de partida é a compreensao dos métodos e das diferentes possibilidades
para o tamanho do passo em problemas quadraticos.

Apresentamos também um conjunto extensivo de testes com problemas de quadrados
minimos nao lineares. Para estes testes, além do método do gradiente com bisseccao e
com os passos propostos por Barzilai e Borwein, utilizamos o método de Gauss-Newton
com passo puro e com bisseccao. Propomos também uma modificacao a partir dos pas-
sos propostos por Barzilai e Borwein, originando duas novas escolhas para o tamanho de
passo. Para a nova proposta de dire¢ao utilizamos algumas modificagoes visando robustez,
entre as quais a busca linear nao monétona de Grippo, Lampariello e Lucidi. A proposta
de Dai, Yuan e Yuan para uma outra escolha de passo no método de maxima descida
também ¢é apresentada. Este estudo proporciona interpretacoes, via interpolagao, para o
primeiro passo proposto por Barzilai e Borwein, para um dos novos passos propostos e
para a nova direcao, possibilitando também a concepcao de um novo passo e de outra
direcao.

Para os testes computacionais o ambiente de programacao é o Matlab. A anélise de desem-
penho é feita via performance profile, conforme o trabalho de Dolan e Moré. Apresentamos
ainda os resultados da submissao eletronica de alguns problemas ao NEOS-server, com a
implementagao das fungoes objetivo em Fortran.
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1 Introducao
O problema considerado em nosso estudo consiste em
min f(z), com f:IR"— IR e feC.

Um minimizador local para f é um ponto z* tal que f(z*) < f(x) para  em uma
vizinhanga de z*, ou seja, existe ¢ > 0 tal que f(z*) < f(z) para todo z tal que
|lo* —z|| <e.

Uma condi¢ao necessaria para x* ser um minimizador local é

Vf(z*)=0.

Para um problema de minimizagao irrestrita com funcao objetivo f, podemos utilizar um
modelo de algoritmo geral que consiste basicamente em trés etapas:

Modelo de Algoritmo Geral para Minimizacgao Irrestrita

e Passo 1-Escolha da direcao de descida:
Tomar d* € IR™ tal que V7T f(z*)d* < 0.

e Passo 2-Determinacao do tamanho do passo:
Calcular A\ > 0 tal que f(z* + \pd*) < f(«*) (Busca Linear).

e Passo 3-Tomar xz**t! = 2% + \.d".

Neste trabalho apresentamos algumas escolhas para direcao de descida e determinacao
do passo, comparando os métodos em testes com problemas quadraticos e de quadrados
minimos nao lineares. Na secao 2 apresentamos os métodos utilizados para problemas
com funcao objetivo quadratica. O primeiro método abordado é o de maxima descida,
com o qual utilizamos o passo determinado por busca linear exata, os passos propostos
por Barzilai e Borwein em [1] e um passo gerado aleatoriamente, proposto por Raydan
e Svaiter em [11]. Apresentamos também outro método sugerido em [11] denominado
Cauchy-Barzilai-Borwein, além de uma nova direcao proposta. Finalizamos a secao 2
com os testes de problemas quadraticos, comparando o desempenho dos métodos. Na
secao 3 apresentamos o problema de quadrados minimos nao lineares, fazendo a conexao
com o problema de minimizacao irrestrita, e destacando as estruturas do vetor gradiente
e da matriz Hessiana da fun¢ao objetivo. Para este tipo de problema utilizamos o método
de maxima descida com bisseccao e com os passos propostos por Barzilai e Borwein, além
do método de Gauss-Newton com passo puro e com bissec¢ao. Estes métodos estao apre-
sentados na se¢ao 3.1 juntamente com algumas modificagoes para os passos propostos por
Barzilai e Borwein, das quais sao originados dois novos passos. Trabalhamos também
com um modelo de busca nao monétona [6] para a nova diregao proposta, visando a con-
vergéncia global do método. Ainda nesta secao introduzimos a proposta de Dai, Yuan e
Yuan [2] para uma outra escolha de passo no método de maxima descida. Este estudo
proporciona interpretagoes via interpolagao para o primeiro passo proposto por Barzilai
e Borwein, para um dos novos passos propostos e para a nova direcao, possibilitando



também a concepcao de um novo passo e de outra direcao.

Finalizamos a secao 3 com um conjunto de problemas-teste extraidos de Moré, Garbow e
Hillstrom [10], comparando o desempenho dos métodos através de gréficos de performance
profile [4], além da submissao eletronica de alguns problemas ao NEOS-server.

2 Problemas quadraticos

Quadraticas sao polindomios com n variaveis contendo termos até segunda ordem. A mi-
nimizacao de quadraticas é um dos problemas mais simples da otimizacao. O ajuste
de parametros relacionados linearmente com os dados, por exemplo, recai em um pro-
blema quadrético ao ser modelado pela minimizacao da soma dos quadrados dos erros. A
minimizacao de quadraticas também ¢é utilizada como subproblema em algoritmos para
problemas mais gerais.

Os métodos utilizados para problemas quadraticos neste trabalho sao detalhados a seguir.

2.1 Método de maxima descida com busca linear exata (MDBLE)

Para a determinacao dos métodos, a primeira direcao escolhida para o passo 1 do al-
goritmo geral é d* = —g*, onde g* = Vf(2%), o que caracteriza o Método de Mdzima
Descida (MMD). Para este método, trabalhamos com algumas escolhas para o tamanho
do passo.

A primeira escolha é obter o passo através de uma busca linear exata para o caso de fungoes
objetivo quadréticas f(z) = 2" Hx 4+ b"z + ¢, cujo gradiente é dado por g(z) = Hz +b,
onde H € IR™™ é a matriz Hessiana de f. A busca linear exata consiste em obter Ay no
passo 2 do algoritmo geral tal que

A\, = arg min f(2* + A\d*) .

Para o caso do método de maxima descida com busca linear exata (MDBLE) temos:

(1)

2.2 Os passos propostos por Barzilai e Borwein

A segunda escolha para o tamanho do passo, utilizada com o método de maxima descida,
é a proposta por Barzilai e Borwein em [1] para problemas quadréticos e estendida por
Raydan [12] para problemas irrestritos gerais. A motivagao para se obter tais passos é fazer
uma aproximacao para a matriz Hessiana Hy = V2 f(2*) da funcao objetivo f e também



para sua inversa M U por matrizes escalares A, = ail e B, = (3. respectivamente,
determinando ay e (5 através das condigoes:

g" = L(2%) (2)
e ¢t = LEY, (3)

onde L(x) = g(z¥) + Hy(x — 2*) é a aproximacao linear do gradiente da funcio f por um
polindémio de Taylor em torno de z*. Notamos que (2) é sempre vélida.

Chamando y*~! = g(z*) — g(2F71) e s*#71 = 2% — 2%1 pela equagao (3) temos que as
constantes «a e [ sao dadas, a cada iteracao, por:
S G i (4)
k (sh—1)T gh~1
© k—1\T, k—1
A i (5)
(yF—1)Tyk—1

Assim temos definidos os passos propostos por Barzilai e Borwein (ai]c e () para serem

utilizados no passo 2 do algoritmo geral, com fungoes objetivo gerais.
Para o caso de uma funcio objetivo quadrética, como y*~! = Hs*~! temos que

(Sk—l)T}iSk—l
(Sk—l)Tsk—l

(Skfl)T}{Skfl
(Sk—l)T}{QSk—l

(BB1) e fr= (BB2) .

A =

2.3 Nova dire¢do proposta (ND)

Estudando os passos propostos por Barzilai e Borwein, tivemos a motivacao de realizar
uma modificacao na escolha da matriz que aproxima a matriz Hessiana.
Fazendo a aproximacao L(x) = g* + H(z — 2*) para o gradiente da funcdo objetivo
por um polinémio de Taylor de primeira ordem em torno de z* e impondo L(z**!) = 0,
resolvemos em cada iteragao o sistema linear

Hksk = _gk ) (6)
onde s¥ = ¥+t — 2% Para os passos propostos por Barzilai ¢ Borwein, aproximamos a
matriz Hj, por Aj ou, para o segundo passo, aproximamos a matriz H, ' por By, onde
Ay, e By sao matrizes escalares (A = agl e By, = [xI). Com estas aproximagoes, pos-
teriormente teriamos que resolver um sistema sobredeterminado via quadrados minimos
para obter as expressoes (4) e (5). Com o objetivo de resolver um sistema que nao fosse
sobredeterminado, aproximamos a matriz Hessiana por uma matriz diagonal em cada
iteracao:

Hy ~ M, = diag(a®)

onde (af)T = (ak,ak, ... oF).

Apos fazer esta aproximacao, do sistema (6) obtemos:

Mst = —gF (7)



Como condicao para a aproximacgao Hy ~ M; vamos impor

k—1 k—1
L") =g"",
obtendo o sistema:
k—1 k—1
Mysh=t =1 (8)
onde s*=1 = gh — k=1 g yb=1 = gk _ gh-1,
Este sistema apresenta n equacdes e n incognitas (af, ab, ... af) e pode ser facilmente
resolvido, de onde obtemos:
k—1
k yl d .
af = 55— , paratodoi=1,...,n. (9)
S
(]

Assim, de (9) e de (7) obtemos uma nova direcao s* tal que:

Skfl
k _ k_ i k
S, = — kgi - k;_1gz‘
Q; i

Entao, com esta nova direcio, a partir do ponto z* temos:
k—1
k+1 _ ok _ S

Z; =T; —

c9r (10)

(2

k+1

onde 27 é a i-ésima componente de z*+1.

Um problema evidente nesta nova diregao ¢é a possibilidade de, em alguma iteragao, uma

componente 37 de 4! ser igual a zero. Quando isso ocorre, ao implementar o algoritmo
k—1

. S.

impusemos a salvaguarda F =1.
i

Outro problema ocorre quando temos sF*

de alteracao para a componente ¢ do vetor x

= 0. Este fato resulta na impossibilidade
k+1 nas iteracoes seguintes, j& que ztt!

i

ko Si koo ok okl k : k-1 S0k okl k2
Ti = 1Y € 8p =& — 4. Assim, se temos s; =0, entdo zy =27 =2 " =...¢€,

k2
se mf # 7, poderemos nao ter uma boa estimativa para o ponto critico. Para evitar este
tipo de problema, na implementacio do algoritmo, quando ocorre s¥~* = 0, impusemos a

salvaguarda
k—1
=9 = lg°ll - (11)

i

S

O termo ||g*|| foi escolhido por conter uma medida da otimalidade, com o objetivo de
k—1
;2_1 g¥ e a distancia entre
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manter uma proporcionalidade entre o que substituira o termo

zF e x*. Como ||g*| converge para zero quando z* converge para x*, para pontos mais

préximos de x* teremos um acréscimo menor em z¥ do que terfamos se 2" estivesse mais
afastado de 2*, quando s¥~! = 0.



2.4 Método de maxima descida aleatério (MDA)

A primeira proposta analisada para métodos de minimizacao irrestrita para problemas
quadraticos, apresentada por Raydan e Svaiter, é o método de mdzxima descida aleatorio,
denominado em [11] por Randomly Relaxed Cauchy method. A idéia desse tipo de método
é, mantendo-se a direcao de maxima descida, permitir uma liberdade de escolha para o
tamanho de passo. Para o caso de funcgoes objetivo quadraticas, o passo é escolhido em
uma regiao que contém o passo determinado pela busca linear exata.

Para o método de maxima descida com busca linear exata temos:

xk+1 — xk‘ - )\kgk ’ (12)

onde A, é dado por (1).
No método de maxima descida aleatorio € introduzido um parametro 6, que produz uma
variacao na escolha do tamanho do passo. Assim para cada iteracao temos:

" = 2F — o \egb (13)

Se 0, = 1, entdo temos o método de maxima descida com busca linear exata dado por (12).
Para garantir o decréscimo no valor da funcao objetivo devemos impor que
fQ@ ) < f(a%).

Como a fungao objetivo ¢ quadrética, f(z) = 32" Hr+b 'z +ce g* = Vf(a¥) = Ha" 4,
temos que

1
f(a:k“) = i(xk - Hk)\kgk)TH(a:k - Gk)\kgk) + bT(a:k — Gk/\kgk) +c

= f(z") = O M(a") Hg" + ;QiAi(gk)THgk — O b’ g"
1 T

= f(@") + O\ KQngk — Ha" — b> g’“}
1

= f(a") + 0N {(2916 - 1) (gk)Tgk}

Como (g¥)Tg* > 0 e Ay > 0, se H é positiva definida, entdo para que f(z*!) < f(z*)
devemos ter Hk(%ﬁk —1) <0, ou seja, 0 < 0 < 2. Assim, o método de maxima descida
aleatério ¢é definido escolhendo-se 6, aleatoriamente no intervalo (0, 2).

2.5 Método Cauchy-Barzilai-Borwein (CBB)

Um outro método foi proposto por Raydan e Svaiter em [11] e denominado método Cauchy-
Barzilai- Borwein.
Para esta nova proposta foram combinadas idéias do método de Barzilai e Borwein e do
método de maxima descida com busca linear exata.

1

O primeiro passo proposto por Barzilai e Borwein consiste em tomar a0 com ay dado

por (4) onde, para o caso quadrdtico y*~1 = Hs*1 e em cada iteragdo temos z*! =

k1 k
T o g



Como s*~1 = 2% — 2~ entdo s¥! = —a: lg’“’1 e

i_ (Sk—l)TSk—l _ (ak—l)2(gk_1)Tgk_1 _
o~ (FOTHS T~ (g )2 THg T~

Portanto, em cada iteracao do método de Barzilai e Borwein, o passo escolhido é equiva-
lente ao passo obtido através de uma busca linear exata na iteracao anterior.

O novo método proposto utiliza este fato aproveitando o mesmo passo duas vezes.
Teoricamente, é criado um ponto intermediario z* através de uma iteracao do método de
maxima descida com busca linear exata:

=2k — N\t (14)

rtir 2 mputa-se uma iteraca mé maxim 1 m rimeir
A partir de z* co ta-se a iteracao do método de ma a descida com o eiro
passo proposto por Barzilai e Borwein calculado com esse ponto intermediario:

xk+1 — Zk _ )\kg(zk) )

Mas g(z%) = HzF + b= g* — \yHg". Assim temos que

P = 28— N+ N2 H Y = 2F — 20 0F + N2HGE

Chamando h* = Hg" temos em cada iteracao:

(9")"g"
Ak = W (15)
€
oM = aF — 2N + NIRF (16)

o que determina o método Cauchy-Barzilai-Borwein. Como este método utiliza em cada
iteragao informagoes de duas iteragoes dos outros métodos, espera-se um melhor desem-
penho quando comparado com MDBLE, BB1 e BB2, o que sera verificado nos testes da
proxima secao.

2.6 Testes computacionais

Inicialmente faremos uma comparacao entre os métodos para problemas com funcao ob-
jetivo quadratica f : IR?> — IR. Em seguida analisaremos o desempenho dos métodos
para problemas de maior dimensao, com uma estrutura diagonal para a matriz Hessiana
e componentes geradas aleatoriamente em um intervalo pré-definido.

Para os problemas bidimensionais, como critério de parada, impusemos que o processo se

repita até que ||V f(z¥)]] < 1077 ou que o niimero maximo de iteragoes 50 seja atingido.
Como os métodos com os passos propostos por Barzilai e Borwein e com a nova direcao

7



exigem dois pontos iniciais para o inicio do processo, para uniformizar o critério de com-
paragao, fizemos a primeira iteragao com a busca linear exata para obtermos o segundo
ponto. Os resultados estao apresentados na tabela 1.

Tabela 1. Resultados dos problemas quadraticos com H positiva definida

Problema Numero de iteracoes

H b c ! MDBLE | BB1 | BB 2| ND | CBB | MDA

[2 0;0 200] [0; 0] 0 | [100; 1] 50 50 10 2 38 50
2 —1;—-1 2] [0; 0] 0| [3;1] 24 11 9 3 5 26
2 0;0 4] [0; 0] 0| [10;1] 10 6 8 2 3 21
[2 0;0 4] [0; 0] 0| [10;5] 18 18 12 2 9 21
2 1;1 4] 1;,=1] [ 1] [5;1] 23 11 9 3 5 26
[4 0;0 6] (3; 1] 2| [0;0] 9 6 7 2 3 20
2 1;1 2] [2; 1] 51| [0;0] 15 8 9 3 4 24
2 1;1 20] [1;1] 0| [0;0] 50 16 10 3 6 46
2 —1;—-1 2] [0; 0] 0| [2;5] 26 11 9 3 5 28
2 0;0 20] [0; 0] 0| [1;5] 7 6 6 2 3 50
2 0;0 20] [0; 0] 0| [5;1] 50 11 9 2 4 50
2 0;0 2] [—5;5] [ 0] [0;0] 1 1 1 1 1 20
[2 0;0 200] |[-10;—=1]]0 | [0;0] 50 8 8 2 4 50
2 0;0 20] [—10;—1] | 0 | [0;0] 15 6 8 2 3 50
2 0;0 4] [—10; 1] | 0 | [0;0] 8 6 6 2 3 21
2 0;0 20] [—5;5] [ 0] [0;0] 50 50 10 2 37 36
[2 0;0 200] [—5;5] | 0] [0;0] 50 50 9 2 37 50
2 0;0 2] [—10;—1] | 0 | [0;0] 1 1 1 1 1 20

Para os 18 testes apresentados, verificamos a rapida convergéncia para a nova dire¢ao pro-
posta, convergindo na maioria dos casos em apenas duas iteragoes, sendo que na primeira
iteracao ¢ feita uma busca linear exata para a obtencao do segundo ponto. A salvaguarda
para a nova direcao nao foi ativada nenhuma vez.

Os passos propostos por Barzilai e Borwein mostram-se comparaveis entre si, sendo que
em 9 testes o segundo passo de Barzilai e Borwein convergiu mais rapido do que o primeiro
passo. Em 4 testes obtivemos a convergéncia mais rapida do primeiro passo proposto por
Barzilai e Borwein. E em 5 testes obtivemos o mesmo nimero de iteragoes para os dois
passos. Em 6 testes o método do gradiente com busca linear exata atingiu o ntimero
maximo de iteragoes.

Em geral, os passos propostos por Barzilai e Borwein convergem mais rapido do que o
passo obtido com busca linear exata, provavelmente pela utilizacao de informacgoes de
segunda ordem da funcao para os passos de Barzilai e Borwein.

Verificamos que o método Cauchy-Barzilai-Borwein supera o método de méaxima descida
com busca linear exata e com o primeiro passo proposto por Barzilai e Borwein em todos
os problemas testados.

Ja o método de méaxima descida aleatorio mostrou-se mais eficiente que MDBLE apenas
duas vezes e superou BB1, BB2 e CBB apenas uma vez.



Para este conjunto de testes observamos o melhor desempenho da nova dire¢ao proposta
quando comparada aos outros métodos.

Por esta nova diregao apresentar informacoes de segunda ordem quando feita a apro-
ximagao para a matriz Hessiana, obtivemos, como no caso dos passos propostos por
Barzilai e Borwein, uma convergéncia mais rapida do que a do método do gradiente com
busca linear exata. Além disso, como usamos mais informagoes do que na deducao dos
passos propostos por Barzilai e Borwein, ja que aproximamos a matriz Hessiana por uma
matriz diagonal ao invés de uma matriz escalar, este fato resultou em uma convergéncia
mais rapida para esta nova direcao quando comparada com BB1, BB2 e CBB.

Um fato curioso percebido ao acompanharmos as saidas numéricas com os resultados dos
testes foi a igualdade do tamanho dos passos nas iteragoes k e k42 do método do gradiente
com busca linear exata. Um exemplo deste comportamento pode ser visto na tabela 2,
para um problema quadratico com Hessiana definida positiva.

Tabela 2. H=1[2 0;0 20],b=10,0]", c=0e ' =[1,5]"

f(z*)

IV f (M)

A

O 1 O UL i W N |

2.510000000000000e+002
8.099676012959481e—001
2.613735120116261e—003
8.434425361210619e—006
2.721757481326725e—008
8.783009475934728e—011
2.834244269873318e—013
9.146000130502119¢—016

1.000199980003999¢e+-002
1.800287952489099e+-000
3.227607882948753e—001
5.809461810835764e—003
1.041536978038330e—003
1.874691572806128e—005
3.361000827739975e—006
6.049559507551593e—008

5.001799928002880e—002
40982071713147408e—001
5.001799928002880e—002
4.982071713147409¢—001
5.001799928002881e—002
40982071713147411e—001
5.001799928002880e—002

No método do gradiente com busca linear exata, duas direcoes consecutivas sao ortogonais,
ou seja, (g*)T(g") = 0, para todo k.

Logo g"*! é perpendicular a ¢* e também a ¢g**2. Para ¢* € IR?, teremos entdo g* e gF*2
com a mesma diregao. Assim seus vetores unitarios correspondentes serao os mesmos
g* gh+?
gl [lg*+2]
ou seja,
k
k [T e
7 g "
Com a busca linear exata para fungoes quadraticas temos o passo:
N R (1)
* (¢)THG
Substituindo (17) em (18) e chamando ”gfi!” = ¢, temos:
\ (e )
(E(g"2)T)H(Eg"2)




Como £ é um escalar, temos:

52 (gk+2)Tgk+2

Ak = ?(gk+2)THgk;+2 -

>\k+2 )

comprovando assim a igualdade dos passos nas iteracoes k e k + 2 para o método do
gradiente com busca linear exata para problemas bidimensionais.
Um outro exemplo bidimensional testado foi a fungao f(x) = %ZBTH x, com a matriz
2 1
1 4
nova dire¢ao pode nao ser de descida em alguma iteracao.

Com o ponto inicial 2! = (—6.1,5.1)7 temos os resultados da tabela 3 para a nova direcao.

positiva definida H = . Com este teste verificamos um resultado importante: a

Tabela 3. Resultados do problema bidimensional para a nova direcao

k at f(*) (s")'g"

1 (—=6.1,5.1)T 58.1200 —

2 | (—3.5714,0.0071)7 12.7293 3.6115¢+003
3 | (—510.2000,1.0184)T | 2.5979¢+005 —5.1957¢+005
4| (0,-1.7764c—015)T | 6.3109¢—030 —

Pelos resultados da tabela 3 notamos que s? nao é uma direcao de descida, ji que
(s)Tg? > 0. Do segundo para o terceiro ponto percebemos um grande crescimento do
valor da funcao objetivo. Porém, este fato nao comprometeu a convergéncia do método,
com o decréscimo do valor da funcio objetivo para 6.3109 * 1073 no ponto final.

O proximo conjunto de testes apresentado é para problemas de dimensao maior. Para
isto utilizamos fungoes do tipo f(x) = 7 Hx, onde H é uma matriz hessiana diagonal
com elementos aleatoriamente gerados entre 1 e 1000. O ponto inicial adotado foi o vetor
com todas as componentes iguais a 10°, com a dimensao correspondente. Com isso foram
gerados graficos comparativos da norma do erro com o ntimero de iteragbes. A norma do
erro é dada pelo préprio ¥, j4 que neste caso sabemos que a solucdo é sempre a origem.
Como critério de parada impusemos que o processo se repita até que ||z*|| < 10712 ou que
o nimero maximo de iteragoes 500 seja atingido. Os resultados estao apresentados nos
graficos da figura 1 e na tabela 4, onde dim é a dimensao do problema, A é o maior auto-
valor de H e a é o menor autovalor de H, exibidos para verificarmos o condicionamento
da matriz.

Tabela 4. Resultados dos problemas quadraticos com H diagonal
positiva definida com elementos gerados aleatoriamente entre 1 e 1000

Problema Métodos
Dim a A MDBLE | MDA | BB1 | BB2 | CBB | ND
5 194.3338 | 664.9781 44 66 25 22 12 3
10 8.2362 | 757.0777 500 500 | 218 | 233 86 3
100 4.3308 | 997.6388 500 500 | 408 | 373 | 186 3
1000 | 1.6218 | 999.6068 500 500 | 500 | 500 | 404 3
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Figura 1 - Graficos comparativos da norma do erro com o nimero de iteragdes para os problemas
da tabela 4.

Para os quatro problemas testados o método proposto por Raydan e Svaiter (CBB) obteve
melhor desempenho quando comparado aos métodos MDBLE, BB1, BB2 e MDA. A nova
direcao proposta continua superando os demais métodos para problemas quadraticos de
maior dimensao com a matriz hessiana diagonal e positiva definida, nao sendo comparada
graficamente com os demais métodos por resolver os problemas com apenas 3 iteragoes.
Tal comportamento se justifica pelo fato dos problemas serem diagonais, o que torna o
método com a nova direcao idéntico ao método de Newton? a partir do segundo ponto,
que é obtido do primeiro através de uma iteracao do método de méaxima descida com
busca linear exata.

Para a nova direcao temos Ms*~1 = y*~! pela relacdo (8), sendo que y*~1 = ¢g* — ¢
Hs* ! para problemas quadréticos. Assim, se H é diagonal, temos que a aproximacao da
matriz Hessiana pela matriz M, é exata.

A terceira iteracao calculada pela nova dire¢ao foi necessaria para atingir a precisao exigida
pelo critério de parada. Como exemplo, para o problema de dimensao 100, tivemos
|zt = 107, ||2?|] = 5.0652 * 10°, ||23|| = 4.2070 * 10710 e ||z*|| = 3.7404 * 10~2.

k-1 k=1 _

20 método de Newton converge em uma iteracdo para problemas quadraticos estritamente convexos,
e neste caso a direcdo de Newton é d* = —H~1g*
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Pelos graficos percebemos um comportamento parecido entre BB1 e BB2, superando sem-
pre MDBLE e MDA. Quando comparamos o método de maxima descida com busca linear
exata e o método de maxima descida aleatério, percebemos um melhor desempenho de
MDA para problemas de maior dimensao. A tabela 1 (problemas de dimensao 2) e o pro-
blema de dimensao 5, apresentado na tabela 4 e na figura 1, ilustram que para problemas
de dimensao menor o MDBLE pode ter um melhor comportamento do que MDA.

Realizamos ainda testes para problemas quadraticos min 27 Hx com matriz Hessiana densa,
e positiva definida de dimensoes maiores.
Para a construcao dos problemas, utilizamos matrizes H = QDQ”, onde D = diag(d) é
a matriz que armazena os autovalores d; de H e () é uma matriz ortogonal construida
através da transformacao de Householder e dada por:
T
Q=T-2""—.
uTu

As componentes dos vetores d e u foram geradas aleatoriamente nos intervalos (1, 100) e
(—1, 1), respectivamente.
Os métodos foram programados em Matlab explorando-se a estrutura para os produtos
matriz-vetor, sem o armazenamento efetivo da matriz H. Como critério de parada impu-
semos que o processo se repita até que [|z*|| < 1077 ou que o nimero maximo de iteragoes
500 seja atingido. O ponto inicial adotado foi o vetor com todas as componentes iguais
al.
Além dos métodos utilizados para os testes anteriores, utilizamos a nova direcao com
uma correcao para que seja de descida em todas as iteracoes, a qual chamaremos de
nova dire¢io de descida (ND desc). Para esta outra versdo da nova dire¢ao, adotamos
of = %

(3

J=r|, obtendo sempre (s")Tg* <0, ja que

n k\2
T k (9:)
(S)g_ ;O[f ’

o que caracteriza a diregdo de descida. Para este conjunto de testes a salvaguarda (11)
nunca foi ativada para a nova direcao em suas duas versoes.

Na tabela 5 apresentamos os resultados, onde dim é a dimensao do problema, A e a sao
o maior e o menor autovalor da matriz H, respectivamente.

Construimos ainda os graficos comparativos da figura 2 com o nimero de iteracoes e a
norma do erro, que neste caso é igual a ||z¥||, j4 que a solucao do problema é a origem.

Tabela 5. Resultados dos problemas quadraticos com H positiva definida

Problema Métodos
Dim a A MDBLE | MDA | BB1 | BB2 | CBB | ND | ND desc

2 20.1592 | 63.2568 14 25 8 6 4 3 3

3 20.1592 | 75.9266 27 29 16 13 6 7 59
4 8.0685 | 75.9266 66 51 20 22 14 | 291 109
5 1.7171 | 75.9266 194 168 46 41 18 | 500 500
10 | 17.1781 | 92.2973 44 38 18 18 10 49 38
15 | 3.5285 | 86.6780 198 102 53 55 29 | 335 157
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Figura 2 - Graficos comparativos da norma do erro com o nimero de iteragdes para os problemas
da tabela 5.

Pelos gréaficos notamos ainda um bom comportamento da nova direcao para problemas
bidimensionais, superando os demais métodos. Porém, com o aumento da dimensao do
problema, a nova dire¢ao nao apresenta um bom desempenho. Para estes problemas CBB
apresenta o melhor desempenho, seguido por BB1 e BB2, que competem entre si.

Comparando ND e ND desc, percebemos um melhor desempenho de ND desc, superando
também MDBLE para os problemas de dimensao 10 e 15 com 38 e 157 iteragoes, respec-
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tivamente, contra 44 e 198 iteracoes de MDBLE. Podemos notar também pelos graficos o
comportamento nao mondétono da nova direcao.

3 Problemas de quadrados minimos ndo lineares

O problema de quadrados minimos pode ser visto como um caso especial de problemas de
minimizacao irrestrita, apresentando uma estrutura diferenciada. Escolhemos este tipo
de problema para o teste dos métodos estudados devido a sua importancia, podendo ser
utilizado no contexto de ajuste de curvas para um conjunto de dados ou ainda na resolucao
de um sistema sobredeterminado, com um maior nimero de equagoes do que graus de
liberdade.

Um problema de quadrados minimos consiste em, dada a funcao R : R" — IR™,m > n,
resolver

min || R(z)]* . (19)

xeR™

Chamando .

fl@) = ||R(=)|* = Zl(?”i(x))2 :
i

onde 7;(x) é a i-ésima componente da fun¢ao R, podemos reescrever (19) no formato geral
dos problemas de minimizacao irrestrita:

min f(x), com f:R"— R. (20)

zelR™
No caso em que as fungoes r;(z) sdo lineares, temos um problema de quadrados minimos
lineares e a fung¢ao objetivo f do problema de minimizacao irrestrita (20) é quadrética.
Para problemas de quadrados minimos nao lineares a funcao f é nao quadratica.
Estudaremos o comportamento de alguns métodos apresentados na se¢ao 2 deste relatorio
para a resolucao do problema de minimizacao irrestrita associado ao problema de qua-
drados minimos.
Para isto precisamos da definicao de g(z) e H(x), respectivamente o gradiente e a matriz
Hessiana da funcao objetivo f calculados em .
A primeira observacao importante é que a funcao f pode ser expressa da seguinte maneira:

f(z) = R(x)" R(x) . (21)
Se J(x) € IR™*™ é a matriz Jacobiana de R, ou seja, a matriz das derivadas primeiras
de R: ori(a)
T\ X
Jij(x) = Pu;
entao:
g(x) = Vf(z) =2J(2)" R(x) , (22)

e a matriz Hessiana é dada por:



Com isto temos os elementos necessarios para os métodos apresentados na préxima secao,
com os quais realizamos alguns testes para problemas de quadrados minimos nao lineares.

3.1 Meétodos utilizados para os testes computacionais
3.1.1 Método da maxima descida com bisseccao

Para o caso quadratico utilizamos o método de méxima descida com passo obtido por
busca linear exata. Porém, para o caso de fungoes nao quadraticas, o subproblema de
busca linear exata se transforma em um novo problema de minimizagao, cujo custo dis-
pendido para se obter a solucao, na maioria das vezes, nao justifica o beneficio obtido.
Por este motivo optamos por utilizar o método de méaxima descida com bisseccao.

Este método consiste em, a cada iteracao, obter o préximo ponto através de:

2= gk AgF (24)
onde A € {1, 3, 1,...} ¢ 0 maior nimero para o qual se verifica f(z" — Ag¥) < f(2*). E
outras palavras, inicialmente adotamos A = 1 e se f(2* — \g¥) > f(a*) fazemos \ =
até que f(z% — \gF) < f(2*).

Uma desvantagem deste método é o nimero de avaliagoes extras de fungao que podemos
ter em cada iteragao.

ol S

3.1.2 Método da maxima descida com os passos propostos por Barzilai e Borwein e algumas
modificacoes

Para problemas de minimizacao de funcao objetivo nao quadratica também podemos
utilizar o método de maxima descida com os passos (4) e (5) propostos por Barzilai e
Borwein. Assim teremos em cada iteracao:

1
xkz-‘rl — [L‘k o 7916 (BBl)
Qg
e
2 = 2% — Bt . (BB2)

Pensando na possibilidade de obter novos passos para serem utilizados com o método
de méaxima descida, fizemos algumas modificagoes baseadas na proposta de Barzilai e
Borwein.

Como visto anteriormente, os passos propostos por Barzilai e Borwein sao obtidos ao se
fazer uma aproximacao para a matriz Hessiana Hj, e para sua inversa H, ! por matrizes
A = apl e B, = (i1, respectivamente. Em seguida as constantes ay e (5, sao obtidas em
cada iteracao através das equacoes:



onde L(z) = g(z*) + Hyp(x — 2*) é a aproximacao por uma série de Taylor de primeira
ordem para o gradiente da funcao f ao redor de z*.
Uma nova idéia é, ao invés de utilizarmos a equacao (26), utilizarmos a informagao de um

ponto intermedidrio z® entre 2%~ e z*:

g(z") = L(z") , (27)

onde 2% = 2% — ¢s*71 com ¢ € (0,1). O objetivo desta escolha é obter uma melhor
aproximacao para Hy.
Assim de (27) temos:

g(z") = g"+ Hy(z" —2")
— gk . CHkSk—l

Lk~ g .

= Hksk_l = -
C

Chamando y* = 1(g(*—g(2*)) e aproximando H; por Ay = axl e Hy' por By = (il
temos respectivamente dois novos passos &ik e [ com

&, = m (28)
Be = W (29)

Notamos que, para o caso quadratico,
o 1 k a 1 k k k—1 k—1 k—1
y*=—(Hz"+b—Ha" —b)=-H(@@"—2"+ecs" " )=Hs" =y,
c c

ou seja, 0s Novos passos propostos sao idénticos aos passos originais propostos por Barzilai
e Borwein.

Uma desvantagem destas novas propostas é a avaliacao extra do gradiente no ponto x®
em cada iteragao.

Para a implementacao em Matlab destas duas novas propostas para os testes realizados
na se¢ao 3.2 adotamos ¢ = 0.1.

3.1.3 Nova direcdo proposta e algumas modificagdes

Como no caso dos passos propostos por Barzilai e Borwein, a nova direcao proposta na
secao 2.3 também pode ser utilizada para problemas nao lineares mais gerais.
Para a nova direcao, a cada iteracao temos

ZH = gk gk
onde d* = s¥ = —M,_'¢g* com M, = diag(a*) uma matriz diagonal que aproxima a

matriz Hessiana Hj, e cujas componentes sio dadas por of = ¢~ /sF1,
Para esta direcao estar bem definida, devemos colocar algumas salvaguardas no algoritmo.

16



A primeira salvaguarda é ativada se a relacdo |y¥~'| > ¢, com € > 0, nao for satisfeita,
ja que se ]yf‘ll for muito pequeno, teremos a componente df da direcio muito grande
quando comparada &s outras. No algoritmo implementado utilizamos 7' = 1 quando
ly¥~!| < ¢, onde ¢ é a mesma constante utilizada para o critério de parada ||g(z*)|| < e.
A segunda salvaguarda é ativada quando temos |s¥7!| < e. Se sf~' = 0, teremos d¥ = 0
e, consequentemente, s¥ = 0. Assim nao conseguiremos alterar o valor da i-ésima com-
ponente da seqiiéncia de pontos {z*}. Quando isso ocorre e z¥ # x*, com z* um ponto
estacionario, o método nao convergird para a solugao. Se \sf’ll < g, para evitar passos
pequenos longe da solucdo, adotamos no algoritmo s¥~! = ||s*~1||.
Esta é a primeira versao da nova direcao que serd testada para problemas de quadrados
minimos nao lineares.

Ampliando nosso estudo, percebemos que esta direcao ainda nao esta definida como uma
direcao de descida. Para que isto ocorra, lembramos que d* deve ser tal que (d*)Tg* < 0.
Assim para d* ser caracterizada como uma direcao de descida devemos ter:

—(g")" M 'g" <0

Uma condicao suficiente para assegurar este resultado é impor que M} seja uma matriz
positiva definida. Como M, é diagonal, entao devemos ter af > 0. Impomos esta condigao
substituindo os elementos da matriz My por seus respectivos valores absolutos, de onde
obtemos:

k—1
8.
k 7 k
dz‘ - T | Tk g; -
Yi

Com as mesmas salvaguardas feitas anteriormente, implementamos em Matlab esta se-
gunda versao para a nova dire¢do, a qual chamaremos de nova direcao de descida (ND
desc).

Com estas modificacoes temos bem definida a direcao d*. Porém, com o objetivo de me-
lhorar a convergéncia do método para funcoes nao quadraticas, utilizamos também um
modelo de algoritmo com testes para a norma de d* e para a condicdo do angulo entre
d* e —gk (ver, p. ex. [5] e [8]), além de utilizarmos um modelo de busca nao monétona
para o passo, baseado no estudo feito por Grippo, Lampariello e Lucidi em [6]. Esses
ingredientes completam a nova dire¢dio com busca nao mondtona (ND BNM).

Com a direcao de descida d* bem definida, o préximo passo serd analisar a norma do
vetor d*.

Para evitar passos muito pequenos quando z* estd longe da solucdo, podemos vincular
|d*|| com a norma de g*. Assim verificamos se

ld*|| > vllg"|| (30)

com v, € R, 71 > 0. Caso [|d*|| < 71]¢"||, tomamos d* como um vetor de norma igual a
71]lg"||, fazendo no algoritmo:
¥

dk<_71
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Também devemos evitar passos muito grandes, verificando se

12| < llg®Il (31)

com 7y € IR, 5 > 0. Caso ||d*|| > 72||¢g¥||, fazemos no algoritmo:

k
g H k
dk<—”ng dr .
[[a*|l

Um outro problema ocorre quando o angulo 6 entre d* ¢ —g* é préximo de 7+ No caso em
que d* é quase ortogonal a —g*, podemos ter pouco decréscimo da funcao objetivo. Para,
evitar este tipo de problema, aceitamos a direcao se o cosseno do angulo 6 for maior que
uma certa tolerancia £ € IR, que corresponde ao cosseno de um angulo limite escolhido
menor que 5. Estamos interessados em angulos ¢ menores que este angulo limite.

Assim queremos que

9 — _(Qk)Tdk > T gk < _ella®|l||d* 39
Caso isso nao ocorra adotamos d¥ = —g*.

Apés escolhida a direcao d*, podemos definir
"t =2k tdh

onde t > 0 é o passo a partir de z* na direcao d*.

Estamos interessados em obter pontos z**! tais que f (xk“) < f (xk) Entretanto, po-
demos ser mais exigentes e pedir um decréscimo suficiente no valor da fungao objetivo
através da condicdo de Armijo:

fla +td%) < f(a*) + pt(d")"g" | (33)

com (3 € (0,1), (ver, por exemplo Friedlander [5]).

Baseado na condicao de Armijo, foi proposto um modelo de algoritmo com busca linear
nao mondtona em [6], o qual se mostrou eficiente para o problema de minimizagao irrestrita
utilizando-se o método de Newton.

Com base neste modelo, ao invés de utilizar a condi¢ao de Armijo (33) para a determinagao
do passo t, utilizamos uma busca nao mondétona exigindo que:

fla® +td") < max [f(a")]+ pt(d") ", (34)
0<j<m(k)
onde m(k) = min[k, M|, com M inteiro e positivo.
Este modelo permite uma certa liberdade para o método, podendo ocorrer o acréscimo
no valor da funcao objetivo em alguma iteracao, mas assegurando um decréscimo sufi-
ciente para f com relacao ao maximo valor funcional ao longo de um niumero prefixado
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de iteragoes prévias. A figura 3 ilustra graficamente a liberdade inerente a esta busca,
associada a escolha para o inteiro positivo M que define m(k). Tal escolha implicard em
uma possivel translacao da fronteira da regiao estabelecida pela condi¢ao de Armijo (33).
Como conseqiiéncia, o intervalo admissivel para o tamanho do passo [0, ﬂ, sera, em geral,
expandido para [0, 7] pela condi¢do mais tolerante (34).

Y

L AYENY
o nax [F(2)]

~y = f(ah) + pi(d*) g
Figura 3 - llustracdo para a busca ndo monétona.

Utilizamos o algoritmo com busca nao mondétona pelos bons desempenhos apresentados
por Grippo, Lampariello e Lucidi em [6], na associagdo com o método de Newton, com os
passos propostos por Barzilai e Borwein em Raydan [12] e com a nova proposta de passo
por Dai, Yuan e Yuan [2], que apresentaremos na proxima se¢ao. Com isso desejamos
obter um algoritmo com convergéncia global para a nova direcao.

Grippo, Lampariello e Lucidi apresentam um resultado de convergéncia global para um
modelo algoritmico com as modificagoes realizadas. A seguir apresentamos o teorema cuja
demonstracao pode ser encontrada em [6].

Teorema de convergéncia global para o algoritmo com busca nao mondétona:
Seja {z*} uma sequéncia definida por
e = 2F 4+ t,db com dF £0 .
Vamos supor que as seguintes hipdteses se verificam:
1. Qo= {z: f(z) < f(z")} é um conjunto compacto.
2. Existem ¢; e ¢o niimeros positivos tais que
(¢")'d" < —alldt|?
k k
1| < eallg” - (36)

@
—

w

Ot
~

1

N



3. t, = o™a, onde o € (0,1), a > 0 e hy é o primeiro inteiro nao negativo h para o
qual
Flat + otadt) < max [F(a*9)] + fo"algh)d"
0<j<m(k)
onde m(0) = 0e 0 < m(k) < minm(k —1)+1,M], k > 1, com g € (0,1) e M
inteiro nao negativo.

Entao temos que:
e a sequéncia {x*} permanece em () e todo ponto limite T satisfaz g(z) = 0;
e um ponto limite de {2*} ndo é maximo local de f;

e se o nimero de pontos estacionarios de f é finito em g, entdo a sequéncia {z*}
converge.

Notamos que a relagao (31) do algoritmo para a nova diregdo com busca ndo mondtona,
é equivalente a hipé6tese (36) do teorema, com ¢y = 75. Também da relagao (30) temos
—||d*|| < =yllg¥|l, que junto com a relagdo (32) resulta na condicio (35) do teorema:

(")Td* < —em|lg"|? |

com c¢; = &y.

A hipétese 3 do teorema ¢ satisfeita por (34), com a =1, 0 = 0.5 e m(k) = min[k, M].
Logo, com o resultado de Grippo, Lampariello e Lucidi, temos a garantia de convergéncia
global com a nova direcao fazendo-se uma busca nao monodtona, para fungoes que sa-
tisfacam a hipotese 1 do teorema. Porém, nada podemos assegurar sobre a velocidade de
convergéncia do método.

Para os testes computacionais adotamos v, = 0.5, 75 = 10°, £ = 0.1, 8 =0.1 e M = 10.

3.1.4 A proposta de Dai, Yuan e Yuan e outras interpretagdes para as novas propostas de
passo e direcao

Em [2], Dai, Yuan e Yuan interpretaram a escolha do primeiro passo proposto por Barzilai
e Borwein através do conceito de interpolagao e propuseram um novo passo para ser
utilizado com a direcao de méaxima descida. O nosso objetivo é estabelecer uma conexao
com o estudo apresentado em [2], dando uma interpretacao via interpolacao, para as novas
propostas de passos e de direcao.

A idéia de Dai, Yuan e Yuan é, inicialmente, aproximar a funcao objetivo f por uma
quadrética (Taylor de segunda ordem) em torno de x*:

Fla) = F) + (6N (o = )+ 3 (o — 2 Hylw — o)

k-1

Fazendo esta aproximacao para f em pontos da forma z* + 05", com 6 € IR, ou seja,

pontos que pertencem a reta que passa por zF e xk_l, temos:

f(a®+0s"71) >~ f(a®) +6(g")s* T+ f(skl)THkskl =q(0) .
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Para interpolar a funcao f por esta quadrética, devemos impor trés condigoes. KEstas
condicoes sao estabelecidas fazendo

df (% 4 0551 dq(0)

k k—1y _
flz®+6s"")=¢q(d) ou p7 =

para algum valor de #, o que equivale a:

f@F+ 0551 = f@®) +0(gF) s+ f(sk_l)THksk_l (37)

(x + 65k )T k=1 — (gk)Tsk’l—i-G(sk’l)THksk’l. (38)

Antes de escolher 6 para impor as condigoes (37) e (38) fazemos a aproximagao Hy ~ tI
para deduzir o primeiro passo proposto por Barzilai e Borwein e um dos novos passos
propostos na secao 3.1.2.

A escolha de # se limitara ao intervalo [—1,0] para utilizarmos informagoes dos pontos

xk 2Pt e 2® = 2% — e, com ¢ € (0,1). Assim teremos trés escolhas possiveis para 6
m (37) e (38): # =0,0 =—1e 0 =—c, que resultam nas expressoes abaixo.
Para 6 = 0:
f@®) = fa®) (39)
()7 = (g (10)
Para 0 = —1:
t
P = Fh) — () ()T (a1)
(gk—l)TSk—l — (gk)TSk 1 t( k 1)Tsk—1 (42)
Para 0 = —c:
ay k BT gh=1 4 CthlTkl
fa®) = f@") —elg’) s+ () s (43)
g(.l’a)TSk_l — (gk)Tsk 1 Ct( ) k—1 (44)

Como as condigoes (39) e (40) sdo sempre satisfeitas, o que caracterizard cada método
serd a escolha da terceira condicao.
Impondo (42) obtemos o primeiro passo proposto por Barzilai e Borwein:

t o (yk;—l)TSk—l ’

conforme estabelecido em (4).
Utilizando a condigao (44) obtemos um dos novos passos que apresentamos anteriormente:

1 (sh )Tk
T (yo)Tsh—1
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onde y* = (g" — g(27)).
Da condicdo (41) temos o novo passo proposto em [2]:

1 B (Skfl)Tskfl

t 2(f(akt) — flak) + (gF)TsE)
E, finalmente, com a condi¢ao (43) obtivemos uma nova proposta utilizando informagoes
de um ponto intermediario z*:

1 _ CZ(Sk—l)Tsk—l

t2(f(xe) = f2F) +c(gh)Tsh 1)

A desvantagem desta escolha é a avaliagao extra da funcao no ponto x® em cada iteracao.
Porém este calculo tem, em geral, um custo menor do que o célculo de g(z®*) em cada
iteragao, que era necessario para o novo passo proposto na secao 3.1.2.

Para a implementacao computacional, adotamos ¢ = 0.1.

Para a interpretagao, via interpolacao, da nova direcao proposta, aproximamos a matriz
Hessiana por My = diag(a*) e utilizamos a condicio (38) com 6 = —1:

(gk71>T8k71 —_ (gk)TSkfl o (Skfl)TMkSkfl )

Assim temos:

(MysP=t — 1Tk~ =0 (45)
Para a deducao da nova direcao impomos M;s** — y*~1 = 0, o que resulta em
k-1
E_ Y
o = 5T - (46)

Através desta nova interpretagao, percebemos que (46) nao ¢ a tnica solucao de (45).
Chamando u* = M,,s*~1 — y*~1 para satisfazer (45) devemos ter:

SufsiTt=0. (47)

=1

Para obter uma outra escolha para M}, tomamos sucessivamente, e sem repeticao, dois
nuimeros inteiros aleatérios (i e j) entre 1 e n e impomos ufsf‘l = —u?s?‘l para que a
relacdo (47) seja satisfeita, com a anulagao dos termos do somatério dois a dois.

Para isso, construimos inicialmente um vetor v com componentes iguais aos numeros
inteiros de 1 a n permutados aleatoriamente. Esta permutagao nos fornecera a ordem dos
termos da soma em (47) que se anularao.

A partir dai adotamos

k1 1, sei=wv(l),...,v(0)
: 1, sei=v(l+1),...,0(20),

22



com 2¢ =n sen é par ou 2{ + 1 = n se n é impar.
No caso de n fmpar adotamos u* = 0.

n —

Como uf = aFst1 — yF~1 temos:
k—1_k—1
MOSH e i = u(1),.. 0(0),
k—1_k—1
af =¢ U (s’:il); , sei=v(l+1),...,0(20)
yh1 ) o
e, sei=v(n)=v(20+1) en é impar

Assim temos a deducdao de uma outra proposta de direcao, a nova direcio modificada

(ND mod):

de onde obtemos o préximo ponto z*+1 = zF + d*.

Para a implementacio computacional, como salvaguardas impomos o = 1 quando s¥~! =
Oouyftsft+1=0parai=uv(l),...,0), yFtsét —1=0parai=v(l+1),...,v(20)
e yf(:s = (0 para n impar.

3.1.5 Método de Gauss-Newton

Para os problemas de quadrados minimos nao lineares, ao invés de utilizar o método de
Newton que envolve o calculo da matriz Hessiana da funcao objetivo, usamos o método
de Gauss-Newton.

Para o método de Newton, teriamos em cada iteracgao:

2 = gF N\ HLgE

onde H, ' é a inversa da matriz Hessiana avaliada em z*.

No caso de problemas de quadrados minimos, Hy é dada por (23):

Hy =2 (J(xk)TJ(:ck) + im(xk)v2ri(a:k)> .

i=1

Quando o residuo na solugao é zero, ou seja, r;(z*) = 0, entao H* = 2J*T J* e neste caso
podemos assumir que perto da solucao teremos

m

Z(Ti(m)v2ri(x)) ~0.

=1

Com esta aproximacao em mente, o método de Gauss-Newton consiste em a cada iteracao
tomarmos

Hy = 2J (%) J(2F) . (48)
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¥ o préximo ponto no método de Gauss-Newton sers dado

Assim, a partir de um ponto x
por:

P = gk — A (2T ()T T (2F) g (49)

Outra interpretacao para o método de Gauss-Newton pode ser obtida aproximando, a
cada iteracdo, a fungao R(r) em torno de ¥ por um modelo linear:

R(z) ~ R(z*) + J(2*)(x — 2*) = L(z) .

Assim o problema de quadrados minimos nao lineares min R(z)" R(x) se reduz a um
problema de quadrados minimos lineares a cada iteracao:
min L(z)" L(z) = min ||J(2%)z + R(2*) — J(2*)2*|? . (50)
reIR™ reIR™
A solucao de (50) sera o ponto 2% obtido em cada iteragao e tal que o vetor J(z*)a* 1+
R(z*)— J(2*)2* seja ortogonal & imagem de J(x*), o que implica em (J(x*)2x* 1+ R(2*) —
J(xF)xk) pertencer ao nicleo de J(z*)T, ou seja, x¥+1 deve ser tal que

J(@MT (T (@) + R(z¥) — J(2®)2*) =0 .

Notamos que desta tiltima expressao, usando (22), recaimos em (49) com A, = 1.
Também fizemos a implementacao do método de Gauss-Newton com bisseccao, que con-
siste em inicialmente adotar A\ = 1 e se nao houver decréscimo na funcao objetivo fazer
A =3 até que f(zF) < f(2F).

A vantagem do método de Gauss-Newton é a nao utilizacao das segundas derivadas da
funcao R(z), o que poderia ser computacionalmente caro.

Por outro lado, este método aproxima a matriz Hessiana considerando que o residuo na
solucao é nulo ou proximo de zero. Se este residuo for grande na solugao, o método
de Gauss-Newton pode nao apresentar bons resultados. Além disso, para problemas
fortemente nao lineares, o método de Gauss-Newton também nao apresenta, em geral,
um bom desempenho.

3.2 Testes realizados

Para comparar os métodos apresentados anteriormente para problemas de quadrados
minimos nao lineares, utilizamos algumas fungoes teste apresentadas por Moré, Garbow
e Hillstrom em [10]. A anélise comparativa serd feita através de graficos de performance
profile, seguindo a técnica apresentada por Dolan e Moré em [4]. Além dos métodos es-
tudados, apresentaremos os resultados da submissao eletronica de alguns problemas ao
NEOS-server?, optando pelo método de Newton com regices de confianca para resolveé-los.

Para os problemas de quadrados minimos nao lineares

min F(z)" F(x)

zeIR™

utilizamos as seguintes funcgoes F' : IR" — IR™ extraidas de Moré, Garbow e Hillstrom
[10] com os seus respectivos pontos iniciais zg:

3http://www-neos.mcs.anl.gov
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

. Linear function - full rank

n=10,m=20ezy=(1,...,1)T € RY

Linear function - rank 1
n=10,m=20exzy=(1,...,1)T € R1°

Linear function - rank 1 with zero columns and rows

n=10,m=20exzo=(1,...,1)T € RY

Rosenbrock function
n=2m=2ex=(—121)7T

. Helical valley function

n=3 m=3ex=(—1,0,0)7

Powell singular function
n=4m=4ex,=(3,—-1,0,1)7T

Freudenstein and Roth function
n=2m=2ex = (05 —-2)T

Bard function
n=3 m=15ex,=(1,1,1)T

Kowalik and Osborne function
n=4,m=11e zy = (0.25,0.39,0.415,0.39)

Meyer function
n =3, m=16 e zog = (0.02,4000, 250)"

Watson function
n=9 m=3lexy=(0,...,000 € R°

Box three-dimensional function
n=3m=3ex=(0,10,20)"

Jennrich function
n=2m=10e zy=(0.3,0.4)"

Brown and Dennis function
n=4,m=20exy=(25>5,-5—1)T

Chebyquad function

n=9 m=9exy= (), onde § =;/10,j=1,...

Brown almost-linear function
n = 10, mleexoz(%,...,%)TERm

Osborne 1 function
n=>5m=33¢exy=(0.515-1,0.01,0.02)"
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18. Osborne 2 function
n=11,m=65e xy = (1.3,0.65,0.65,0.7,0.6,3,5,7,2,4.5,5.5)T

19. Powell badly scaled function
n=2m=2emx=(0,1)T

O primeiro conjunto apresentado corresponde aos testes em Matlab. Em seguida, apre-
sentamos o resultado de algumas func¢des implementadas em Fortran para a submissao
eletronica ao NEOS-server.

Testes em Matlab

Para os algoritmos utilizados nos testes em Matlab adotamos como critérios de parada
llg(z®)|| < 1078, ||2* — 2% 1|] < 10716 e 0 nlimero maximo de iteragoes k = 1000. Quando
llg(z®)]] < 1078 temos a convergéncia do método. Para ||z — 2*71| < 10716 temos uma
estagnacao do método, que consideraremos como um fracasso. O mesmo serd considerado
quando k£ = 1000, na maioria dos casos, com a nao convergéncia do método. Porém,
para as fungoes testadas conhecemos um ponto de minimo apresentado em [10], o que nos
permite verificar se o0 método obteve uma aproximacao para esta solugao.

Nos algoritmos utilizamos a fungdo expmod(z) ao invés da funcdo exponencial usual
(exp(z)). Esta fungao foi construida com o objetivo de evitar overflow, sendo idéntica
a func¢do exponencial até um determinado ponto (o qual adotamos como x = 300), mas
sendo aproximada a partir deste valor por uma reta cujo coeficiente angular é igual a
derivada de exp(x) avaliada em = = 300.

Construimos também duas fungoes utilizadas nos algoritmos. A primeira (funcao (F,x))
retorna o valor da funcao f(z) = F(x)TF(z). A segunda (gradiente(F,x)) retorna o
valor do gradiente g da fungao f avaliada em x da seguinte maneira: g(x) = 2J(z)" F(z),
onde J(z) é a matriz jacobiana da funcao F'(z), que, para as fungoes testadas, foi obtida
analiticamente ou por diferencas finitas.

Para os métodos que necessitam de dois pontos para sua inicializacao, obtemos o segundo
ponto através de uma iteragao do método de maxima descida com passo puro (A = 1) a
partir do primeiro ponto.

Inicialmente trabalhamos com as 19 fung¢oes apresentadas para os testes de problemas de
quadrados minimos.

Nas tabelas 6 e 7 apresentamos o nimero de iteragoes que cada método obteve para re-
solver cada problema. Ao lado do nimero de iteracoes aparecem as letras C, C*, N e P,
que indicam, respectivamente, a convergencia do método para o valor da funcao esperado
segundo Moré, Garbow e Hillstrom, a convergéncia do método para um ponto diferente
do que aparece em [10], a ndo convergéncia do método, e uma futura penalizacao para
performance profile, pelo nimero méximo de iteragoes (1000) ter sido atingido mas o
ponto estar préximo a um ponto estaciondrio com 1078 < ||g(z1000)|| < 107°.

Os métodos apresentados na tabela 6 sao: o método de maxima descida com bisseccao
(MMD bis), com os passos propostos por Barzilai e Borwein (BB1 e BB2) e os métodos
de Gauss-Newton com passo puro (GN) e com bissecgao (GN bis). Na tabela 7 estao
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os resultados para as novas propostas de dire¢ao e tamanho de passo: nova diregao ori-
ginal (ND), nova dire¢do com salvaguarda para caracterizar a direcao de descida (ND
desc.), nova dire¢ao com busca linear nao monétona (ND BNM), nova dire¢ao apresen-
tada em 3.1.4 (ND mod), as modificagoes para os passos propostos por Barzilai e Borwein
(BB1 mod e BB2 mod) apresentadas na se¢ao 3.1.2 e a modificacao para a proposta de

passo de Dai, Yuan e Yuan (DYY mod) apresentada na segao 3.1.4.

Tabela 6. Numero de iteracoes para a resolucao
dos problemas propostos pelos métodos estudados.

Problema || MMD bis BB1 BB2 GN GN bis
1 2 C 2 C 2 C 1 C 1 C
2 19 N 3 C 3 C 1 C 1 C
3 19 N 3 C 3 C || 1000 | N || 1000 | N
4 1000 | N || 1000 | N 132 | C 2 C 10 | C
5 1000 | N 225 | C 107 | C 10 | C 9 C
6 1000 | N 195 | C 213 | C 12 C 12 C
7 1000 | N 87 C 55 C 43 | C 47 | N
8 1000 | N 63 C 392 | C 5 C 5 C
9 1000 | N 93 | C* | 1000 | N 65 C 28 | C

10 1000 | N 82 | C* | 1000 | N 83 | C 14 | C
11 1000 | N || 1000 | N | 1000 | N 5 C 5 C
12 1000 | N 50 C 19 C 4 C 4 C
13 1 C* 1 C* 1 C* 30 | N 11 | N
14 629 | N 165 | C 152 | C || 1000 | N || 743 | N
15 1000 | P 805 | C || 1000 | N 6 N 93 | C
16 19 N 86 N 3 N 1 N 1 N
17 1000 | N 3 N 2 N 6 C 7 C
18 1000 | N 68 | C* || 1000 | N 6 N 13 | C
19 1000 | N 2 N 5 C* 13 | C 54 | C

Tabela 7. Numero de iteracoes para a resolucao
dos problemas pelos novos métodos propostos.

Problema || BB1 mod || DYY mod || BB2 mod ND ND desc ND BNM ND mod
1 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C 2 C 6 N
2 3 C 3 C 3 C 3 C 3 C 1000 | N 3 C
3 3 C 23 N 3 C 3 C 3 C 1000 | N 3 C
4 1000 | N 94 N 90 C 1000 | N || 1000 | N || 1000 | N 27 N
5 171 C 99 C 87 C 1000 | N || 1000 | N 1000 | N || 1000 | N
6 222 C 271 C 205 C 1000 | N || 1000 | N || 1000 | N 29 C
7 383 C 118 C 73 C 444 | N 288 | N 1000 | N 12 N
8 48 C 78 N 200 C 32 N 37 N || 1000 | N 81 C
9 129 | C* || 325 | C* || 1000 | N | 1000 | N |/ 1000 | N || 1000 | N | 1000 | N
10 9 C* 9 C* 78 C* 9 C* 4 N 3 C* 8 C*
11 1000 | N || 1000 | N 1000 | N || 1000 | N || 1000 | N | 1000 | N 15 N
12 11 C 11 C 27 C 1000 | N 1000 | N | 1000 | P 1000 | N
13 1 C* 1 C* 1 C* 1 C* 1 C* 1 C* 1 C*
14 155 C 149 N 123 C 1000 | N || 1000 | N || 1000 | N 5 N
15 152 C 703 C 1000 | N || 1000 | N || 1000 | P 1000 | P 25 N
16 1000 | N 110 N 1000 | N || 1000 | N |[ 1000 | N | 1000 | N | 1000 | N
17 9 C* 9 C* 2 N 33 C* 31 C* 2 N 136 | N
18 228 | C* 67 N 1000 | N 53 C* 30 N || 1000 | N 525 | C*
19 2 N 2 N 5 C* || 1000 | N 285 | N || 1000 | N 15 N

[\
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Para compararmos os resultados, utilizamos gréaficos de performance profile, cujo estudo
foi baseado em Dolan e Moré [4] e cujas caracteristicas resumimos a seguir.
Com n, problemas e n, métodos para a resolucao destes problemas, construimos uma
matriz M com dimensao n, xn, tal que seus elementos (m,) contém o nimero de iteragoes
que o método s obteve para resolver o problema p. Quando nao hé convergéncia para o
método s ao resolver o problema p, fixamos ms, = 10°. Porém, no caso em que obtivemos,
com o numero maximo de iteragdes, uma solugdo préxima da esperada (indicado por P
nas tabelas 6 e 7), impomos uma penalizagao diferente, fazendo ms, = 1500. Estas duas
penalizacoes sao impostas para diferenciarmos os casos em que realmente temos uma
convergéncia para a solucao e distinguirmos a efetiva nao convergéncia de uma ‘quase
convergéncia’.
Construida a matriz M, podemos comparar o desempenho do método s para resolver o
problema p com o melhor desempenho entre todos os métodos para resolver este problema.
Assim, a partir da matriz M, construimos uma matriz R : ns X n,, onde cada elemento
Tsp Tepresenta a taxa entre o nimero de iteragoes realizadas pelo método s para resolver
o problema p e o nimero minimo de iteragoes necessario para resolver este problema:
M p

N ?

mp

Tsp =

onde m, = ming{m,}.

Notamos que 1, > 1 e 15, = 1 quando o método s obteve o menor nimero de iteragoes
para resolver o problema p, ou seja, obteve o melhor desempenho para este problema.

A dltima etapa é a construgao da fungao de distribuicao ps(t) para cada método s, a qual
sera utilizada para os graficos comparativos e é definida por:

1
ps(t) = — card{ry, <t} ,
np

onde t deve ser maior ou igual a 1, j& que s, > 1.

Para a andlise grafica destacam-se dois valores: ps(1) e ps(tmaz) tal que €4, é 0 maior
valor de t para a construgao dos gréficos de t por p,(t).

O valor ps(1) representa a porcentagem de problemas para os quais o método s obteve o
menor nimero de iteragoes na resolugao. Ja ps(tmq) equivale a porcentagem de problemas
resolvidos pelo método s até tq.. Se ps(t) = 1 temos a resolugao de todos os problemas
pelo método s em t = ¢. Porém, como vemos nas tabelas 6 e 7, este valor nao devera
ser atingido se considerarmos os 19 problemas propostos, ja que nao temos a resolucao de
todos os problemas para nenhum método. A escolha de ms, = 10° quando o método s
nao resolve o problema p foi feita para ps(t) = 1 nao ser atingida em 1 <t < t,,4,, com
1 e t;ee 0s limitantes para a construcao do gréafico, se o método falhou na resolugao de
algum problema.

Para a analise dos graficos de performance profile consideramos dois conjuntos de proble-

mas. O primeiro com os 19 problemas apresentados nas tabelas 6 e 7. O segundo conjunto
contém 10 problemas (1,2,3,4,5,6,7,8,12,14), com o objetivo de compararmos os métodos
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apenas quando convergem para o mesmo tipo de solucao.

A primeira comparagao feita serd entre os métodos classicos apresentados: o método de
méxima descida (com bissec¢ao e com os passos propostos por Barzilai e Borwein) e o
método de Gauss-Newton (com passo puro e com bissecgao). Os gréficos para os 19 e os
10 problemas estao mostrados na figura 4.

Comparagé&o entre os métodos cléassicos para 19 problemas Comparagao entre os métodos classicos para 10 problemas
0.9 T T T T T T T T

07h ! .

06

= MMD bis
++ BBl
BB2

0.6

— MMD bis
BBl
BB2
GN
— = GNbis

GN
— = GN bis

- 0.2k 4
02 - B :

i} L |

5 10 15 20 25 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 4 - Gréficos de performance profile para os métodos classicos com 19 e 10 problemas
respectivamente.

Pelos graficos notamos o melhor desempenho do método de Gauss-Newton ao analisar
t = 1, indicando a resolucao de um maior niimero de problemas com o minimo de iteragoes
obtido para aquele problema. Além disso, para o caso de 19 problemas considerados, o
método de Gauss-Newton com bissec¢ao resolve um maior nimero de problemas (cerca
de 74%). Considerando apenas os 10 problemas em que obtivemos convergéncia para a
mesma solucao, o método de maxima descida com o segundo passo proposto por Barzilai
e Borwein resolve todos os problemas, o que nao acontece com os demais métodos. Entre-
tanto, a convergéncia deste método para alguns problemas ¢ lenta, como podemos notar
pelo segundo grafico com a resolucao de 90% dos problemas apenas a partir de ¢ ~ 65.
A média de avaliacGes de funcao por iteracao para os métodos com bisseccao, conside-
rando os 19 problemas, foi 10.54 para o método de maxima descida e 5.99 para o método
de Gauss-Newton. O maior nimero de avaliagoes de funcao por iteracao para o método
de maxima descida com bisseccao foi 27.49 para o problema 19. Ja para o método de
Gauss-Newton com bissec¢ao, obtivemos como maior valor 51.92 avaliagoes de fungao por
iteragao para o problema 7. Vemos assim uma dispersao maior para Gauss-Newton do
que para maxima descida.

De uma forma geral, os passos propostos por Barzilai e Borwein sao comparaveis entre si,
o método de maxima descida com bisseccao é o que resolve menos problemas com mais
iteracoes e o método de Gauss-Newton apresentou o melhor desempenho com um nimero
menor de iteragoes para os problemas em que a solugao é obtida.

Apébs comparar os métodos classicos, o préximo passo é analisar o desempenho da nova
diregao proposta e suas modificagoes apresentadas na secao 3.1.3, com a salvaguarda para
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garantir que a direcao seja de descida e com a determinacao do passo através de uma
busca linear nao mondtona, além da nova direcao proposta na secao 3.1.4.

O primeiro grafico da figura 4 apresenta o desempenho destas quatro propostas conside-
rando o resultado dos 19 problemas testados. Nao analisaremos os seus desempenhos para
apenas 10 problemas por apresentarem resultados parecidos para estes casos, com a nova
direcao original e sua primeira modificacao convergindo em apenas 3 problemas, com o
mesmo numero de iteracoes, e a nova direcao com busca nao mondétona convergindo em
apenas 1 problema.

Para os 19 problemas, percebemos pelo primeiro grafico da figura 5 um melhor desempe-
nho para a nova dire¢ao com sua proposta original e para a nova direcao apresentada na
secao 3.1.4 resolvendo cerca de 36% dos problemas, levando em consideragao que, sem a
garantia destas direcoes serem de descida, a solugao obtida pode ser um ponto de maximo.
Entretanto, este valor ndo supera o niimero de problemas resolvidos por BB1 (74%), BB2
(63%) e Gauss-Newton com passo puro (68%) e com bissecgao (74%). No segundo grafico
da figura 5 temos a comparacao entre a nova direcao e o método do gradiente com bis-
sec¢ao e com 0s passos propostos por Barzilai e Borwein para os 19 problemas. Notamos
que a nova direcao é superior apenas quando comparada ao método de maxima descida
com bisseccao. Porém, para os prolemas testados em que a nova direcao obteve con-
vergéncia, esta ocorre sempre com um numero de iteracoes inferior ao dos outros métodos.

Comparag#o entre as propostas de nova direg&o para 19 problemas Comparagao entre os métodos classicos e a nova diregdo para 19 problemas
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Figura 5 - Graficos de performance profile para as quatro propostas da nova direcdo e para a
comparac¢ao da nova dire¢do com o método de maxima descida com bisseccdo e com os passos
propostos por Barzilai e Borwein.

A etapa seguinte é a comparacao do método de maxima descida com os passos propostos
por Barzilai e Borwein e com as novas propostas de passos apresentadas nas se¢oes 3.1.2
e 3.1.4. Na figura 6 estao apresentados os graficos comparativos para 19 e 10 problemas.
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Comparagéo entre as novas propostas de tamanho de passo para 19 problemas Comparagéao entre as novas propostas de tamanho de passo para 10 problemas
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Figura 6 - Gréficos de performance profile para o método de maxima descida com os novos passos
propostos.

Para os 19 problemas, temos o melhor desempenho do método com a modificacao para o
primeiro passo proposto por Barzilai e Borwein. Apesar da avaliacao extra do gradiente a
cada iteracao, alguns problemas apresentaram uma convergéncia bem mais rapida, como
podemos notar nas tabelas 6 e 7 observando o niimero de iteragoes para os problemas 10
e 15 obtidas por BB1 (82 e 805 iteragoes) e BB1 modificado (9 e 152 iteragoes respectiva-
mente). J& para o conjunto de apenas 10 problemas, a modificacao para o segundo passo
proposto por Barzilai e Borwein supera os demais métodos.

A modificacao feita para a proposta de Dai, Yuan e Yuan nao se mostrou muito eficiente
para este conjunto de problemas.

De uma forma geral, as modificacoes apresentadas na secao 3.1.2 obtiveram um melhor
desempenho quando comparadas as propostas originais de Barzilai e Borwein.

Apés o estudo destas 19 fungoes, passamos a testar os métodos com uma funcao que apa-
rece no contexto de um problema de valor de contorno, sendo definida em [10] por Discrete
boundary value function. O estudo desta funcao foi guiado por Moré e Cosnard [9].
Escolhemos esta fungao com o objetivo de testar o desempenho da nova dire¢ao para uma
funcao com uma matriz jacobiana de estrutura tridiagonal.

O problema original de valor de contorno tem como dados:

u"(t) = 1(u(t) +t+1)* comO<t<leu(0)=u(l)=0.

2
Através de uma discretizacdo do intervalo 0 < t < 1 e fazendo z; = wu(t;), com
1=1,...,n— 1, obtemos o sistema de equagoes nao lineares de dimensao n:

F(z)=0, (51)

onde E(ZE) = QIZ—ZEH_l—IZ_1+%h2<J]Z—|—tl+].)3 com h = 1/(n—i—1), tz =1he o = Tp+l1 = 0.
Estamos interessados em encontrar z* € IR" solugao de (51), o que é equivalente a resolver
o problema de quadrados minimos

min f(z) com f(z) = F(x)TF(z) .

zeIR™
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Para testar os métodos estudados utilizamos n = 10 e trés pontos iniciais (z") diferentes.
O primeiro ponto é sugerido em Moré, Garbow e Hillstrom (:1:9 =¢&;, com &; =t;(t; —1)).
Para o segundo teste escolhemos 2° = (0,...,0) € R'°. O terceiro ponto inicial foi criado
a partir de uma perturbacao para o ponto sugerido: x? = {; + a, com a um numero
aleatoriamente gerado entre —0.1 e 0.1.

O objetivo destas trés escolhas é observar a sensibilidade dos métodos com a alteragao do
ponto inicial para esta funcao.

Na tabela 8 apresentamos os resultados dos testes indicando o niimero de iteragoes para
cada método e a convergéncia (C') ou a nao convergéncia (N) do método.

Tabela 8. Resultados obtidos pelos métodos estudados
com a alteragao do ponto inicial

Método || 2° sugerido | 2 = (0,...,0) || 2 =¢; +a
MMD bis || 1000 | N 1000 N 1000 | N
BB1 598 C 365 C 445 C
BB1 mod | 353 C 345 C 401 C
DYY mod | 372 C 961 C 330 C
BB2 313 C 437 C 313 C
BB2 mod || 358 C 395 C 408 C
GN 3 C 3 C 3 C
GN bis 3 C 3 C 3 C
ND 1000 | N 1000 N 1000 | N
ND desc 1000 N 1000 N 1000 N
ND BNM || 1000 | N 1000 N 1000 | N
ND mod 88 N 88 N 45 N

Pelos resultados percebemos que a alteracao do ponto inicial nao comprometeu o padrao
de convergéncia dos métodos. Os melhores resultados foram alcancados pelo método
de Gauss-Newton com passo puro e com bissecgao. Os passos propostos por Barzilai e
Borwein, assim como os novos passos, apresentaram convergéncia em todos os casos testa-
dos. A nova direcao, em suas versoes original, com descenso assegurado e com busca nao
monoétona, nao apresentou um bom resultado, atingindo o nimero maximo de iteragoes
estabelecido. A nova direcao modificada apresentou erro antes da centésima iteracao.
Para os métodos que obtiveram 1000 iteragoes com o ponto inicial sugerido, fizemos al-
guns graficos comparativos de ¢; X x; com o objetivo de verificar a proximidade da solugao
obtida com o ponto inicial ou com a solugao verdadeira (tomaremos como referéncia a
solugao obtida por Gauss-Newton). Os gréficos estdo apresentados na figura 7.
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Gréfico para analise da solug&o do método de méaxima descida com bissecgao

Gréfico para analise da solugéo da nova direéo
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Figura 7 - Gréficos comparativos de t; X x; para os métodos que apresentaram 1000 iteracdes.

Através dos graficos percebemos que o método de méxima descida com bisseccao esta
convergindo lentamente para a solucao, se aproximando da solugao obtida pelo método
de Gauss-Newton. Entre as trés propostas para a nova direcao, a que utiliza a salvaguarda
para caracterizar a dire¢ao como de descida (ND desc) se aproxima mais da solu¢do para
o problema. Ja a nova direcao original e a nova direcao com busca linear nao mondétona,
apds 1000 iteragoes, tém como solu¢ao um ponto mais préximo do ponto inicial do que
da solucao verdadeira.

Apoés os testes realizados para esta funcgao tridiagonal, utilizamos funcoes nao lineares com
matriz Hessiana diagonal, com o objetivo de analisar o comportamento da nova dire¢ao
proposta para problemas com esta estrutura.

O primeiro problema de quadrados minimos testado foi para a funcao objetivo
f:R"— R

flx)=ai4+ a5+ ... + 2>, (52)

Os resultados estao apresentados na tabela 9, onde C' indica convergéncia, N indica nao
convergéncia pelo método, * indica que a norma do gradiente no ponto final estd entre
107° e 10~* e ** indica que a norma do gradiente no ponto final entre 1078 ¢ 1075. O
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ponto inicial utilizado foi o vetor de dimensao n com todas as componentes iguais a 1.

Tabela 9. Resultados para o problema
com funcado objetivo dada por (52)
Dimensao
Método 2 | 3 | 6 [ 10
MMD bis || 2 C | 1000 N | 1000 N | 1000 *
BB1 42 C | 48 C 87 C 132 C
BBl mod || 35 C | 44 C 62 C 180 C
DYY mod || 33C | 41C 63 C 90 C
BB2 40 C | 48 C 78 C 120 C
BB2mod || 35 C | 45C 68 C 99 C
GN 10C| 11C 11 C 12 C
GN bis 10C| 11C 11 C 12 C
ND 26 C| 31C 33 C 34 *
ND desc || 26 C| 31C 33 C 34 *
ND BNM (|22 C | 28 C | 1000 ** | 1000 **
ND mod || 22N | 45* 1000 N | 1000 N

Para estes problemas percebemos um bom desempenho para a nova dire¢ao, superando o
método de maxima descida com os passos propostos por Barzilai e Borwein e suas modi-
ficagoes.

A proposta original da nova diregao (ND) caracterizou-se como de descida em todas as
iteracoes, coincidindo com ND desc. A nova direcao com busca nao mondtona conver-
giu em menos iteragoes para os problemas de dimensao 2 e 3 quando comparada a ND
e ND desc. Para o problema de dimensao 10, ND e ND desc obtiveram 34 iteracoes e
ND BNM obteve 1000 iteracoes. Porém, a norma do gradiente no ponto final é menor
para ND BNM.

A nova diregao modificada (ND mod) nao obteve um bom desempenho para os problemas
testados.

A segunda funcao com matriz Hessiana diagonal testada foi
fla) = ¥ + (22(1 — sen(z2)))* . (53)

Este problema possui varios pontos de minimo global. Para analisar a convergéncia dos
métodos para diferentes pontos, realizamos alguns testes alterando o ponto inicial, com
os resultados mostrados na tabela 10.
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Tabela 10. Resultados para o problema
com fungao objetivo dada por (53)

Ponto inicial

Método (1, )T \ (1,1.6)T \ (—1,-1)T \ (8,8)T

MMD bis || 1000 N | 1000 N 1000 N 1000 N
BB1 26 C 20 C 32 C 32 C
BB1 mod 31C 17 C 25 C 26 C
DYY mod 29 C 17 C 25 C 24 C
BB2 33 C 18 C 29 C 31 C
BB2 mod 28 C 14 C 27 C 24 C
GN 8 C 5C 5C 9C
GN bis 8 C 5C 5C 9C
ND 18 C 12 C 19 C 18 C
ND desc 18 C 12 C 19 C 18 C
ND BNM 18 C 12 C 19 C 18 C
ND mod 17 N 15 N 8N 972 *

Novamente, a nova dire¢ao apresentou um bom desempenho para problemas com Hessi-
ana diagonal.

Para este conjunto de testes, ND, ND desc e ND BNM coincidem, nao sendo ativada
nenhuma salvaguarda de ND desc e ND BNM para a mudanca da direcao e do tamanho
do passo.

A nova direcao realizou sempre o menor numero de iteracoes quando comparada aos ou-
tros métodos, com excecao de GN e GN bis.

Para os pontos iniciais (1,1)7 e (1,1.6)7, a solugao de todos os métodos que obtiveram
convergéncia foi uma aproximacao para a solucao (0,1.5708)T. J4 para os pontos inici-
ais (—1,—1)T e (8,8)T, o resultado ¢ uma aproximagao para a solugao (0,7.8540)7, com
excecao de GN e GN bis que convergem para (0,0)” quando z' = (-1, —1)7.

Com o objetivo de analisar o comportamento da nova dire¢ao para problemas com Hes-
siana diagonal de maior dimensdo, o préximo problema testado foi min F(z)? F(x) tal
que

Fi(x) =

x;(1 —sen(x;)) , se i é impar
(54)

1 — z;sen(x;) cos(z;) , se i é par,

com?=1,...,n.
Os resultados estao apresentados na tabela 11, para os quais o ponto inicial adotado foi
o vetor de dimensao n com todas as componentes iguais a 1.
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Tabela 11. Resultados para o problema min F'(z)T F(x)
para F' dada por (54)

Dimensao
Método 2 \ 5 \ 10 \ 20 \ 100
MMD bis | 1000 * | 1000 * | 1000 * | 1000 * | 1000 N
BB1 54 C 60 C 56 C 56 C 67 C

BB1 mod || 40 C 47 C 44 C 44 C 44 C
DYY mod || 50 ** | 55 ** | 48 ** h2 ** 57 *

BB2 50 C 53 C 55 C 55 C 55 C
BB2mod | 41C | 45C | 44C 44 C 50 C
GN 8C 8C 8C 9C 9C
GN bis 9C 9C 9C 10 C 10 C
ND 18 C 19 C 19 C 21C 21 C

ND desc 18 C 19 C 19 C 21 C 21 C
ND BNM 18 C 19 C 19 C | 1000 ** | 1000 **
ND mod 9N 89 C 9N 9N 9N

Para este conjunto de testes notamos o melhor desempenho da nova diregao, superando
os demais métodos, com excecao do método de Gauss-Newton.

A nova direcao foi de descida em todas as iteragoes, o que fez ND coincidir com ND desc.
Para os problemas de dimensoes menores, ND BNM também coincide com ND e ND desc.
Mas para os testes de dimensao 20 e 100, ND BNM nao obteve o mesmo desempenho da
nova direcao original, realizando o niimero maximo de iteragoes.

A nova direcao modificada nao apresentou um bom desempenho, obtendo a solucao ape-
nas para o problema de dimensao 5.

Comparando o método de maxima descida com os passos propostos por Barzilai e Borwein
e com as modificagoes propostas, temos o melhor desempenho de BB1 mod e BB2 mod.

Outro fato importante foi a convergéncia dos métodos para um ponto de minimo local,
com excecao do método de Gauss-Newton que obteve, em todos os casos, a convergéncia
para um ponto de minimo global, com o valor final da fun¢ao objetivo préximo de zero.

De uma forma geral, percebemos o bom desempenho da nova direcao para problemas
bidimensionais e problemas de maior dimensao com matriz Hessiana diagonal.

Testes no NEOS-server

Também fizemos a submissao eletronica de alguns problemas ao NEOS-server, com a im-
plementacgao das func¢oes em Fortran. Escolhemos os problemas 9,10,11,13,15,16,17,18 e
19 de [10] por terem apresentado solugoes que nao eram as esperadas segundo Moré, Gar-
bow e Hillstrom, casos em que indicamos por C'* nas tabelas 6 e 7. Submetemos também
a funcao 5, que serviu para validar os procedimentos.

Para a minimizacao irrestrita de funcoes uma das opcoes do NEOS-server é o NMTR, que
utiliza o método de Newton com regiao de confianca (ver [8]). Como tolerancias para o
critério de parada adotamos para o erro absoluto no valor da funcao objetivo (fatol) 10716,
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para o erro relativo (frtol) 1071% e para o valor minimo da funcao —10°. Outro critério
de parada utilizado é a obtengao do nimero maximo de avaliagoes de fungao (max fev)
20000.

Na tabela 12 apresentamos o niimero de iteragoes, o valor da norma do gradiente avaliado
no ponto final, o critério de parada satisfeito e a indicacao da convergéncia (C') ou nao
convergéncia (N) para os pontos sugeridos em Moré, Garbow e Hillstrom.

Tabela 12. Resultados dos problemas submetidos ao NEOS-server

Problema | Iteragoes | Norma do gradiente | Critério de parada | Convergéncia
5 14 0.686e—21 FATOL C
9 11 0.103e—13 FRTOL C
10 211 0.464e—03 FRTOL C
11 16 0.134e—07 FATOL N
13 10 0.274e—11 FRTOL C
15 12 0.332e—14 FATOL C
16 8 0.375e—13 FATOL C
17 19721 0.316e—01 MAX FEV N
18 15 0.152e—07 FATOL C
19 92 0.108e—06 FATOL C

Como resultado da submissao ao NEOS-server, temos a resolucao da maioria dos proble-
mas (80%), convergindo para os pontos de minimo sugeridos em [10].

Com o critério de parada baseado no valor da funcao objetivo em cada iteracao temos,
em alguns casos, o valor da norma do gradiente avaliado no ponto final maior que 1078,
que era a tolerancia para o critério de parada adotado anteriormente na resolucao pelos
métodos estudados e implementados em Matlab. Além disso, no NEOS-server é utilizado
um critério de parada baseado em erros relativos para a resolucao, dificultando a com-
paracao com os métodos testados anteriormente. Percebemos, no entanto, que a utilizagao
de um critério de parada relativo é vantajosa, pois o mal escalamento presente em alguns
problemas pode dificultar a obtencao de valores muito pequenos para a norma do erro
absoluto, mesmo estando numa vizinhanca da solucao desejada.

4 Consideracdes finais

Apresentamos neste relatério métodos classicos e novas propostas para direcoes e tama-
nho de passo para a resolucao de problemas de minimizacao irrestrita. Trabalhamos com
problemas quadraticos e de quadrados minimos nao lineares. Para estas duas familias de
problemas fizemos varios conjuntos de experimentos numéricos comparativos para situar
o desempenho das propostas apresentadas no contexto dos métodos ja conhecidos. Com-
binamos a apresentacao de resultados na forma de tabelas e graficos, acompanhados de
uma analise cuidadosa dos resultados obtidos.

Comparando o desempenho dos métodos para problemas quadraticos temos que a nova
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direcao proposta supera os demais métodos para problemas bidimensionais e para pro-
blemas de maior dimensao com matriz Hessiana diagonal. Para os outros problemas
quadraticos o melhor desempenho é obtido pelo método Cauchy-Barzilai-Borwein.

Para os problemas de quadrados minimos nao lineares com matriz Hessiana diagonal, a
nova dire¢ao supera os demais métodos, com excecao do método de Gauss-Newton. Para
os problemas mais gerais, o melhor desempenho ¢ alcangado pelo o método de Gauss-
Newton, seguido do método de méaxima descida com dois novos passos originados de
modificagoes feitas para os passos de Barzilai e Borwein.

Os passos de Barzilai e Borwein sao comparaveis entre si, superando o método de maxima
descida com busca linear exata para problemas quadraticos e com bisseccao para proble-
mas nao lineares.

De uma maneira geral, as novas direcoes propostas neste trabalho, cuja defini¢ao incorpora
naturalmente o tamanho do passo, se destacaram para problemas quadraticos bidimensi-
onais e para problemas com varidveis separaveis (Hessiana diagonal), tanto quadraticos
quanto nao lineares. O desempenho da nova direcao para tais problemas superou o dos
demais métodos. Vale dizer que nossos esforcos no sentido de globalizar a nova direcao nao
se reverteram em um algoritmo eficiente do ponto de vista pratico. Nem mesmo a busca
nao monotona de Grippo, Lampariello e Lucidi favoreceu o desempenho do algoritmo
globalizado proposto. Provavelmente, a maneira com que construimos as salvaguardas
tenha sido muito conservadora, o que provocou um comportamento andlogo ao método
de maxima descida globalizado: embora a convergéncia a um ponto estaciondario esteja
assegurada para qualquer inicializacao, nada se garante com relacao a velocidade dessa
convergencia.

Com inspiracdo nos artigos de Barzilai e Borwein [1], Raydan e Svaiter [11] e Dai, Yuan
e Yuan [2], propusemos novas escolhas para o tamanho do passo, para serem usadas com
a direcao de maxima descida, originadas de modificacoes para os passos de Barzilai e
Borwein. O desempenho dos métodos originados destas novas escolhas superou o dos
demais métodos para os problemas mais gerais considerados neste trabalho.
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