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Resumo

Sao analisados dois modelos econométricos para a regressdo probito linear em respostas binarias
espacialmente dependentes ou correlacionadas, os quais tem aplicacao em problemas de escolha discreta
para dados de area. A incorporagdo desta correlagdo, via um processo latente, tem como consequéncia
uma funcdo de verossimilhanca, envolvendo varias integrais, que exceto em casos especiais, ndo podem
ser resolvidas analiticamente.

O primeiro modelo insere a estrutura espacial na forma de defasagens ou erros espacialmente corre-
lacionados na variavel latente. Para este modelo apresentamos uma comparagao entre trés métodos de
estimagao, a saber: maxima verossimilhanca (MV) via algoritmo EM e método dos momentos generali-
zados (MMG) e analise Bayesiana via MCMC. Para tal foram geradas 2500 amostras.

O segundo, introduz a espacialidade ao modelo como um efeito aleatorio espacialmente estruturado,
na forma de um processo autoregressivo espacial. Analisamos este modelo através de um modelo hierér-
quico Bayesiano, sugerindo prioris adequadas, bem como, usando Metropolis em Gibbs, estudando duas
possiveis distribuigbes para a transi¢do. Foram feitas simulagoes, gerando amostras de varios cenarios
possiveis e discutidos os resultados encontrados

Palavras Chaves: Econometria espacial, modelo de escolha discreta, regressao probito, analise Bayesiana,
estudo de simulacao
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1 Introducao

Modelos econométricos para variaveis endogenas continuas que lidam com a dependéncia espacial sao
largamente difundidos, como em Anselin (1988, 2002), Kelejian e Prucha (1999), LeSage (1997) entre outros.
Por outro lado, modelos discretos, particularmente no contexto do modelo probito de escolha discreta, embora
de reconhecida importancia pratica, tem recebido menos atencao. Em parte este fato é devido a complexidade
adicional oriunda da dependéncia espacial quando esta é incorporada ao modelo (Fleming, 2001). Algumas
técnicas de estimacao foram propostas para o modelo discreto na presenca da estrutura espacial. McMillen
(1992) usou o modelo probito espacial num exemplo ilustrativo com dados de criminalidade apresentados em
Anselin (1988). Pinkse e Slade (1998) usaram o modelo probito para estudar um problema de concorréncia
em postos de gasolina. Varios outros exemplos de problemas de escolha discreta num contexto espacial
podem ser encontrados na lietratura econométrica. Um dos mais interessantes, talvez, seja o trabalho de
Smith e LeSage (2003) em que se estuda a influéncia do espago, no caso os estados dos EUA, na elei¢ao
presidencial daquele pais em 1992. Aqui, vamos nos basear primordialmente nestes ultimos trabalhos citados.

Este artigo é organizado da seguinte maneira. Na Segdo 1, definimos o modelo de regressao probito e
fazemos uma revisao de maneiras de como pode ser interpretado. Na Secao 3, mostramos os modelos de
regressao probito sob duas perpectivas diferentes. Uma, com a influéncia espacial incorporada no modelo
via variavel latente espacialmente defasada ou com erros autorregressivos espaciais. A segunda via um efeito
aleatorio espacialmente estruturado, interpretado como um fator de perturbacdo nos dados. Na secao 4,
mostramos um estudo de simulacao, em que comparamos métodos de estimacao classicos com Bayesianos no
primeiro contexto espacial apresentado acima e estudamos também, como o modelo de efeitos aleatérios se
comporta diante de diferente cenérios de simulagao. Uma discussao geral sobre os resultados é apresentada
na Secdo 5.

2 Modelos Probito

Suponha que N variaveis aleatérias independentes binérias Y7, ..., Yy sdo observadas, e cada Y; segue uma
distribuicao de Bernoulli com probabilidade de sucesso p;. Tal probabilidade, por sua vez, é relacionada com
um conjunto de covaridveis discretas ou continuas por meio de uma fun¢ao de ligacdo H. Assim definimos o
modelo de regressao binaria como

Y; ~ Bernoulli(p;),

em que 3 : k x 1 é vetor de parametros desconhecidos, =t = (z;1, ..., zin) € vetor de covaridveis conhecido e
H ¢é uma fungao de distribuicdo acumulada (fda) conhecida ligando as probabilidades p; a estrutura linear
z!B. O modelo probito & obtido quando H ¢ a fda da normal padrio, do mesmo modo que o modelo logito
é obtido se H ¢ a fda da logistica'.

Albert e Chib (1993) apresentam este modelo como tendo uma estrutura de regressdo padrao impli-
cita em varidveis latentes continuas normalmente distribuidas. Isto é, introduzindo N variaveis aleatorias
independentes latentes Y}*, ..., Y3 em que Y;* ~ N(z¢3,1) e definindo

Yi:{l se Y* >0, (2.2)

0 seY <O.

Obviamente os Y;* sao desconhecidos,isto é, nao observaveis. Porém, dado Y;, a varidvel latente segue uma
distribuigdo normal truncada de acordo com (2.2). Esta abordagem entdo, junta o modelo probito em Y;
com uma regressao linear padrao em Y*, isto permite também que elaboremos o modelo probito de modo
mais flexivel, por exemplo, usando uma mistura de distribui¢oes normais para o modelo de varidveis latentes
[Albert e Chib (1993)]. Uma das aplicacbes mais conhecidas do modelo probito se refere aos chamados

!Para uma discussdo mais geral destes modelos, ver McCulloch e Searle (2001)



experimentos de dose-resposta em toxicologia, onde a varidvel latente tem a interpretacao de tolerancia dos
individuos a substancias toxicas?.

A interpretacao para este modelo aqui considerada é através dos modelos de escolha discreta em econo-
metria [Pinkse e Slade (1998), Conley (1999)]. Assuma que existam N agentes ou individuos e que estes
escolham uma entre um conjunto a de escolhas. Em particular, assuma que a = ag, a1, entdo o dado
observado y; relativo ao agente ¢ é binario assumindo o valor 1 se o agente escolhe a alternativa a; e 0
caso contrario. Seja entdo, U;,, a funcdo utilidade individual para a escolha de ap e Uj,, a fungao utilidade
individual para a escolha de a; em que i = 1, ..., N. A escolha observada indica qual delas produziu a maior
utilidade. Dali,

1 seU; > Uy
Yi= { 0 seUin <Uy (2:3)

onde a mais comum formulagdo é o modelo utilidade aleatoria linear, U;; = xif1 + &1 e Ujp = zlfy + €0
[Greene (2003)]. Assim, fazendo Y;* = Uy — Uiyp = zt(B1 — Bo) + (61 — €0) = z'3 + &; tem-se,

PIY; = 1]a;] = P¥7" > Ole] (2.4)

Assumindo que g; ~ N(0, 1) chegamos ao modelo probito em (2.2).
A fungao de verossimilhanca para o modelo probito acima pode ser escrita como [Albert e Chib (1993)],

n
LB, Y y) = H{l(y;>o)1(y,—=1) + 1<) l(yi=0)} X 9(Y75208,1), (2.5)
i

onde 1(zc4) € a fungdo indicadora que assume o valor 1 se a variavel aleatéria Z estd contida no conjunto
A, 0 caso contrario e ¢(.; u,0?) é a fungao densidade de probabilidade da N (i, o?).

3 Modelo probito com dependéncia espacial

Dois modelos probito serdo abordados aqui. A diferencga entre eles estd em como a influéncia do espago
¢é incorporada. O primeiro modelo usa a variavel latente espacialmente defasada e também erros espaci-
almente correlacionados. Este tipo de modelo probito com dependéncia espacial foi primeiro estudado na
literatura econometrica por McMillen (1992), em que a estimagao por maxima verossimilhanca via algoritmo
EM [Dempster, Laird e Rubin (1977)] foi proposta para produzir estimativas consistentes para o modelo.
Ja Pinkse e Slade (1998) e Conley (1999), trabalhando com um modelo econdémico de escolha discreta,
usou o método dos momentos generalizados para estimar um modelo probito com erros espacialmente cor-
relacionados. Como destacado por McMillen (1992), tais procedimentos de estimagdo sustentam-se sobre
propriedades assintéticas. Uma alternativa, proposta por LeSage (2000) é um modelo hierarquico bayesiano,
que é computacionalmente mais oneroso, mas é mais robusto nos casos em que o tamanho da amostra é
pequeno. Esta abordagem permite que a dependéncia espacial e a heterogeneidade espacial sejam tratadas
simultaneamente. No segundo modelo, o espaco é incorporado através de um efeito aleatério espacialmente
estruturado descrito por Smith e LeSage (2003), que sera discutido com mais detalhes na Secao 3.2.

3.1 Modelo 1

Seja 0 modelo em (2.2), cuja estrutura da variavel latente pode ser formulada de duas formas diferentes.
A primeira, na forma vetorial
Y*=pWY* + X3 +e¢, (3.6)

2Ver Collet (2003) para detalhes quanto a andlise de tais experimentos
3Para a = 1, ..., ¢ terfamos o modelo probito multinimial. Ver Natarajan, McCulloch e Kiefer (2000)



onde € ~ N(0,0%1,), o qual denotaremos de SAR. E, para o segundo caso,
= X3 +e¢, e=0Ve+u, (3.7)

onde u ~ N(0,02I,), que chamaremos de SEM.

A autocorrelagio espacial estd geralmente associada a heterocedasticidade, dificultando a estimacdo por
méxima verossimilhanca. Isto se da pois esta correlacao produz uma funcao de verossimilhanca envolvendo
varias integrais, tornando o processo de estimacdo muito dificil [McMillen (1992), Fleming (2002)].

3.1.1 Estimacao de MV via algoritmo EM

Acima foi descrito um caso particular de como os efeitos espaciais podem ser incorporados em uma
regressao probito. Este modelo probito espacial, entretanto, tem uma estrutura de variancia e covariancia
complicada , fato que dificulta a estimagao por méxima verossimilhanga direta. Todavia, o algoritmo EM
d& um meio para se obter estas estimativas. No procedimento de estimacao por este algoritmo, a varidvel
dependente discreta é substituida pelo valor esperado da varidvel latente e o valor esperado da funcao
de log-verossimilhanga é maximizado usando os valores obtidos como se fosse a propria variavel latente.
Iterativamente, dadas as novas estimativas dos parametros retorna-se ao primeiro passo. Este processo
continua até a convergéncia. A seguir descreveremos o algoritmo EM para o caso do modelo SAR. McMillen
(1992) e Fleming (2002) mostram o algoritmo para o modelo SEM.

Usaremos o algoritmo EM com as seguintes defini¢oes. A variavel latente Y* como sendo os dados
completos. Entao a log-verossimilhanga para os dados completos é dado por,

U(p. 3,02/ ¥*) ox —51n|] - %(y* _XWB)I (Y — X1 8), (3.8)

onde X1 = (I, — pW)71X e X1 = o2[(I — pW){(I — pW)]~L

O passo E requer que calculemos as esperancas condicionais E[Y*|Y], o que é relativamente simples ja
que é o calculo da esperanca de uma normal truncada. Seguindo o algoritmo proposto por McMillen (1992),
seja A{; um elemento da matriz (I — pW)~'. Entao, da forma reduzida apresentada em (3.6) temos,

ZA” ]/5+ZAU@ =28+ v} (3.9)

Note-se que var(vy) = o2 Z Ay = ope. McMillen (1992) definiu 0? = 1 argumentando que, desta forma,
elimina o problema de 1dent1ﬁcab1hdade do modelo probito, que nao permite a estimagao simultanea de o,

e f.

Tomando a esperanga condicional em (3.9) temos,
Y7 = BIY]|Yi = 1] = 278 + 0ue $(a] Blove ) [ (2] B/oug), (3.10)

onde ®(.) é a fda da normal padrdo. A maximizacdo da log-verossimilhanca neste caso é feita em duas
etapas. Primeiro é feita a maximizacdo com respeito a 8 condicionada ao parametro p. A segunda etapa é
a maximizacao sobre o parametro p condicionada aos valores de . Este passo M condicional [Natarajan,
McCulloch e Kiefer (2000)] é mais simples pois a estimativa de maxima verossimilhanca (MV) condicional
de 3 é simplesmente o estimador de minimos quadrados generalizados,

Bsar = [X{S7 ' X)X D 1Y,
onde Y* = E[Y*|Y]. A estimativa de MV de p ¢ obtida maximizando
n 1 - N
—5n|E = 5 (Y" ~ X185ar) S1(Y* — X1054R), (3.11)

Fungoes nao-lineares tais como (3.11), sao relativamente bem estudadas e existem varios algoritmos muito
eficientes para maximiza-las. Aqui, usaremos essencialmente as rotinas de otimizac¢ao do programa MATLAB.



O algoritmo
(i) Passo 0: Dé valores iniciais para B e para p(® no modelo SAR. Faca contador m = 0;
) Passo 1: (passo E) Para cada i, calcule as esperancas condicionais (3.10). Obtenha ¥ *(");
(iii) Passo 2a: (Passo M condicional 1) Faca ) = [XIS7 !X, |- LXTS 1Y *(m)
)

Passo 2b: (Passo M condicional 2) Usando os valores de § encontrados no passo anterior, maximize
(3.11). Obtenha p(m+1),

(v) Passo 3: Se a convergéncia ¢ atingida faca ey = AéTr;H) e P = plmth),
m =m + 1 e retorne ao passo 1.

Caso contrario, faga

Resta entdo obter a estimativa da matriz de varidncia e covaridncias. Para isto, define-se n; = Y; —
®(zrB/oy,;) e @ = E(nnt). Para um dado p, o estimador via minimos quadrados ponderados nao linear é
obtido minimizando n*Q~n com repeito a 3. Note que E(nnt) = E[(Y — E(Y))(Y — E(Y))! e que

cov(Y;,Y;) = @o(aiB/ovi, x5 B/0vj, Tij) — (@i B/ovi)®(x}B/ovs), (3.12)

onde ®, é fungao de distribuicao da normal bivariada e 7;; o coeficiente de correlagdo. Condicionado em p a
matriz de covariancia de 8 ¢ (F'Q1F), onde F; = ¢(zB/0,:)z} e  tem como um elemento tipico (3.12).

Os coeficientes de correlagdo 7;; sdo calculados usando a matriz [(I — pW)!(I — pW)]™!, que é obtida
depois do modelo ter sido estimado pelo algoritmo EM.

3.1.2 Meétodo dos Momentos Generalizados

Uma alternativa para o algoritmo EM acima é usar o método dos momentos generalizado [Conley (1999),
Greene (2003)] que, embora ineficiente, é assintoticamente consistente. Pinkse e Slade (1998) consideram
inicialmente o modelo de erros espaciais (SEM). Entretanto, fazem uma generalizagdo que acrescenta pouco
para a complexidade do modelo. Considere o modelo em (2.2) cuja variavel latente é definida como

Vi =g(0,2:) + e, (3.13)

onde 0 = (8, p). Assumimos que o vetor de erros ¢ tem média 0 e uma matriz positiva definida de variancia
V,, onde n indica que esta matriz pode variar com o tamanho da amostra. Ainda, denotando a variancia
de g; em um tamanho de amostra n por v2,. Se os verdadeiros v,; sdo conhecidos, podemos dividir cada
observacao pelo seu respectivo desvio padrao e aplicar o modelo probito padrao. Quando v,; € desconhecido,
temos que estimar o vetor # todo . Para isto, Pinkse e Slade (1998), Fleming (2002) usam o método dos
momentos generalizados(MMG).

Uma vez que os residuos de (3.13) ndo sao obervaveis, usa-se o conceito de residuos generalizados definido

como

¢(G(9))
(GO - 2(G(O))

ui(0) = Eluily;, 0] = [Yi — ®(G(0))] (3.14)

onde ¢(.) e ®(.) sao funcdo densidade e distribuigdo acumulada da normal padrao, respectivamente. Ainda
Gn(8) = 9(8, zi)vni
A condigdo de momento usada é a ortogonalidade entre os regressores e 0s erros, isto €,

E[Zzu(e)] =0, Sn(6) = nilzfzu(e) =0,

onde Z é a matriz de varidveis instrumentais, que deve incluir as varidveis endégenas X. E seja S(6) =
lim,, o E[S,(8)]. O estimador pelo método dos momentos generalizado é dado por

6= argmoin Q.(0), (3.15)



onde Q,(0) = [Sn(0)]'M,.S,.(0) e M, alguma matriz definida-positiva. Finalmente, definimos Q(#) =
[S(O)]!MS(F), com M um matriz definida-positiva para a qual a sequéncia M,, converge. Pinkse e Slade
(1998) da o teorema e sua prova, para a consisténcia assintotica do estimador é, bem como a normalidade
assintotica e a estimacdo da matriz de covariancia. Aqui usaremos M,, = I,,, onde I, é a matriz identidade
de dimensao m, como sugerem Pinkse e Slade (1998) e Kelejian e Prucha (1999).

3.1.3 Modelo Bayesiano

Modelos espaciais de escolha discreta Bayesianos foram propostos em detalhe por LeSage (2000) sendo
uma extensdo para o modelo nao espacial apresentado por Albert e Chib (1993). LeSage (2000), baseado
em Geweke (1993), estende os modelos SAR e SEM incorporando a heterocedasticidade separadamente da
dependéncia espacial [Fleming (2002)]. Isto é importante pois a heterocedasticidade causa inconsisténcia nos
modelos de escolha discreta [Greene (2003)].

As prioris do modelo probito SAR em (3.6) séo,

(a) B~ N(cT),

(b) vt X Gama (5,2,
() o2 ~ Gamaa, ),
(d) P~ U ins ]

No modelo SEM a unica mudanca é para a priori de 4, isto é, (d’) § ~ U[/\;n%n,)\;ﬁw], j& que neste caso
p=0.

Em ambos os casos temos que ¢, V', a, 17 e r sao conhecidos. A\jin € Apaz S20, respectivamente, o menor
e o maior autovalor da matriz W

A estimagao é feita via Métodos de Monte Carlo em Cadeia de Markov (MCMC), usando o amostrador
de Gibbs. Para tanto, a condicional da variavel latente dado os demais parametros deve ser calculada.
Conforme Albert e Chib (1993) e LeSage (2000), temos as seguintes condicionais completas para o modelo
SAR,

(i) B|(6,02,V,Y*)Y) ~ N(B,02B VB 1), onde

B =[Xl(e2B VB ) 1X;| X (e2B VB~ )" ly* 4+ T 1]
(i) 072|(8,0,V,Y*,Y) ~ Gama(% + a, § + 1),

onde H = [y* — X18](¢2B~ VB~ 1)~ 1[y* — X1 8]

(iii) p|(8,0%,V, V", Y) o< [V'[~2ewp{—k= (y™ — X18) (V)" (v — X18)},
onde V' = (I — W)~V —sw)~L.

i -1 2 1 &€/’ +r
(iv) v '[(B,0,0% v, YY) oc Gama(*$t, S8,
onde &; é a i-ésima coluna da matriz (I — 6W)(y* — X18) € v_i = (V1,eee, Ui 1,Uit1y s Un).

N(zt B,v;) truncada a esquerda em 0 se YV; =1
N(xt B,v;) truncada a direita em 0 se Y; = 0

() Y18, po®, V,Y) ~{

onde V = diag(v;) e X1 = (I,, — pW) ' X. Em resumo, o esquema de estimacido comega com valores iniciais
arbitrarios g°,p°,09,6°,v0 e Y*0. Amostra-se das distribuicoes de (i) & (v) atualizando os valores a cada etapa.
Repetindo este até a convergeéncia.

Aqui a escolha dos valores para o hiperparametro r é de grande importancia, pois sua magnitude permite
ou nao o modelo a lidar eficientemente com a varidncia ndo constante e valores aberrantes. Valores pequenos
de r, em torno de 2 a 7, permite que a heterocedasticidade seja modeleda e torna o modelo mais robusto
em relagao a valores aberrantes. Valores grandes de r, 20 a 50, produzirao estimativas de v; préoximos de 1,
tornando o modelo homocedéstico.



3.2 Modelo 2

3.2.1 Escolhas envolvendo agentes distribuidos espacialmente

Suponha que existam dados sobre as escolhas de um conjunto de agentes ou individuos distribuidos
em um sistema de m regides no espaco. Em particular, suponha que apenas duas escolhas mutuamente
exclusivas sejam relevantes as quais denominaremos '0’ e "1’. A escolha observada para cada individuo
(k=1,...,n;1=1,...,m) na i-ésima regido é tratada como uma realizagdo de uma variavel aleatoria, Yy,
em que

Y = { 1 se o individuo k da regiao ¢ escolhe 1 (3.16)

0 se o individuo k da regiao ¢ escolhe 0

Podemos postular que as escolhas sdo baseadas em fungdes de utilidade aleatorias [Smith e LeSage (2003),
Greene (2003)], em que a k-ésima utilidade, para cada uma das duas alternativas, é assumida como tendo a
forma

Uiro = Y'wiko + absir + 0io + €iro Uikt = Y'wiry + olsir + 0i1 + cina

, em que w;g, ¢ um vetor de dimensao w de atributos observados para a alternativa a = 0,1 e s;; € um vetor
s-dimensional de atributos observados relativos ao individuo k. O termo 6;, + €14, representa a contribuigao
para a utilidade de todos outros atributos nao observaveis da regiao ¢, individuo k e alternativa a. Separando
em efeito regional, 6;,, representando componente nao observével de utilidade relativa & escolha a comum a
todos individuos da regido 7, e um efeito individual, €;;,, representando todos os outros componentes nao
observaveis. Tomando a diferenca de utilidades para o individuo &,

Vi = Uitr — Uiro = 2.8 + 0; + €in, (3.17)

em que = (7%, af — a})! é o vetor de parametros, o vetor de atributos z;; = [(wix1 — wiko)’, 54, o efeito
regional ; = (0;; — ;) e os efeitos individuais €5 = (;61 — €ix0), independentes do efeito regional. Entéo,
seguindo a hipdtese de maximizagao de utilidades, similar a (2.4),

P[Y;k = ].] = P[Uikl > UikO] = P[Y;Z > 0] (318)

Para as quantidades nao observaveis do modelo, é postulado que toda dependéncia entre a diferenca de
utilidades para os individuos em regioes diferentes sao capturadas pela dependéncia entre os efeitos regionais
(0;,i =1, ...,n). Em particular, os aspectos comuns a individuos em uma dada regidao ¢ podem ser similares
a individuos de regides vizinhas. Isto é feito assumindo que o vetor de interagdo, €, apresenta a seguinte
estrutura autorregressiva espacial?.

m
0;=p E wijej + u;, 1=1,...,m, (319)
j=1
onde os elementos w;; sao medidas de proximidade espacial entre as regioes ¢ e j. Os erros u; sao assumidos

como sendo normais independentes identicamente distribuidos (iid) com média 0 e variancia o2. Escrevendo
na forma matricial, em que § = (6; :i =1,...,m) eu = (u; : i = 1,...,m), temos

0 =pWé + u, u~ N(0,0%I,,),

sendo W a matriz de proximidade espacial com w;; = 0 e I, matriz identidade. Assumindo que B, = I,,—pW
é nao singular temos 6 = B, 'u e
8lp,0° ~ N(0,0°[B,B,] ") (3.20)

4Esta é especificagdo simultanea para as dependéncias regionais e segue a abordagem econométrica, apresentada em [Anselin
(1988, 2002)]



Os efeitos individuais, €;;, sdo assumidos como sendo normais (iid) com média 0 e variancia v; independentes
dos efeitos regionais ;. As varidncias v;, indexada na regido, implica que estamos postulando a homoce-
dasticidade intra-regiao e heterocedasticidade inter-regiao. Se denotarmos o vetor de efeitos individuais da
i-ésima regido por ¢; = (g4, : k = 1, ..., n;), entdo nossa suposicao implica que €; ~ N(0,v;1,,). Expressando
em termos globais, se ¢ = (ef : k =1, ...,n;)! temos que ¢ ~ N(0,V) em que V ¢é da forma,

V11,
V=
UmIn,,
A verossimilhanca para (3.17) fica entdo
m ng
L(B,y*ly) = H H{l(y;‘k>0)1(y,—k:1) + 1y <o) L(yi=0)} X P(Yi; Th Bo ti). (3.21)
k=1i=1

Podemos ainda expressar (3.17) na forma matricial em que Y;* = (Y;; : k =1,..,n)' e X; = (@ : k =
1,...,n;)t, entdo a diferenga de utilidade para a regido i tem a forma

Y;* = X,ﬂ + 0i1,- + &4, 1= ]., -, m, (322)

onde 1; é um vetor n; X 1 unitario. Definindon =3"n; ,Y* = (Y, :i=1,.,m)e X = (X! :i=1,..,m)!
a equagao regional (3.22) pode ser reduzida na forma

Y*"=XB+ A0 +e¢, (3.23)
em que

1

3.2.2 Modelo hierarquico Bayesiano

Por simplicidade e sem perda de generalidade, adotaremos prioris condicionalmente conjugadas ou difusas
na maioria dos casos [Gelman (1997), Carlin e Louis (2000)]. Entdo para o modelo descrito em (3.16) com
a variavel latente em (3.23), temos a seguinte estrutura para o modelo hierarquico,

(I) Condicionalmente a 8, p,02,0, e V, as variaveis latentes Y tem distribui¢do normal N (zt, 3 + 6;,v;)
comi=1,....m;k=1,...,n;.

(I1) Condicionalmente a p e o2, o vetor de efeitos espaciais § tem distribuigdo normal multivariada

N(0, UQ[BZBP]”).

(ITI) Condicionalmente a V', e tem distribui¢do normal multivariada N (0, V).
Para completar o modelo hierdrquico, designamos as seguintes prioris para 3, p,o? e os elementos da
diagonal de V.

(IV) Sejam as prioris, similares a Smith e LeSage (2003),

B ~ N(V(); E0)
p ~ Beta(a,b)

iid T
v; ~ InvGama (5, 5)
o? ~ InvGama(a,n)



Reparametrizando 0% = 1/¢ e vy = 1/v}, para facilitar a notagao na se¢do seguinte, redefinimos nova-

mente as duas ultimas prioris,
vy “ Gama (%’ g) e ¢ ~ Gamal(a,n)

Smith e LeSage (2003) usam uma distribui¢do uniforme para a priori de p, conforme apresentado na
Subsecao 3.1.3, com a restricao do valor de p entre o inverso no menor autovalor e o inverso do maior
autovalor da matriz de W [Anselin (2002), Cressie (1993)]. Aqui, usamos a restrigdo de 0 < p < 1 e também
adotamos a distribuicdo Beta para a priori de p. E uma forma de generalizar a distribuicdo uniforme proposta
por Smith e LeSage (2003), LeSage (2000), ja& que esta distribui¢do é um caso particular da distribuicao Beta,
em que os parametros tem valores a = 1 e b = 1. Esta priori permite mais flexibilidade, quando da suspeita
de que os dados tem alta correlagao espacial ou mesmo quando tem correlacao baixa.

3.2.3 Implementagao computacional

A estimacao serd feita via amostrador de Gibbs que amostra de um conjunto de distribui¢oes condi-
cionais completas a posteriori dos parametros. Para implementar a abordagem de amostragem MCMC,
precisamos das distribuicoes condicionais completas, para todos os parametros do modelo. Estas sao apre-
sentados a seguir, em que consideramos modelo hierdrquico apresentado acima, com B, = (I — pW¥W) e
V* =diag(vily,,...,v5Ih,,), onde I, é matriz identidade de dimensao n;.

(i) Blp,d,0,V*,y*,y ~ N3, (X'V*X + 251 onde § = [XIV*X + S5 LHXV*(y* — A) + 37 ).

(ii) 618, p,6,V*,y"y ~ N, M),
onde M = A'V 'A+¢BiB, e 6 = M 'A'V L (y" — A9)

(ii) plB, 6,0,V y x 6% |Byleap { ~$6"(BLB,)8} p(1 — p)* !

LeSage (1997, 2000) mostrou que esta distribuc¢do condicional de p ndo tem uma forma de uma dis-
tribuicdo conhecida. Sugere entdo um passo Metropolis-Hasting [Metropolis (1953), Hastings (1970)]
dentro do procedimento de amostragem do amostrador de Gibbs, frequentemente chamado de Metropo-
lis em Gibbs [Carlin e Louis (2000), Gamerman (1997)]. Algumas sugestdes para a chamada proposta
do nucleo de transicao da cadeia do MCMC sao a distribuicao normal e a distribuicao ¢ com trés graus
de liberdade [LeSage (1997)]. Neste trabalho sdo apresentadas duas propostas diferentes para o nicleo
de transicao, discutidas na secao 3.2.4

0 (B.B,)0+2

(iv) ¢|B7 p? 07 V*7y*7y ~ Gama(a,7n’)7 Onde a, = %20[ € n’ = 277

_ E:’ €ip+r

(V) Uﬂﬁ;/’; (b;e;vii;y*;y ~ Gama(gah)a onde g= nZTM eh 2

A . N(zl, 8+ 0;,vf) truncada a esquerda em 0 se y; = 1
(i) Y18, p 6,0,V y ~ { N(zt, 8+ 6;,v}) truncada a direita em 0 se y; = 0

Em resumo, o esquema do amostrador de Gibbs envolve atribuir valores iniciais arbitrarios para os
parametros que chamaremos de 89, 6°, p°, ¢°, V*0 e a variavel latente Y*O. Dadas as distribuicdes condicionais
a posteriori descritas acima, o procedimento de amostragem é definido como

1. w(Blp?,¢7,67,V* y* y), que é uma distribui¢do normal multivariada com parametros definidos em

7r
(i). Isto atualiza os valores do vetor 3 que denotaremos por 771;

2. w(0|BITL, pl ¢, VI y*i y), que também é uma distribui¢io normal multivariada definida em (ii).
Obtemos, entdo #911;



3. w(p|BItL, ¢l 07T Vi y* y), que é obtido usando o algoritmo M-H, que sera descrito na Subsegdo
3.2.4. Obtém-se p/Tt;

4. m(@|BIHL, pit1 03 Vi y*i y), que tem uma distribui¢io Gama, como descrito em (iv), amostramos
¢t

5. w(ur|BItY, pitt It GIt1 ™ y*i ), uma distribuicio Gama conforme (v), com k = 1,...,m. Atu-
alizamos V*U+1),

6. m(y*|BITL, pitL @I T 93T V=it ) cuja distribuigdo normal truncada é descrita em (vi), obtemos
y*([+1)

O amostrador de Gibbs prossegue até que a convergéncia seja atingida. Note que o amostrador de Gibbs
nao precisa necessariamente seguir esta ordem de amostragem. Adotamos arbitrariamente esta configuragao
do algoritmo.

3.2.4 Metropolis em Gibbs
A seguir sao apresentadas as densidades normais propostas para o niicleo de transi¢do do algoritmo M-H.

(A) Cadeias independentes

Neste caso, a transicido proposta é formulada independentemente da posicao atual p) da cadeia. A
proposta é gerada por uma, distribui¢do normal com média p e variancia 72. Para a média do nicleo de
transi¢do, usamos o méximo numeérico da fungao de log-verossimilhanga condicional de p, seguindo Chib,
Nardari e N.Shepard (2002), usando uma rotina de otmizagdo para obté-la. Estes autores sugerem ainda
que a variancia seja menos a segunda derivada numeérica desta funcdo (uma estimativa da informagao
observada de Fisher). Entretanto, no intuito de economizar em tempo de geragao, adotamos a sugestao
de Carlin e Louis (2000) e usamos as primeiras amostras para obter uma estimativa da varidncia a
posteriori.

(B) Cadeia passeio aleatorio

Novamente a caracterizagao da cadeia se refere & transicao proposta. Um passeio aleatério é uma cadeia
de Markov onde a evolucdo é dada por p¥) = pU=1 + z; em que z; é uma variavel aleatoria com uma
distribuicdo independente da cadeia [Gamerman (1997)]. Algumas distribui¢oes foram propostas para
este problema particular de estimacgdo do coeficiente de dependéncia espacial. LeSage (1997, 2000), por
exemplo, propoe uma distribuicao normal ou uma ¢t — Student com 3 graus de liberdade, adicionando
ainda a restrigio A} < p/t! < A\l nos valores que as propostas podem assumir, em que Apin ©
Amin 830, respectivamente, o menor e o maior autovalor da matriz de proximidade W. A restri¢do que
usamos tanto aqui quanto no caso de cadeias independentes é 0 < p/*1 < 1, conforme descrito na Secio
3.2.2. Usamos a distribuicdo normal com parametro de escala obtido usando as primeiras iteracoes do
algoritmo.

Escolha para o algoritmo M-H

O tempo gasto para gerar uma amostra de tamanho 500 no MATLAB usando um processador Athlon XP
1GHZ é de aproximadamente 1.10 segundos para M-H com cadeias independentes e de 1.04 segundos para
cadeia passeio aleatério. Neste trabalho, optamos pela proposta usando cadeias independentes geradas pela
distribuicao normal, que apesar de ser ligeiramente mais lenta devida ao procedimento de otimizacao usado
para encontrar o parametro de escala, a convergéncia é mais rapida que no caso de cadeia passeio aleatério
usada por LeSage (1997, 2000).
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Figura 1: Estrutura espacial usada nas simulagoes - Mapa e sua matriz de contiguidade

4 Estudo de simulacao

4.1 Simulacao do modelo 1

Anselin (1988) ilustra varios exemplos de modelos espaciais usando um conjunto de dados de crimes em 49
setores censitarios de Columbus, Ohaio, EUA. A variavel dependente Y*, combina o total de arrombamento
de casas e roubos de carros na vizinhanca por mil familias agregadas nestes setores censitarios. McMillen
(1992) discretiza esta variavel com a regra,

Yi:{ 1 se Y > 40,

0 se Y <40. (4.24)

Isto é, Y = 1 caso o setor tenha uma alta taxa de crimilidade. Como em Anselin (1988) e McMillen
(1992), usamos estes dados para ilustrar a técnica e ndo para adquirir conhecimento substantivo sobre o
padrao espacial do crime. Para as variaveis independentes, Anselin (1988) usou X; a renda média e X5 o
valor médio dos imo6veis dos setores censitarios. A distribui¢ao espacial dos setores pode ser vista na Figura
1.

A partir destas covariaveis, geramos 2500 amostras segundo o modelo probito SAR em (3.6), usando como
valores de geracdo para os parametros as estimativas encontradas por McMillen (1992). Entdo, o modelo
gerado é o seguinte,

Y;»* = 0.429 Zw,-ij* + 258ﬂ0 — 0.128:1311'&1 — 0.029.’1]2,‘ﬂ2 + &;. (425)
J

Onde g; ~ N(0,1) e w;; = 1 se os setores sdo contiguos e 0 caso contrario. A discretizagao foi feita
usando (4.24).

Para cada amostra, ajustamos o modelos usando as trés técnicas apresentadas na Secao 3.1: méxima
verossimilhanca (MV) via algoritmo EM [McMillen (1992)], método dos momentos generalizados (MMG)
[Pinkse e Slade (1998)] e a abordagem bayesiana [LeSage (2000)]. Na estimagdo dos parametros por MV,
usamos como valores iniciais para o algoritmo EM, (8o, 81, 82)! = (0,0,0)! e p = 0.5. Estes sdo 0s mesmos
valores iniciais usados por McMillen (1992). Para a maximizagao da verossimilhanca, usamos a fungao sar
da Econometric Toolboxr que basicamente ajusta o modelo SAR gaussiano na variavel latente gerada pelo
algoritmo EM, que é equivalente a maximizar a verossimilhanca em (3.11). A condigdo de parada para o
algoritmo é quando a diferenca das estimativas do passo anterior com o passo atual for menor que 0.001 .
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A estimagdo pelo MMG proposta por Pinkse e Slade (1998) é uma otimizacao da forma quadratrica,

[Sn(ﬁa p)]tMnSn(ﬁa p)

definida na Se¢do 3.1.2. A matriz M, deve ser definida positiva. Neste trabalho, como em Pinkse e Slade
(1998), usamos M,, = I, onde I,, é matriz identidade. Outro aspecto importante do MMG ¢é a escolha das
varidveis instrumentais. Pinkse e Slade (1998) sugerem que, dentre as varidveis intrumentrais, devem estar
as proprias regressoras X e a variavel latente espacialmente "defasada", WY™. Usamos os algoritmos de
otimizagao diponiveis no programa MATLAB para encontrar as estimativas dos parametros por MMG. Os
valores iniciais usados para o procedimento iterativo de otimizagao sdo (8o, 81, 52)t = (0,0,0)t e p = 0.3

Uma das vantagens da utilizacao do MMG é a simplicidade de implementacao computacional. Este
procedimento envolve calculo simples dos residuos generalizados definidos em (3.14) e dado o grande namero
de algoritmo de otimizagdo ja implementados de formas quadraticas, torna-se um problema relativamente
simples.

Na abordagem Bayesiana, utilizamos os comando "sarp — ¢g"da Econometric Toolbox. A escolha do
hiperparametro r da distribui¢ao a priori de v € um ponto importante. Se escolhemos r pequeno estamos
supondo heterocedasticidade e/ou a presenca de algum valor aberrante e r grande admitimos que os dados
sdo homodecéasticos sem valores aberrantes. LeSage (1997, 2000) sugere a escolha de valores entre 4 < r < 7.
Aqui, usamos r = 4, supondo que temos heterocedasticidade e que existam possiveis valores aberrantes nos
dados. Os hiperpardmetros para a priori de § foram escolhidos de tal forma que esta fique vaga, porém
propria. Assim, dada que a priori de 8 ¢ N(c,T), definimos ¢ = (0,0,0)! e T = 10°I,, onde I, é matriz
identidade de dimensao p. Ajustamos o modelo com um burn-in de 100 e amostramos as 1000 iteragoes
seguintes, conforme sugere LeSage (1997, 2000).

Tabela 4.1: Valor real e as estimativas médias, erro padrao e erroquadratico médio de 2500 amostras simu-
ladas

Parametros Bo b1 Ba p

Real 2.5887 -0.128 -0.029 0.429

Meédia 1.8822 -0.1051 -0.0181 0.1817

EM  Erro Padrao 0.6779 0.0456 0.0131 0.0997
EQM 0.9561 0.0026 0.2899x10~3 0.0711

Meédia 1.6630 -0.1342 -0.0131 0.2373

MMG Erro Padrao 1.3309 0.1107 0.0186 0.3245
EQM 2.6243 0.0123 0.5975x1072 0.1420

Meédia 2.3876 -0.1366 -0.0237 0.2334

Bayes Erro Padrao 0.5195  0.0409 0.0140 0.1086
EQM 0.1420 0.0017 0.2234x10~% 0.0500

As estimativas produzidas pelos trés métodos foram resumidos na Tabela 4.1. A abordagem Bayesiana
do modelo probito SAR obteve os melhores resultados dentre os métodos testados, produzindo estimador
com o menor erro quadratico médio (EQM) em relacdo ao verdadeiro valor do parametro. As estimativas
dos coeficientes de regressao f; e f2, em média, foram que mais se aproximaram dos valores de gera¢ao com
um EQM das 2500 amostras de 0.0017 e 0.22 x 1073, respectivamente. Os resultados obtidos pelo MMG
apresentaram a maior dispersao e os maiores EQM das estimativas dos parametros nas amostras simuladas
(Figura 2).

Note que todos os métodos subestimaram o coeficiente de dependéncia espacial p ficando longe do valor de
geracao (Figura 3).Uma possivel causa para a subestimacdo é o tamanho da amostra limitada pela estrutura
de vizinhanca.
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Figura 2: Histograma das Simulacoes - f; = —0.128 ¢ > = —0.029
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Figura 3: Histograma das Simulagdes - p = 0.429
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4.2 Simulacao do modelo 2

As simulagdes do modelo 2 sao feitas usando a estrutura de vizinhanca da Regido Administrativa de Campi-
nas, SP, composta por 90 municipios, dada na figura 4. Geramos os dados segundo um modelo relativamente
simples com apenas duas covaraveis, de acordo com (3.17) e (3.19)

k= Bz + Bomair + 0i + e

b; Py wiih; + ui,
J

onde os valores de geragdo sdo 1 = 3.14, By = —1.62 e p = 0.70. Por simplicidade, os erros €; e u;
foram gerados de normais padrao. A z;, é variavel uniforme com média zero e variancia 8.33 (uma variavel
uniforme em [-5,5]) e x4, € uma variavel normal com média zero e variancia 3. Note que a média zero das
covaraveis, em aplicacoes, pode ser obtida subtraindo-se suas respectivas médias. Finalmente, temos a regra
para discretizacao,

- _ |1 seY; >0,
Ylk_{ 0 seY; <0. (4.26)

Dividimos as simulagoes em trés casos. A primeira, a situagdo mais critica para o modelo 2, quando temos
apenas uma observacdo ou um individuo por area. Este caso é comum no que se refere a dados de area,
quando a informacao esta agregada (resumida) para refletir o comportamento médio de uma determinada
area. No segundo caso, simulamos um ntimero um pouco maior de individuos por area. Aqui, usamos n; = 5
para todas as areas. Finalmente no Caso 3, consideramos um niimero maior de observacoes, fixando n; = 15.
O objetivo é verificar como o modelo é estimado quando o tamanho da amostra aumenta.

4.3 Caso 1

Smith e LeSage (2003), em um estudo de simulagdo similar ao que é apresentado aqui, afirmam que a esti-
magcao via MCMC do modelo hierarquico, apesar de estimar bem os parametros de regressao 3, subestimam
o coeficiente autorregressivo p. Os autores, porém, nao explicam nem sugerem alternativas para lidar com
este problema.

Primeiro, ajustamos os dados gerados com um algoritmo similar ao usado no comando "semip — ¢g"da
Econometric Toolbox de James LeSage, cujo amostrador de Gibbs foi definido no se¢ao anterior .Para a priori
de ¢ = 1/0?, fizemos a = 0.001 e n = 1000, r = 100 para a priori v} = 1/v. Para a priori Beta de p usamos
a =3 eb=1. Definimos um burn-in de 2000 e amostramos as 2000 iteragoes seguintes.

Para obtermos a estimagao pontual de cada um dos componentes do vetor (3, p,o?,v), precisamos se-
lecionar uma medida que resuma a distribui¢do a posteriori marginal, tal como média, mediana ou moda.
Quando a distribuicdo a posteriori é simetrica, a média e a mediana serdo iguais; para posteriori simétrica
unimodal,as trés medidas coincidirao. Para posterioris assimétricas, a escolha é menos clara, embora a me-
diana é eventualmente preferida desde que ¢ uma medida intermediaria entre moda (que considera apenas
o valor correspondente ao méximo valor da densidade) e a média (que pode, eventualmente, dar muito peso
a valores extremos) [Carlin e Louis (2000)]. Sabemos que Smith e LeSage (2003) adotam a média da pos-
teriori amostrada para a estimacgao pontual dos pardmetros. Na Tabela 4.2 apresentamos os resultados da
estimacao.

Ao analisar o grafico das cadeias (Figura 5), temos que as cadeias parecem convergir muito lentamente.
Modelos como este, com muitos parametros em relacao aos dados disponiveis tipicamente, conduzem a altas
correlagoes a posteriori entre parametros que reduz dramaticamente o movimento do amostrador de Gibbs
através do espago paramétrico [Carlin e Louis (2000)]. A variancia o do processo u;, que é uma varidvel
aleatoria, tem uma correlagdo forte com as demais cadeias relativas aos outros parametros do modelo, em
particular com o 8 da regressdo (Tabela 4.3), o que pode estar ocacionando a lentiddo na convergéncia do
amostrador de Gibbs. A distribuigao a posteriori de p exibe assimetria (Figura 6) com a moda da distribuicao
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Figura 4: Regido administrativa de Campinas
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Tabela 4.2: Valor real e as estimativas médias, mediana e moda

B1 B2 P o’

Real 3.14 -1.62 0.70 1
Meédia 6.053 - 2.144 0.6078 0.4398
Mediana 6.119 - 2.141 0.6526 0.2740
Moda 4.928 -2.101 0.7324 0.3031
Desv.Pad 1.576  0.6837 0.2114 0.5244
2.50% 3.145 -3.490 0.09393 0.07739
97.50% 8.963 - 0.8767 0.9023 2.093

Tabela 4.3: Correlagoes cruzadas a posteriori dos pardmetros

b1 B2 P o’ v
b1 1.0
Ba - 0.7483 1.0
p 0.08026  0.02015 1.0
o2 -0.4226 0.2918 0.1727 1.0
v -0.08331 0.02886 - 0.06072 -0.1021 1.0

situando-se ao redor do valor de geragdo do pardmetro. Quando Smith e LeSage (2003) chegaram a concluséo
que para este caso especial ocorre subestimagcao, usando a média como estimador do coeficiente de depedéncia
espacial p, ndo levaram em consideracao que neste caso, em que a distribuicao a posteriori é assimétrica e
devemos levar em consideracao as demais alternativas de medidas que resumam a distribuicao, tais como
mediana e moda. Como dito acima, no exemplo, a moda é a medida que mais se aproxima do valor de
geragao de p.

Neste trabalho, propomos um artificio do amostrador que Gibbs, o qual denominaremos Esquema 2,
para tentar contornar este problema da subsestimacao e da corrrelagao entre os parametros, sem partir para
a reparametrizacao do modelo. Sabemos que uma cadeia de Markov ndo precisa seguir necessariamente
uma seqiiéncia com é apresentado na Secao 3.2.3, amostrando-se sequencialmente a cada passo de todas a
condiconais completas. Podemos fazer com que a cadeia se desloque, por um determinado periodo de tempo,

10 0

2 -5
0 500 1000 1500 2000 [ 500 1000 1500 2000

Distribuicao marginal - B,=-3.14 Distribuicao marginal - B,=-1.62
350 500

300
400

250
200 300

150 200

100
100
50

0, 0
2 3 6 8 10 -5 -4 -3 -2 -1 0

Figura 5: Cadeias dos pardmetros de regressao
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Convergencia de p Distribuicao Marginal - p=0.7
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Convergencia de ¢ Distribuicao Marginal - g=1
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0
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Figura 6: Cadeias dos parametros p e ¢

Tabela 4.4: Valor real e as estimativas médias, mediana e moda

B1 B2 p o’
3.14 -1.62 0.70 1
Média 3.383 -1.352 0.5669 1.945
Mediana  3.321 -1.340 0.5771 1.686
Esquema 2 Moda 3.143 -1.556 0.6914 1.133
Desv.Pad 0.7448 0.4560 0.1809 1.264
2.50 % 2.204 -2389 0.2274 0.2712
97.50% 5.129 -0.5501 0.8788  4.979

Média 11.30 -4.22 0.649 3.086

Mediana  13.42 -4.302  0.9940 2.432

Smith e LeSage (2003) Moda 16.38 -1.502 0.8991 1.491
semip-g Desv.Pad  5.877 2.217 0.6478 2411

2.50% 2757  -7.743 -0.9930 0.5199

97.50% 19.97 -0.9238 0.9980 9.850

com alguns parametros fixos. Neste caso, fixamos o coeficiente espacial p = 0 por um nimero de iteragoes
do amostrador de Gibbs para entdo comegar a amostrar e atualizar este parametro e os demais. Usando os
mesmos valores para os hiperparametros citados acima, ajustamos o modelo aos dados gerados, com p = 0
e ¢ fixos por 2000 iteragoes. Depois deste periodo, definimos um burn-in de 2000 iteragdes e amostramos as
2000 seguintes.

Com esta estratégia para o amostrador de Gibbs, a cadeia amostrada dos parametros de regressao 3
mostrou-se mais bem comportada que no caso anterior (Figura 8). Isto é constatado também no resultado
da estimacdo (Tabela 4.4) em que os coeficientes da regressio foram bem estimados. O coeficente p, devido
a assimetria de sua distribuicao a posteriori, foi melhor estimada pela moda da distribuicao.

Para estudar melhor este modelo, simulamos 50 amostras e para cada uma ajustamos o modelo usando
o Esquema 2 e também usando semip — g da Econometric Toolbox.

Os resultados das 50 simulagoes (Tabela 4.5) mostram que a mediana foi a medida de melhor desempenho
para todas a quantidades de interesse, com o menor erro quadratico médio (dado que conhecemos os valores
reais dos parametros).
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Figura 7: Esquema 2 - Amostrador de Gibbs para a analise MCMC, onde n; é periodo em que p é fixo
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Figura 8: Cadeias dos parametros de regressao (3
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Figura 9: Cadeias dos parametros p e ¢

Tabela 4.5: Caso 1 - Resultado das simulagoes de 50 amostras

Esquema 2 Smith e LeSage (2003)

Estimativa Dp EQM | Estimativa Dp EQM

Média 3.438 0.7759 0.6508 7.441 4.980 41.65

B1 Mediana 3.062 0.6249 0.3706 7.292 5.177 4225
Moda 2.724 0.5699  0.4764 6.857 5.562  42.68
Média -1.758 0.5365 0.2906 -3.771 2.547 10.72

B> Mediana -1.580 0.4701 0.2071 - 3.728 2.772 11.66
Moda -1.401 0.4804 0.2592 - 3.564 3.144 13.04

Média 0.6241 0.06627 0.04370 0.5010 0.4397 0.1862
p Mediana 0.6815 0.07795 0.03430 0.5308 0.5362 0.2687

Moda 0.6950 0.08063 0.03430 0.6424 0.6490 0.2687
Média 1.395 0.3644  0.2799 4.614 4919  35.65
0? Mediana 0.9810 0.3924  0.1441 3.940 4.561  28.06
Moda 0.6258 0.1091  0.1511 3.435 4.384  23.87

4.4 Caso 2

Apresentamos primeiro o exemplo de uma amostra gerada, em que mostramos que a cadeia amostrada de p
é estavel, ao contrario do que acontecia no Caso 1. Isso é devido a, quando temos mais individuos dentro das
areas a amostra contém mais informacao sobre os efeitos regionais #;. Consequentemente, mais informagao
temos sobre o coeficiente de dependéncia espacial, p. A Tabela 4.6, mostra o resultado da estimagao usando
também comando semip—g. A distribuicdo a posteriori de p, na Figura 10, como no Caso 1 exibe assimetria.
As estimativas pelo Esquema 2, sdo mostradas na Tabela 4.6.

Completando o estudo do Caso 2, geramos 25 amostras, para as quais usamos o Esquema 2 e semip — g
para o ajuste do modelo. Os resultados sao mostrados na Tabela 4.7

Neste caso, a moda foi a melhor estimativa para os pardmetros de interesse. No caso dos coeficiente
de regressao 3, as estimativas pelas trés medidas se aproximam. Isto é devido a simetria da distribui¢ao
a posteriori de B. Para o coeficiente de dependéncia espacial, p, a diferenca entre as estimativas ainda é
consequencia da assimetria da distribui¢do a posteriori (Figura 10).
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Tabela 4.6: Valor real e as estimativas médias, mediana e moda

B B2 p o’
3.14 -1.62 0.70 1
Média 3.107 -1.717 0.6761 0.6690
Mediana  3.077 - 1.706 0.6876 0.6203
Esquema 2 Moda 298 -1.762 0.6643 0.6130
Desv.Pad 0.3695 0.2383 0.1195  0.2538
2.50 % 2.487 -2.251 0.4148 0.3196
97.50% 3919 -1316 0.8671 1.315

Média 3.342  -1.846 0.8209 1.330

Mediana  3.247 -1.799 0.8340 1.214

Smith e LeSage (2003) Moda 2926 -1.776 0.8205 1.245
semip-g Desv.Pad 0.5189 0.2987 0.09896 0.5307

2.50% 2.579 -2.613 0.5955 0.6869

97.50% 4.785 -1.389 09770 2.761

L L L L L L L L L
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Distribuicao Marginal - p=0.7
T T

300
200
1001
0 L

01 02 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 10: Distribui¢ao a posterori de p

Tabela 4.7: Caso 2 - Resultado das simulagoes de 25 amostras

Esquema 2 Smith e LeSage (2003)

Estimativa Dp EQM | Estimativa Dp EQM

Meédia 3.346 0.7615  0.6029 3.688 0.9723 1.214

B1 Mediana 3.327 0.8343 0.7078 3.691 1.088 1.447
Moda 3.286 0.8821 0.7733 3.714 1.140 1.585
Meédia - 1.739 0.4110 0.1799 - 1.917 0.5509  0.3880

B2 Mediana - 1.728 0.4312 0.1936 - 1.923 0.6039  0.4504
Moda -1.712 0.4947  0.2470 -1.943 0.6321  0.4973

Média 0.6219 0.2155 0.05100 0.5212 0.1901 0.06689
p  Mediana 0.6463 0.2189 0.04922 0.5282 0.2007 0.06845

Moda 0.6842 0.2305 0.04922 0.5394 0.2289 0.06845

Média 1.206 0.6076  0.3993 1.540 1.345 2.041
o?  Mediana 1.086 0.5584  0.3088 1.474 1.382 2.072

Moda 0.9668 0.4987  0.2415 1.382 1.530 2.409
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Tabela 4.8: Valor real e as estimativas médias, mediana e moda

B Bo p o’
3.14 -1.62 0.70 1
Meédia 3.094 -1.645 0.7906  1.293
Mediana ~ 3.066 - 1.642 0.7962 1.242
Esquema 2 Moda 2993 -1.626 0.808  1.166
Desv.Pad 0.1746 0.1115 0.06284 0.3470
2.50 % 2.792 -1870 0.6595 0.7573
97.50% 3.486 -1.436 0.8985  2.058

Média 3.393 -1.819 0.7488  1.046

Mediana  3.378 -1.819 0.7550  1.008

Smith e LeSage (2003) Moda 3.322  -1.818 0.7580 0.9123
semip-g Desv.Pad 0.2650 0.1584 0.09038 0.2552

2.50% 2912 -2.093 0.5490 0.6469

97.50% 3.873 -1.518 0.9020 1.633

L L L L L L L L L
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000

Distribuicao Marginal - p=0.7
T T

05 0.6 07 08 0.9 1

Figura 11: Distribuicao a posteriori de p

4.5 Caso 3

Finalmente consideramos um ntimero grande de individuos por area, n; = 15 para todo i. O custo compu-
tacional cresce muito neste caso, pois lidamos com varias operacoes matriciais (decomposigdo de Cholesky
e autovalores) com grande quantidade de dados. Primeiro, como nos Caso 1 e Caso 2, vamos gerar uma
amostra e ajustar o algoritmo do Esquema 2 e semip — g.

)

As estimativas obtidas usando semip—g superestimam os paradmetros, em comparagao com as estimativas
obtidas pelo Esquema 2 (Tabela 4.8).

A assimetria da distribui¢do a posteriori de p diminuiu quando aumentamos o nimero de observagoes
por area. Os valores da média, mediana e moda amostrais estao bem préximos nas duas alternativas de
estimagdo. Finalizando o estudo deste caso, geramos 25 amostras, e para as quais ajustamos com os dois
procedimentos.

As estimativas dos parametros produzidas mostram que quando aumentamos o niumero de observagoes
por érea, as trés medidas de resumo da posteriori ficam muito proximas, como pode ser visto na Tabela
4.9. Como foi constatado no estudo preliminar com uma amostra, a assimetria do coeficiente de depedéncia
espacial tende a diminuir com o aumento da informagcao disponivel sobre os efeitos regionais ;. Neste caso,
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Tabela 4.9: Caso 3 - Resultado das simulagoes de 25 amostras

Esquema 2 Smith e LeSage (2003)
Estimativa Dp EQM | Estimativa Dp EQM
Média 3.234 0.2797 0.08321 2.958 0.2923 0.1144
B1 Mediana 3.234 0.2817 0.08418 2.957 0.2942 0.1157
Moda 3.213 0.3010 0.09145 2.958 0.3100 0.1243
Média - 1.650 0.1592 0.02571 - 1.507 0.1542 0.03322
B2 Mediana - 1.650 0.1584 0.02542 - 1.505 0.1538 0.03351
Moda - 1.640 0.1549 0.02372 - 1.504 0.1520 0.03311

Média 0.6734 0.1096 0.01213 0.6504 0.1378 0.02051
p  Mediana 0.6819 0.1088 0.01156 0.6562 0.1375 0.01988

Moda 0.7004 0.1099 0.01156 0.6671 0.1381 0.01988
Média 1.141 0.2319 0.07097 1.227 0.3795  0.1885
o?  Mediana 1.111 0.2257 0.06080 1.178 0.3591  0.1542
Moda 1.053 0.2046 0.04262 1.124 0.3492 0.1313

temos 15 individuos dentro de cada area dando informacao sobre o efeito da area sobre eles, enquanto, no
Caso 1, temos apenas um individuo para estimar o efeito regional.

Neste ultimo caso, qualquer uma das medidas poderia ser usada como medida de resumo da posteriori,
j4 que estao todas préoximas. Numericamente, sugerimos o uso da moda como estimador para as quantidade
de interesse.

5 Discussao

Os modelos Bayesianos sdo uma ferramenta poderosa na investigacao da dependéncia espacial em feno-
menos econdmicos de escolha discreta ou de variaveis truncadas. Aqui, mostramos dois possiveis modelos.

No caso do Modelo 1, o estudo de simulagao mostrou que a abordagem Bayesiana é mais efetiva na
estimacgao dos coeficientes de regressao se comparada com métodos frequentistas, tais como, méxima veros-
similhan¢a via EM e o método dos momentos generalizados (MMG).

O modelo hierarquico Bayesiano (Modelo 2), é flexivel o bastante para lidar com varios cenarios de
dependéncia espacial. Nas simulagoes feitas aqui, este modelo teve um bom desempenho , tanto na estimagao
dos coeficientes da regressao quanto no coeficiente espacial p.

Este trabalho foi ilustrativo para mostrar as técnicas existentes e propor algumas alteragdes para a
melhoria na estimacao dos modelos descritos, em particular, no Modelo 2, em que as mudancas propostas
melhoraram as estimativas.

Tais estudos de simulacao deverao ser continuados, assim como a utilizagao desses modelos, notadamente
o modelo hierarquico, na analise de dados econoémicos reais.
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