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Resumo

Neste trabalho fazemos um estudo do problema de Cauchy com parametro
fuzzy e/ou condigao inicial fuzzy. Consideramos o problema de duas maneiras
distintas: na primeira através das inclusoes diferenciais fuzzy e obtemos a
solucao fuzzy para este caso. Na segunda, obtemos a solucao deterministica
e fuzzificamos esta solucao através da extensao de Zadeh. Concluimos que,
sob certas condigoes, os dois métodos propostos produzem a mesma solugao.

1 Introducao

Consideremos o problema de valor inicial, ou de Cauchy

{x’(t) = fla(t),w) "

l’(to) = X

onde f: R™ x R¥ — R™ ¢ uma funcdo continua, v € U C R¥ é um vetor e
ro € R™.

E bem conhecida a importancia do estudo das equagoes diferenciais do
tipo (1) tanto do ponto de vista teérico quanto das aplicagoes. No entanto,
em muitos casos, tais equacoes parecem ser muito restritivas para descrever
sistemas de evolucao controlados. Tais restrigoes sao devidas a falta de in-
formagoes precisas ou conhecimento das leis que governam o controle para
os possiveis estados do sistema. Nos modelos matematicos que descrevem
fenomenos biologicos os parametros geralmente tém natureza incerta e assim
o campo de velocidades f em (1) tem argumentos incertos [2].

Filippov [5] e Wazewski [19] provaram que sob hipdteses de suavidade, a
equacgao dada no sistema (1) é equivalente a uma inclusao diferencial do tipo

7'(t) € F(x) (2)
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onde F(x) ={f(x,u)/u € U}.
Uma razodvel generalizagdo do problema (2) é aquela que leva em conta
aspectos de graduagcao, ou seja, a troca do conjunto F'(x) por conjuntos fuzzy

()

2(t) € flz(t))
{:c(O) e X (3)

onde X, 6 um conjunto fuzzy e f a extensdo de Zadeh [[12], [16]]da funcio
continua f dada em (1).

Neste contexto, algumas questoes surgem naturalmente: como pode ser
interpretado o problema (3)? O que é uma solugao de (3)?

Recentemente, Hiillermeier [7] sugeriu uma formulagao para o proble-
ma (3) baseado em uma familia de inclusoes diferenciais em cada a—nivel,
0<a<l.

Diferentemente das equagoes diferenciais fuzzy (EDF) classicas, envolven-
do a derivada de Hukuhara [3], [8], [14], a formulacao de Hiillermeier permite
“caracterizar” as principais propriedades das equacoes diferenciais ordinérias
de maneira natural, tais como periodicidade, estabilidade, bifurcacao, etc.
Em [4], Diamond formaliza as idéias propostas por Hllermeier.

Por outro lado, podemos obter uma solugao para (3) através do Principio
de Extensao utilizando idéia similar a aquela proposta por Oberguggenberger-
Pitschmann [11], onde a mesma ¢é a solucao de (1) que foi extendida.

No entanto, é conhecido que o problema com parametro (1) pode ser
reduzido a um problema de valor inicial do tipo

o' = f(x)
{ z(0) = o, (4)

introduzindo-se as variaveis adicionais 11, ..., Tk, COM 4= 0, Tmqs =
uj,j = 1,..., k, cuja dimensao é n = m + k.

Assim, inicialmente estudaremos o problema onde a condigao inicial X
é um conjunto fuzzy. Nos casos em que nos problemas estudados, algum
ou todos os parametros envolvidos na equagao (1) também sao fuzzy vere-
mos que podemos fazer duas abordagens: antes de considerar a fuzziness dos
parametros das mesmas fazer a mudanca de variaveis sugerida no paragrafo
anterior de tal maneira que possamos considerar as incertezas na nova con-
digao inicial ou simplesmente considerar a fuzzificagao direta de (1), tornando
o campo fuzzy e também a condigao inicial.

E mostrado aqui que a solucao de Hllermeier [7] e o obtido pelo principio
de extensao de Zadeh coincidem, tanto no caso onde somente a condi¢ao ini-
cial é fuzzy como naquele em que ela e/ou o(s) parametro(s) é(sdo) fuzzy. Em
outras palavras, dado o sistema (1) , fuzzificar a mesma e obter uma solugao
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através de uma familia de inclusoes diferenciais é equivalente a resolver o
problema deterministico e fuzzificar a solucao depois . Ao nosso ver, embo-
ra a abordagem de Hiillermeier seja mais geral, pois trata - se da equagoes
diferencias fuzzy gerais, sua arquitetura matematica é mais complicada que
a opgao via extensao, pois diferentemente desta o método de Hiillermeier
requer conhecimentos sobre a teoria de inclusao diferencial.

2 Conceitos Basicos

Denotaremos por K" a familia de todos os subconjuntos compactos e nao
vazios de R™.

Para A, B € K" e A € R as operagoes de soma e producto por escalar sao
definidos por

A+B={a+blac Ajbe B} XA={)\a/aec A}.

Um subconjunto fuzzy U de R", é definido pelo conjunto de pares orde-
nados (u, p(u)),u € R™ onde py : R® — [0, 1] é uma fun¢ao chamada grau
de pertinéncia, indicando o grau com que u estd em U, onde os graus 0 e
1 representam, respectivamente, a nao pertinéncia e a pertinéncia maxima
ao conjunto fuzzy. Para simplificar a notacao indicaremos a funcao de per-
tinéncia py por U.

Para 0 < a < 1 denotaremos por [U]* = {x € R" / U(x) > a} o a-nivel
de U e [U]° =supp U = {x € R*/ U(z) > 0}, denominado o suporte de U.

Um conjunto fuzzy U é denominado compacto se [U]* € K", Va € [0, 1].

Denotemos por F(R™) o espago de todos os conjuntos fuzzy compactos,
nao vazios.

As operagoes de soma e produto por escalar sobre F(R") sao definidas
por

U+ V(@) =sup U AV =)} e ) ={ TH 170

E conhecido também que as seguintes operacoes sao verdadeiras para os
niveis de conjuntos fuzzy

U+ V]* = [U]* + [V]* e [AU]* = A[U]® Va € [0, 1.

Para o nosso estudo precisamos do conceito e de algumas propriedades
do Principio de Extensao de Zadeh.



O Principio de Extensao de Zadeh é um método que nos permite obter
a imagem de um conjunto fuzzy através de uma fungao crisp [16]. Abaixo
ilustraremos o método.

Suponha que f: X — Y e que A: X — [0, 1] é um subconjunto fuzzy
de X. A extensao de Zadeh fde f aplicada em A é um subconjunto fuzzy
f(A) de Y cuja fungao de pertinéncia é

. { sup A(a) se fTl(y) # 0O
agf~1(y) (5)
0, se f(y)=0.

ese f: X XY — Z, com A e B subconjuntos fuzzy de X e Y, respectiva-
mente, entao a extensao de Zadeh f de f aplicada em A e B ¢ um subconjunto

fuzzy f(A, B) de Z cuja fungao de pertinéncia é

. { sup min{A(a), B(b)}, se f1z)#O
FAB)(=) =4 st
0, se fl(z)=0.

Também precisaremos de algumas informagoes e técnicas de inclusoes di-
ferenciais para construir a solu¢ao de Hiillermeier para o problema (3) de
equagoes diferenciais fuzzy.

3 Inclusoes Diferenciais

Consideremos a inclusao diferencial,

{x’(t) € F(t,z(t)) (7)

onde F': [0,7] x R" — K™ é uma multifuncdo e X, € K™ é um subconjunto
de R™.

A funcao y(t) é uma solucado de (7) no intervalo [0, T'| se for absolutamente
continua, y(0) = xg,x9 € Xy e satisfaz (7) para quase todo ¢t € [0,7]. A
fungdo F' permite modelar algum tipo de incerteza [9], pois para cada par
(t,x) € [to,T] x R™, a derivada pode ndo ser precisamente conhecida, mas
sabe-se que ¢ um elemento do conjunto F(t, ).

Uma generaliza¢ao do problema (7), sugerida por Hiillermeier [7], para
modelar sistemas dinamicos fuzzy é obtida substituindo o conjunto F(¢,x)
em (7) por um conjunto fuzzy, isto é, considerando o problema de valor inicial

fuzzy (PVIF)

{x’(t) € F(t,z(t)) (8)



onde F : [0,T] x R" — Fo(R™) é uma multifuncao fuzzy e X, € Fe(R"),
onde F¢(R™) é um conjunto normal, semicontinuo superior, fuzzy convexo e
de suporte compacto.

Sob a interpretacao de Hiillermeier o (PVIF)(8), é a familia de inclusdes

diferenciais 3 o
{x/(t) € [g(t,x(t))] )
ZE(to) - [Xo]a

onde [F'(.,.)]* é o a-nivel do conjunto fuzzy F(t,z(t)).

Para « fixado, a € [0, 1], denotaremos por ) (Xo,T) solugao de (9) e
por A, (Xo,t),0 <t <T o conjunto atingivel no instante ¢ de (9).

Agora, diremos que uma funcao = : [0,7] — R™ é uma a-soluc¢do para
(8) se ele e absolutamente continua, V¢ € [0, T e denotaremos por > (Xo,T) o
conjunto fuzzy solucao de (8) e por A(Xo,t) = {z(t) / z(.) € D (z0,T)} C R
o conjunto atingivel em ¢ de (8)

A seguir estudaremos o problema do valor inicial de sistemas autonémos
com a condigao inicial e/ou parametro(s) fuzzy segundo abordagem de Hiiller-
meier via inclusoes diferenciais fuzzy e a outra através da utilizagao do
Principio de Extensao de Zadeh na solugao deterministica.

4 Equacoes diferenciais com condicao inicial
fuzzy

Consideremos o problema de valor inicial

Y = fla)
. (10)

Zo
onde f :R™ — R™ é uma funcao continua e xyg € R™.

Observagao 1 Segundo o teorema da dependéncia diferencidvel [10], a solugao
além de ser fung¢ao em t, ela pode ser vista como func¢ao de xqy e da propria f
e serd da mesma classe que a f num aberto de um certo espaco de Banach.

Supondo que a condicao inicial xy seja fuzzy, a equacao diferencial dada
em (10), podemos associar:

2'(t) = f(x)
{35(0) e X, (11)

onde Xj é um conjunto fuzzy compacto nao vazio.



Notemos que (11) é uma representacao simbdlica, cuja interpretagdo pode
ser dada de formas diferenciadas, pois poderiamos considerar que a fuzziness
da condicao inicial poderia tornar o campo fuzzzy e assim estuda-la uti-
lizando a derivada de Hukuhara como foi proposto por varios autores, como
Kaleva e Seikkala [8],[17], ou através daquelas que nao utilizam a derivada
de Hukuhara. Considerando a segunda opgao, faremos as duas abordagens
propostas na introdugao para (11). Além disso mostraremos que, sob cer-
tas condigoes, estas interpretacoes sao equivalentes no sentido de terem as
mesmas solugoes.

Supondo que para cada xy (10) tem uma soluc¢do tnica z(t, zo) no inter-
valo [0, 77, fixado t € [0,T], podemos definir o operador:

L : R"™ — R™

da seguinte maneira, L;(zo) = 24(zo) e esta serd continua na varidvel x.
Aplicando o principio de extensao de Zadeh para L;, obtemos

L;: F(R™) — F(R™).

Agora, temos que

~

Li: F(R™) — F(R™).

estd bem definida, continua em X e que [ver [16]]
LX0)| = LX)

para todo « € [0, 1]. Logo, o conjunto atingivel no instante ¢ para o problema
(11) é o conjunto fuzzy Zt(Xo).

Agora, segundo a interpretacao de Hiillermeier, podemos es-
crever (11) como uma familia de inclusées diferenciais

2(t) = fla)
{x(@) e Xl (12)

pois [F(x(t))]* = f(x(1)).

Isto nos leva ao seguinte resultado.

Teorema 1 Suponha que para cada xoy € R™ tenhamos uma solucdao unica
deterministica z(.) de (10) no intervalo [0,T]. Entdo, existem os conjuntos
A(Xo,t), Li(Xo) do problema do valor inicial fuzzy e,

A

Lt(X0> — A(Xo, t)

para todo 0 <t <T | isto €, os conjuntos atingiveis sao iguais.



Prova:

Como para cada zp (10) tem uma solugao tnica z(.), para cada t € [0, 7],
entao temos que L; : R™ — R™ que associa a cada t e xg Li(xg) = x(x0)
¢ continua em xo pelo teorema da dependéncia diferenciavel. Sendo assim,
L, : F(R™) — F(R™) é continua e existe o conjunto fuzzy L;(X,). Além
disso, R

[L(Xo)]* = Le([X0]*)-

Portanto, dado « € [0, 1], temos
LX) = L (IX0l) = {aleo) /oo € o™t € 0.7} (13)

Por outro lado, para cada xy € [Xo]* e para a € [0,1] de (12) temos o
seguinte problema cléssico de equagoes diferenciais ordindrias associado [1],

{fﬂ’(t) = [flz(@))
z(0) = x.

Logo o conjunto atingivel associado a (12) serd dado por

U Aalwo, t) = Aa (1X0], 1) = {ze(x0) /20 € [Xo]}, (14)

on[Xo]a

o qual é o a—nivel do conjunto atingivel de (11).
De (13) e (14) segue o resultado.

Exemplo:Dado o problema malthusiano

¥ = —ax
{ z(0) = xg, zg > 0,29 € R, (15)

suponhamos que a condicao inicial seja fuzzy e que tenhamos o seguinte
conjunto fuzzy associado a mesma

1l—29 , 20€|0,1
XO(J;O):{ O 0 0 C.L ]

Logo, o problema (23) pode ser reescrito como o seguinte problema do valor

inicial fuzzy
() = —ax(t)
L) < o1 10)
com « € [0, 1], pois [—az]* é um conjunto classico. Agora para cada « € [0, 1]

temos que o conjunto atingivel de (pmfl) é dado por
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Aa(Xo,t) = [0,(1 — a)e™]
para todo t € [0, 00).

Agora, a solu¢ao deterministica de (23) é

x(t) = zpe”™

Como z(t) é continua em relagdo a xg, o conjunto atingivel do problema

~

fuzzy (77?) é o conjunto fuzzy L(Xj), cujos niveis sao dados por

[Lo(X0)]* = Lo([Xo]*) = [0, (1 = @)e™™] = Aa(Xo, 1),
para todo t € [0,00) e a € [0, 1].

4.1 Equacoes diferenciais com parametros fuzzy

Nesta secao discutiremos as equagoes diferenciais fuzzy geradas por uma
equacao diferencial deterministica com incerteza dada no parametro e/ou
condi¢ao inicial fuzzy.

Consideremos o problema de valor inicial com parametro

x’ = f(z,u)
{m(()) = Zo (17)

onde f : R™ x RF — R™ é continua , zo € R™, v € U C R* é um vetor de
parametros(coeficientes).

Observacgao 2 Se f € continua em um aberto w C R™ xRF, entdo a solugdo
de (17) € continua em w.

Notemos que o problema (17) pode ser tratado de duas maneiras distintas
quando o parametro e/ou condigao inicial é fuzzy. Poderiamos considerar a
fuzzificagao direta, isto é, considerarmos o seguinte problema

{:c’(t) E (x(t),U) (18)

onde fé a extensao de Zadeh da funcao f, em relagdo ao parametro u, ou
seja, f(z,.) : F(R¥) — F(R¥) onde o campo é um conjunto fuzzy ou, fazer
y = (x,u) no problema (17) e considerarmos o seguinte sistema a n = m + k

equacoes
y = Fly)
Lo = (19)



onde ' = (2/,u'),y(0) = ((0),u(0)) € R* e F(y) = (f(x,u),0). Neste caso,
supondo que a condigao inicial yy dado em (19) seja fuzzy, temos o seguinte
problema fuzzy associado ao mesmo

= Ry)
{5(0) c v (20)

onde Y é um conjunto fuzzy compacto nao vazio de R", ou seja, o problema
fuzzy dado em (20) é do mesmo tipo dado em (11).
Notemos que (18) é equivalente a (20), pois (17) é equivalente a (19).
Agora, segundo a interpretacao de Hiillermeier,podemos escrever (20) co-
mo uma familia de inclusoes diferenciais

() = Flu(t)
{y<o> e [P (21)

e (18) sera dado por

Z(t) e [flx(t),U)
{x<0) e X0, (22)

Primeiramente analisemos o caso em que (17) pode ser reduzido a um
problema do tipo (10). Supondo que Xy e Uy sejam conjuntos fuzzy distintos
temos que o problema (21) pode ser reescrito pela formulacao de inclusoes

diferenciais
{ y(t) = F(yt))
€ [X]
onde [Yo]* = ([Xo]*, [Uo]?].
Agora, supondo que para cada zq e ug tenhamos uma solugao tnica para
(19) e utilizando a mesma argumentagao dada ao problema com condigao
inicial fuzzy e (6), temos para a € [0, 1] que

[L4(Xo, Uo)]™ = Lo([Xo]*, [Uo]®)
Isto nos leva ao seguinte resultado.

Teorema 2 Suponhamos que para cada yy = (o, u) tenhamos uma unica
solugdo deterministica y(.) do problema (19) no intervalo [0,T]. Entdo,
existem os conjuntos A (Yy), Li(Yo) do problema do valor inicial fuzzy (20)
¢

Et(%) = At<YO)

para todo O <t < T, isto €, os conjuntos atingiveis sao 1guais.



Prova:

Segue analoga a demonstracao do teorema 1.

A interpretagdo dada por 18) é mais complexa, pois na interpretacao
através das inclusoes diferenciais teriamos de obter todas as edo’s correspon-
dentes a escolha nos conjuntos do campo e da condicao inicial e esta dificul-
dade aumentara consideravelmente quando considerarmos campos nao linear-
es. Por exemplo no caso logistico, precisamos obter todas f(x) € [Rx(1—x)]*
e rg € [Xo]¥, a € ]0,1], onde R e Xj s@ao conjuntos fuzzy, tais que as solugoes

de
{iﬂ'(?f) = [fz(@))
z(0) = T

nos darao o conjunto atingivel em um instante ¢t € [0, 7.
Além disso, (22) pode ser reescrito como

2 € flal), U]
{xm) e X0l (23)

pois []/”\(af(t),U)]O‘ = f(z(t),[U]*) = {f(z(t),u)/u € [U]*}, ou seja resolver
(23) ¢ equivalente a obter a solu¢do de uma familia de equagoes diferenciais
ordindrias do tipo (17). Portanto a andlise de (11) pode ser reduzido a de
(20) e o resultado se reduz ao que foi estabelecido no teorema 2.

Exemplo: Consideremos o problema de expectativa de vida dos elemen-
tos de A, supondo que a pobreza seja um fator que contribui para o aumento
da taxa de mortalidade dos individuos.

Para modelar a “pobreza ”, utilizaremos o saldrio (renda) como fator de
incerteza na taxa de mortalidade

7(t) = =(Ar + Agu(r))a(t),

Neste caso, o conjunto fuzzy que avalia o grau de pertinéncia da pobreza foi

definido por
2
u(r):{ [1—(%) ]k se 0<r<mrg

0 se r>Tro

onde, k é um parametro que fornece alguma caracteristica do grupo, r é
um parametro propormonal 4 renda do individuo e 7y é a renda minima a
partir da qual os individuos nao séo mais diferenciados quanto & pobreza e
portanto, nao mais influénciam na taxa de mortalidade.

Consideremos
() = —(A + Ag.u(r))z(t) (24)
m(O) =1x9,x9 > 0,29 € R,
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e fagamos a mudanca y = (z,u) em (24). Entao, temos

'(t) = F(y)
{5(0)=yo,zo > 0,90 € R?, (25)

onde F(y) = (f(z,u),0), cuja solucio é dada por y(t) = (xge~ M1 1u0)t ).
Supondo que a condigao inicial em (25) seja fuzzy devido a fuzzyness do
parametro ug, entao sob o ponto de vista de Hullermeier temos,

y'(t) = F(y(t))
{ y(0) € [0,r0V1 — k], (26)

para a € [0, 1].
Logo o conjunto atingivel de (26) é

Aa(Yo, 1) = {y(t) = (woe= M2 40y g € [0,791/1 — o]}

para todo t € [0, 00).
Como a solucao de (24) é

y(t) — (xoef(/\1+)\+21m)t’ Uo)

a qual é continua em relacao a (zo,ug) pelo teorema 3.1 em [18], entdo o
conjunto atingivel no tempo t é dado por

[L(Yo)]* = Lu([Y]*) = Lu(xo, [ue]®)
= {y(t) = (zoe=MTAT20 440) ug € [0,700/1 — ]}

para todo t € [0, 00).

Portanto os conjuntos atingiveis via Hullermeier e através do principio de
estensao coincidem.

Conclusao: O método de Hiillermeier é mais geral que o da extensao
da solucao classica via Principio de Extensao de Zadeh,pois esta ultimo per-
mite o estudo de equacoes diferenciais com parametros fuzzy, enquanto que
o primeiro considera equagoes diferenciais com o campo fuzzy e esta é estu-
dada através de uma familia de inclusoes diferenciais classicas. No entanto,
a extensao permite a avaliagao do grau de pertinéncia da solugao atraves
da utilizacao da definicao da extensao de Zadeh para cada condigao inicial.
Além disso, podemos observar que quando o parametro é fuzzy, o problema
de obtermos a solucao do problema fuzzy através da fuzzificacao direta do
problema deterministico podera se tornar muito mais dificel através da teoria
de inclusodes diferenciais fuzzy.
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