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1 Introducao

Nestas notas faremos uma breve introdugao aos espagos de Besov B; (R")
seguindo a referéncia [18]. O nosso propdsito é d4 uma nogao sobre os mesmos,
enunciando resultados e dando algumas demonstracoes. Essencialmente todas
as demonstragoes podem ser obtidas em [18]; v. também [19] e [3]. Uma das
nossas motivagoes para estudar os espacos de Besov é a equacao de Vlasov-
Poisson.

A equagao (ou sistema) de Vlasov—Poisson é a seguinte:

i+ v -Vxf+7E-V f=0. (1)
Aqui, f = f(t,x,v) >0, t >0, x,v € R", vy =1ou~y = —-1,e Eé
um campo de forgas do tipo gravitacional (v = —1) ou eletrostdtico (v = 1) o

qual estd especificado na Sec¢ao 4. A nossa referéncia basica para (1) é o livro de
Robert T. Glassey [9]. Esta equagao aparece em Mecanica Estatistica. Ela pode
modelar um conjunto de particulas massivas interagindo pela acao gravitacional
(v = —1) ou um gés ionizado (y = 1), supondo em ambos os casos a auséncia
de colisoes. No caso de presenca de colisoes, ela fica nao-homogeénia, i.e. com o
lado direito da mesma diferente de zero, ou melhor, neste caso temos a famosa
equacao de Boltzmann; v. e.g. [4].

Outras motivagoes sao as seguintes:
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1. Para s > 0 nao inteiro, os espagos de Besov B;p coincidem com o0s espagos
de Sobolev W*P(R"). Em particular, os espagos de Besov B, , ¢ uma alter-
nativa para definir os espagos de Sobolev W*P?(R") de indice fracionario.

2. Os espacos de Besov sao espagos naturais para estimativas de convergéncia
de solugoes aproximadas de equagoes diferenciais [2].

3. Interesse dos mesmos em equagoes elipticas [8].

A aplicagao dos espagos de Besov & equagao (1) provém de resultados de
regularidade, como o seguinte teorema de DiPerna-Lions-Meyer (1991):

Teorema 1 [5] Sejam f e g € LP(R" x R") satisfazendo a equagao
V'vxf:g7 X7V€Rn (2)

onde 1 <p<2. Sef(x) o Jan F(x,V)U(V)dv, com ¥ € CF(R") (arbitrdria),
entdo [ € B o(R™),onde s = 1/p'(p' ¢ o expoente conjugado de p,i.e. %—i—i =1).

Este teorema dé uma regularidade que pode ser chamada de regularidade de
média de velocidade, uma vez que fisicamente v representa uma velocidade e f é
definida integrando-se em relagdo a v. Em [5] encontramos outros resultados de
regularidade de média de velocidade. O termo v -V f é, a menos de f;, a parte
linear na equagao (1), logo podemos esperar uma regularidade nas solugoes
da equagao (1). Fazendo uma pequena adaptagdo da demonstragdo em [5]
do Teorema 1, temos a seguinte versao ‘no infinito’ do mesmo, cuja idéia da
demonstracao damos na Segao 3:

Teorema 2 Sob as mesmas hipdteses do Teorema 1, se

Foo() & /|  Joeviavay

K >0 (arbitrdrio) e f, g, Iv|?Pf, |v|f/rg € LP(R™ x R™), sendo 3 > n — 1,
entdo f., € B, ,(R") onde também s = 1/p’.

Estas notas estao divididas em cinco se¢oes. Na Secao 2 fazemos nossa
exposicao sobre os espagos de Besov By (R"). A Segao 3 contém a idéia da
demonstracao do Teorema 2. Na Secao 4 damos uma idéia da demonstracao do
Teorema de Horst—Hunze sobre a existéncia de solu¢ao da equagao (1) com uma

simplificagdo em relagdo a demonstragao original em [11] devida a H.N. Lopes
e M.C.Lopes [13].

Elas constituem um mini-curso que foi ministrado inicialmente na Escola
de Verao da UFPB em 1997, sob a coordenacao dos Profs. Aldo Maciel e



Marivaldo Matos, a quem agradecemos pela oportunidade e motivacao. Agora
temos novamente a grata satisfacao de repetir o mesmo a convite do Prof. Joao
Marcos Bezerra do O que demonstrou interesse no assunto e nos apontou a
referéncia [8], o que é um grande estimulo para nés e a quem estendemos os
nossos agradecimentos, bem como a todo o Departamento de Matematica da
UFPB.

A origem das mesmas e 0 nosso interesse e aprendizagem no assunto devem-
se a um trabalho iniciado com os Profs. H.N. Lopes, J. Soler e M.C. Lopes.
Especialmente a abordagem dada no Capitulo 4 foi apreendida de discussoes
com H.N. Lopes e M.C. Lopes.

Joao Pessoa, Janeiro de 2003.



2 Os espacos de Besov no R"

Nesta secao definimos os espacos de Besov no R”, denotados por B;,q(R"), e
apresentamos resultados basicos sobre os mesmos. A nossa referéncia é o livro
de H. Triebel [18]. Damos algumas demonstragdes que esperamos passarem uma
idéia natural da construcao e de como lidar com estes espacos. Essencialmente
todas podem ser obtidas em [18]; v. também [19] e [3].

Admitimos uma certa familiaridade do leitor com a teoria das distribuicoes
temperadas de Schwartz, denotadas por S’ (R™), com os espagos de Sobolev de
indice natural, W*P(R™), com os espacos de Sobolev de indice real modelados
no L?, H*(R"), e com alguns elementos de Andlise Funcional. Admitimos uma
boa familiaridade com a transformada de Fourier. Trés boas referéncias para
esses tépicos s@o os livros de M. Reed e B. Simon[16], R. Adams|1] e R. Iério[12]
(recomendamos também [17, Capitulo 1] para uma rapida exposigdo sobre as
distribuicoes temperadas e os espagos de Sobolev H*(R™) ). No Apéndice damos
alguns resultados e idéias basicas que usaremos com freqiiéncia.

Para motivar a definicio dos espacos de Besov B; (R") comegamos lem-
brando a defini¢do dos espagos de Sobolev W™P(R") com indice natural m e

1 <p<oo:

WP (R™) < {f € S'(R™); || f|lwms < 00}

onde

def a
[ s ST DI ) 7.

|a|<m

Em particular,

def

H™(R™) % wm2®e),

Devido a relagao F (D f) = (i€)*F f, onde F denota a transformada de Fourier,
e a identidade de Parseval, temos que (Teorema 18 no Apéndice)

H™(R") = {f € S'®");||f|lam = [|F (1 + [EP)2F flls < 00} (3)

e as normas || - ||yym2 e || - ||gm s@o equivalentes. Em (3) faz sentido tomar
m = s € R. Fazendo isto, obtemos (por defini¢ao) os espacos de Sobolev com

indice real s qualquer, modelados no L% Outra generalizagao de (3) é obtida
substituindo-se o L? pelo L?, o que d4 origem aos espacos de Lebesgue:

H(R™) = {f € S'R™); |Ifllar; = [|F (1 + € 2F fl|10 < 00}

Observagao 1 Temos a igualdade H)" = W™P enire os espacos de Lebesgue e
de Sobolev para qualquer m natural [18, p.169].
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Acontece que a norma || - |
[18, Teorema 2.3.3,p.177]:

mg ¢ equivalente a seguinte norma em Hy(R")

. 1/2
def s
Fs, = inf || (Z@ JI%IV) I (4)

=0

onde o infimo é tomado sobre todas as decomposicgoes
o
8/
f:Zaj, spt Fa; C M;, (5)

sendo

M; % (e e R 21 < ¢ < 2F1), j=1,2,--

def
My = {€ e R €] < 2}
Observemos que outra maneira (uma maneira conveniente) de escrevermos (4)
¢é a seguinte:

def s
Fs, = lan H(Q ]’@]‘)Hp HLP < oo} (6)

onde
o

def def
b= {(z;);z; € R, [[(z5) [li, = E H2 < o0},
=0

Mais geralmente, temos os espacos
def def
lg = {25 € R, || () |li, = ZI ) < oo}

paral < g< oo e

def def
lo = {(z;);z; € R, [|(2)) [[1. = (sup|z;|) < oo}
J

Uma generalizagao de (4) ou, equivalentemente (6), é obtida substituindo I por
l4, 0 que d4 origem aos espagos F;q(R”) (conhecidos como espagos de Triebel-
Lizorkin):

def s
ry, = mf ] [127a;])l[w |l < o0} (7)

F2 (R™) < {f e S'R™;||f]

Finalmente, trocando a ordem de [, e L, em (7) chegamos a defini¢do dos
espacos de Besov em R"™. Precisamente, temos:
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Definicao 1 Para —co < s < oo, 1 <p<oo el <q< oo, definimos

B; (R™) def {feSR"; f e Z;io aj, sptFa; C M,

def -
e 1@z, = 1| 2¥lagllee) I, < oo}
munido da norma
def . ,
fllss, = inf | @2¥|ajl|ze) (s,
sptFa; C M;

Feita a definicao dos espacos de Besov, devemos ver as suas propriedades.
Aqui, veremos algumas bésicas. A primeira que veremos é que eles contém
os espagos das fungoes rapidamente decrescentes S(R™), Teorema 3 abaixo. A
demonstracao deste resultado nos dard uma idéia sobre a construcao e uma
certa familiaridade na lida dos mesmos.

Teorema 3 S(R") C B; (R") com a inclusdo continua.

Demonstragao: Seja 6 uma fun¢ao em C§°(R") tal que

spth C {€ cR™271 <[] <2}, 0(6) >0 se \/%gyg\g\/é

def . n
e 0<0()<c= mm%gﬂgﬁe(&), VEER™; €] > V2 ou |§|<%.

Definamos 0 (§) dof 0(27%¢), k =1,2,---. Observamos que Y, 6x(£) < o0
para todo & € R™ e S5 0.(€) > ¢ para todo & € R™ tal que |£| > v/2. De
fato, se |{] < 1 entdo > ;o 6k(§) =0 < o0;se 1 < [€] < 2entdo Y o, 0k(§) =
01(€) < oo (notemos que 0,(€) = 0(£/2) > ¢ para V2 < [¢] < 2); e se [¢] > 2
entao existe um tnico [ € {2,3,---} tal que 271 < [¢] < 2! logo D07, 0k(§) =
0-1(€) + 61(€) = 0(55) + 0(5) > ¢ visto que f—l' ou sf pertence ao intervalo

1/v3,v3).

Agora seja 0y € C§°(R™) tal que spthy C {£ € R™; €] < 2}, 6p > 0 e
00(€) > cse |€] < V2. Entao > 30, 0x(€) > ¢ para todo £ € R", logo podemos
definir uma funcao ¢; pela equacao

gy = (2m) 2> 0710, §=0,1,2,--
k=0

Observamos que ¢; € S(R") ja que 0; € Ci°(R"), logo f * ¢; € S'(R™) para

quaisquer f € S'(R") e j=0,1,2,--- . Afirmamos que
FEY frg; VfeSRY, (8)
=0



ou seja,
fS: Z]O'.;O(Qﬂ)nﬂsﬁjf R (9)
= 2 to(Xhie k)10 f, Ve S'(RY).

Para provarmos (9), definimos

N o)
o = 0/ ;.
=0 =0
Observamos que (9) é conseqiiéncia de

S
pon  — ¢, Yee SR, (10)
N — oo

o que passamos a provar. Temos que @y (&) = 1 se [£] < 2V, on(€) = 0 se
|£‘ Z 2N+1 e

e ey
On(E) + Oxa(©)  (E/2Y) +0(E/2N )

se 2V < €] < 2Nt e N > 1, ou melhor, nestas tltimas condigoes temos

on(E) =1¥(€/2N), onde

on (&)

aet  0(E)
YO = T e

Dai, dados quaisquer multi-indices «, 3, sendo (3 # 0, temos:

SUP¢crn €7 (pn — ©)(€)| = supgern [§%0(E) (o () — 1)
< supgsan [M(E)|— (v—oo) 0

suPeen [€7 D7 (00w — ) ()] < supjgoon [€5(D7) (6) (pn(€) — 1))
+ Zl<|7|§,6 Cy SUP2N <|¢|<2N+1 €4 (DP70) () (D7) (6)]
= SUPj¢|>2N |§Q(Dﬁ§0)(f)|
+ 31 yj< O Sy g <an [€2(DPT10) (€) gwmr (D7) ()]
< SUP|gsonN £ (D7) (E)] + Z1<\7|§@ %HD’%HOO SUP|¢|>2N €D ) (6)]

Acabamos de provar (10), logo (8).
Pela definigao de ¢; e pela férmula (40) do Apéndice, é 6bvio que spt F( f *
@;) C M;. Entao agora é suficiente mostrar que existe uma constante ¢ tal que

1@ f*@llo) My, < > 1€ DA f]|p (11)

e, B]<m



para algum m € N, para toda funcao f em S(R™). (Lembramos que S(R") é

um espago de Fréchet com a familia de semi-normas || f||a s o [|z*DPf||, e que

a transformada de Fourier ¢ um isomorfismo em S(R").) A fim de mostrar (11),
temos as seguintes estimativas (cf. [18, p.175]):

299\ f 5 pullpe = 29 || FH((2m)™2 £ 65) | o

1 2||(L+ [z )" FH(f )| L

(onde ¢; = (2m)|(L + [ [*)7"(|L »)

€129 Z\a|§2n 2 F=H(f )|~

(visto que (14 |2*)" = (14 2] 4+ +23)" < 300 1<o [2°))

12 37 oy <on [1FH (D (F@))| (12)
€22 Z\a|§2n [D(fé)|] R

€32% 37 j<on (L + [EP2)" D (f 65) 1o

4 | japenn 11+ €22 D% ]| <

S o 0+ 7D 1|

IN IN

ININIA

se s > 0 (para o caso s < 0, tomamos a ultima desigualdade sem o s) onde o
serd escolhido abaixo e usamos o seguinte:

D*(fg) = Y (D)D),

[v|<2n

logo

Y D(fg) < Y DD Dgl;

la]<2n |a|<2n || <2n
e, como spt p; C M;, temos
28j|\(1+|§|2)—0Da<;23j\|00 )
= 2 supeey (14 €7D (6)] (13)
< supgeyy, [(1+[€17)° 77D (8]

pois para j = 0 temos 2% =1 < (1 + [£|*)* (s >0) e para j > 1 temos

geM; = Y<|g = 207D < ¢
= 20 < 1422070 <14 [¢]2 = 29 < (14 €2

agora, vamos estimar || D*®;||o, 7 > 1:
5O = 205y ) S
B = 05 | 3 0u(0),
k=0
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logo ¢;(§) = 0se EEM; e p;(€) = 5(2%) se £ € M;, onde

déf ﬂ_,n/z~ 9<§)
N R TGETE)

sendo (&) o 00(€) se j =1 e 0(€) = (2€) se j > 2; daf obtemos

(D°B)E) = 5y (D°B)(E/2)

se £ € M; e zero, caso contrario, logo,

o 1 (0%
IDBloe < g 1Dl
de (12), (13) e (14), obtemos

11 5 allio) by < Sy 167D o]
|| (22(370)] Z|a|§n @) ||lq
< CZ|a|,|ﬁ|§m ||§aDﬁf||L°°

(14)

com ¢ = cs||(22(=9) 2 lal<n st lli, < oo para 0 > s e m suficientemente

grande; portanto, concluimos que
S(R") C B; ,(R")

com a inclusao continua, para quaisquer s € Re p € (1,00). W

(15)

Observacao 2 Seja N € N (N = {1,2,---}). A seqiiéncia (p;);2, construida
na demonstracao do Teorema 3 satisfaz as sequintes propriedades com N = 1

(cf. [18, p.171]):
1. p; € SR") ey; >0paraj=0,12,---

2. sptg; C{Ee R 2N <|¢| <277V} para j=1,2,-- espt@y C {€ €

R™; €] < 2N}

3. Existe uma constante positiva c tal que Z]O'io $;(€) > ¢, paratodo £ € R™;

4. Para todo multi-indice «, existe uma constante ¢, tal que

[(D*;) ()] < e

para j =1,2,---



Teorema 4 [18, p. 172] Sejam s € R, p € (1,00) e q € [1,00]. Para qualquer
seqiiéncia (¢;) que satisfaca as condigoes 1-4 da Observagao acima, temos que

def

By, (") = {f € S'®: |1l < N(f *0))

l3(Lr) < 00},

def s7 . .
onde [|(f * o)llizzry = [1CVIf * @jlleo)lli,- Além disso, || -|ls;, e |l |
normas equivalente em By (R™).

. .
. 8G0
Bj.q

Teorema 5 Para se R, e>0,1<p<ooel <q < g <00, temos

S(R") C Bit<(R") C Bs,(R") C B, (R")

p,q1

C B}, (R") C B o (R") C By (R")

p,q2
com todas as inclusdes continuas.

Demonstragao: A primeira inclusao é dada pelo Teorema 3. Para a segunda,
dada qualquer decomposicao f = > a; € BStS, temos

p,007

fllss, = 1127 as | el = 32720 2 ]| e
< (S50 2NN |agl| o)l
logo
A lss, < cllfllgste - (16)
Agora, vejamos que
B (R") C B, (R") (17)

com a inclusdo continua, para quaisquer s € R, p € (1,00) e ¢1 < g2 em
[1,00]: Se f =Y a; € By, entao (2||a||rr) € lg,; como I, C lg, com a
inclusao continua, segue-se o resultado. A tultima inclusao é um caso particular
da segunda.

Observacao 3 E imediato da Definicao 1, que também vale a inclusdo continua
By (R") € By, (R)

sempre que Sg < Sq.
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Observacgao 4 Aproveitando o enunciado do Teorema 4, demos a definicao da
norma || - [|isz»). Na verdade, temos os espagos

s def 00 sq
I,(LP) = {(a;)7; a; € LP e (2¥]|ay]|1r) € 14}

com a norma (repetindo a defini¢ao dada no Teorema 4)

def s
(@) ligeey = 112¥]las[z0) i,

Mais geralmente, dada uma seqiiéncia de espagos de Banach (4;)52,, podemos
definir o espaco

ef 00
l(A) E {(a)Z0; a5 € Aj e (|lajlla,) € I}

munido da norma o
(ai)i,a, = [ (1Caz)la;) i,

Podemos provar que [,(A;) é um espago de Banach, para todo ¢ € [1,00].
Notemos que I3 (L) = l,(A;) para A; = LP munido danorma || f||4, = 2%|| f[|».

Usando o Teorema 4, com a ajuda do Lema elementar de Anélise Funcional
abaixo, podemos demonstrar facilmente que os espacos de Besov sao espacos de
Banach, Teorema 6 abaixo.

Lema 1 Sejam A um espaco vetorial normado e B um espaco de Banach. Se
existem operadores lineares limitados R : B — A e T : A — B tais que
RT = I4 (operador identidade em A)' entio A também é um espaco de Banach.

Demonstracao: Se (z;) é uma seqiiéncia de Cauchy em A entao (7 z;) também
¢ uma seqiiéncia de Cauchy, em B. Como B é um espago de Banach, existe
y€ B, y=1limSz;. Dai, z; =R7Tz; — Ryc A. 1

Teorema 6 Todo espago de Besov B, (R") é um espago de Banach.

Demonstracao: Sejam (p;) e (¢;) duas seqliéncias satisfazendo 1-4 da
Observagao 2 com N = 1 tais que > 2 %p; = (2m)™" e @‘Spt@ =1 (cf.
demonstragao do Teorema 3). Vamos aplicar o Lema 1 tomando A = B; (R"),
B =13(LP) e, R e T, os seguintes operadores:

R ((a5)) = 35+ a;

IOperadores como estes sdo chamados, respectivamente, de retracio e co-retracio [18, p.22]
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T(f) = (f*¢;)
Para verificarmos que R esta bem definido como um operador linear limitado
do [3(L?) no B; (R™), fazemos a seguinte estimativa, onde ¢ € S(R") e N € N:

(0w * a0 = [ Sotas 0+ )]

(onde ¥; = v;(—x))

3o llaslzo 19 % @ll o

= Zio@llll) @ = 2ll) »
< (Sio@llaslle)) T (i@ 1y + ¢l )7 )

<

(a;) l5(LP) H(PHB;,fq,-

Isto prova que existe o limite

(R((ay)),) = lim ( Z%*%s& Vo e S(RY)

N—oo 4

e também que R((a;)) € S'(R"), visto que S(R") C B,’, com a inclusdo
continua (Teorema 3).

Pelo Teorema 4, 7 é um operador linear limitado de By (R") em [5(LP).
Além disso, RT = Ips (rn), POIS

FRI(f) = Y2,@m)"dfé; = 2m)"(52 6)f
— ff?

onde usamos que 1//); |sptp; = 1.0
Observagao 5 A estimativa (18) dd wma indicagdo do dual de B, (R"). De
fato, temos (B, ,(R"))" = B,*,(R"), para todo (s,p,q) € R x (1,00) x [1,00]

[18, p.198]. Devido a este resultado, no estudo dos espagos de Besov podemos
muitas vezes nos restringir ao caso s > 0.

Observacao 6 [18, p.180] Valem as sequintes inclusoes continuas:
WereP(R") C By (R") ¢ W “P(R"),
H;Jre(Rn) C B;q(Rn) C Hzfe(Rn%
para todo (s,p,q,€) € R x (1,00) x [1,00] x (0, 00).

A seguir vamos dissertar um pouco sobre a teoria da interpolacao abstrata
com o objetivo de concluir que os espagos de Besov B; , de fato coincidem com
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os espacos de Sobolev W*P para s > (0 nao-inteiro® e p = ¢, onde estes tiltimos
sao definidos da seguinte maneira:

Wsp Rn def {f c W[s 7p(IRTL
1/p (19)
def fe x a
I£lhvs 20 + Sy ([ [ LB ) <)

onde s € (0,00)/N, [s] é o maior inteiro menor do que s e {s} = s — [s]. Cf.
[18, p.190], [1, p.214] ou [15, p.342].

Em primeiro lugar observamos que existem varios métodos de interpolagao.
Estes podem ser classificados em duas categorias distintas: os métodos de in-
terpolagao “real” e os “complexos” [18, 3]. Aqui estamos interessados apenas
num método de interpolagao: o método real conhecido como método K.

A teoria da interpolacao consiste em achar um “espaco de interpolagao”
em relacao a dois espacos de Banach Aj, A; contidos num espago vetorial de
Hausdorff A. Por espaco de interpolacdo entendemos um espaco de Banach
{Ag, A1} que satisfaga as seguintes condigoes:

(a) AgNA; C {Ag, A1} C Ag+A; (Ag+A ={a€ Aja=ap+a; com a; €
A i = 0,1} e [lal[ag+a, = infomagra, ([[aolla, + [lar]|a,) );

(b) Se By e B; sao também espagos de Banach contidos em A4 e se um
operador linear T' de A em A satisfaz T' € L(A;, B;) 3, i = 0,1, entao
T e L({Ao,Al} {Bo,Bl}) (§

171 ga0, 403 480.8:3 < T a1 T 1A, 5,
para algum 6 € [0, 1].
O método K ¢é devido a J.Peetre e comeca pela defini¢ao do funcional K: Da-

dos espacos de Banach Ag, A; contidos num espaco de Hausdorff A, definimos,
para 0 <t < oo, o funcional

K(t,a) = K(t,a; Ag, A1) = inf  (l[aol[a, + tl|a1]]a,), a€A
a = ag+ a1
a; € Az

epara<f<lel<qg<o0,0espaco
(Ao,Al)qu :{ a € A0—|—A1;

def oo dt 14
l|al| 4, Agg = (/ [t—GK(t,a)]‘J?) <00, seq< o0 e
0

def

||a||(A07A1)0,oo = SUPp<t<oo tieK(t’ CL) <00, seq= OO}

Entao temos o seguinte teorema:

20s espagos WP para s ndo-inteiro foram introduzidos por Aronszajn (1995), Slobodeckij
(1958) e Gagliardo (1958) [2].
30perador linear limitado do A; no B;.
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Teorema 7 [18, p.25] O espaco (Ao, A1)gq € um espago de interpolagao.

Um fato interessante dos espagos (Ao, A1)s,, ¢ 0 seguinte resultado, um caso
particular do Teorema de Convexidade de Riesz—Thorin (v. Apéndice, Teorema
19):

Teorema 8 [18, p.128] Para qualquer espago de medida (X, B, pn) o-finito e
quaisquer py,p; € [1,00), 6 € (0,1), vale

(L (X), 1P (X))g, = I(X)
onde 1/p=(1—0)/po+0/p:.
Também temos o seguinte teorema:
Teorema 9 [18, p.186] Sejam 0 < s¢,s1 < 00, So # s1. Entdo
(WHr(RY), WP (RY)),, = B, (R")
onde 0 <0 <1es=(1-0)sy+0s.

Um caso importante dos espagos (A, A1)g, ocorre quando Ay = A é um
espaco de Banach e A; = K™ é um espaco especial que passamos a definir:

Sejam Gy(t), i = 1,---,n, 0 < t < oo, semi-grupos fortemente continuos em
L(A) que comutem entre si, i.e. para quaisquer i,j =1,--+ . n,t,s >0ea € A,
temos:

(a) Gi(t) € L(A);
(b) Gi(0) = La, Gi(t + 5) = Gy(t + 5) = G4(1)Gi(s);

(¢) limys||Gi(t)a — Gi(s)alla = 0 (tomamos o limite somente pela direita se
s =0);

(d) Gi(t)G(s) = G;(s)Gi(1).

Denotemos por A; o gerador infinitesimal de G; e escrevamos A = (A, -+, A,)
e A = AT+ A% para a = (aq, -+ , ;) um multi-indice n-dimensional qual-
quer.

Definicao 2 Seja m € N.

E™ % MajemD(AY) (= NajzmD(A®))

lallxn =37 [IA%al]4,

|a|<m

onde D(A®) € o dominio do operador A®.
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Lembramos que D(A®) é o conjunto dos a’s no espago A para os quais A%

estd definido, no sentido de que dados dois operadores S, T € L(A), temos
def

D(ST) = {a€ A;Ta € D(S)}.

Teorema 10 [18, p.88] Sejam A, G; como acima. Sejam também 1 < g < oo,
s=0m,0<60 <1, meN,[s] o maior inteiro menor do s, e {s} = s — [s].
Se para todo i = 1,--- ,n existem nimeros 5; < 0 e M; > 0 tais que ||G;(t)|] <
M;ePt, 0 <t < oo, entdo

(A, K™)oq = {a € A;la]|" < oo}

onde
def e
ol = e+ 3 ([ OG0 - DAty ay)
o <[s]
y=(y1, - ,yn). Além disso, || - ||* € uma norma equivalente a norma || - || gm
em K™.

Exemplo 1 Tomemos A = LP(R"), 1 <p < o0, e

[Gi(0) fI(x) = fzr, - @i, @i+ 6 Tig, -+ Tn)),

f € LP(R"). (Define-se ; primeiramente em S(R") e depois estende-se G; a
LP. E facil ver que G; é uma isometria em LP.) Podemos provar que [18, p.187]

D(A}") = {f€8’(R”)HfHLp+H HLP<OO}

= FeSE)SL,I J,:Hm < o}

e
o™ f
Af=— D(A).
M= g FEDAD)
Logo, para o = (av, - -+ , ;) um multi-indice arbitrario, temos que
D(A%) = {f € S'R"); > |[D7f|| < o0}
IyI<lal

e

AN f=D*f fe DAY
Dai obtemos que K™ = Njg=mnD(A*) = W™P(R") com a norma
fllxm = 22 a<m 1D fllLe, a qual é evidentemente equivalente a norma

1 llwer = (3 jaj<m |1 D FIE2)P.

15



Corolario 1 Para0 <s¢ N el <p < oo, temos

By, (R") = WHP(R")

e as normas || - [|ss, e[| - [[ws sdo equivalentes.

Demonstragao: Sejam 0 < 6 < 1 em € N/{0} tais que s = fm. Pelo Teorema

9, temos que
(LP(R"), W™P(R"™))op = By ;

pelo Teorema 10, o Exemplo acima e a definicao em (19), obtemos
(LP(R™), WP (R™))gp = WP (R").
[

Exemplo 2 Seja f = x(g1), a fungao caracteristica do intervalo (0,1), i.e.
f(z) = 1sex € (0,1) e zero, caso contrario. Usando a Definigdo em (19), é
facil verificar que f € W*P(R) se, e somente se, 0 < sp < 1, mas f € B (R")
para sp = 1; c¢f. Observacao 6. Para verificar esta ultima afirmacao, seguimos a
resposta a questdo de como calcular uma norma de Besov || -||ss  posta em [2]:
Calculamos uma aproximacao superior para a mesma e usamos a interpolagao
dada pelo Teorema 9. Vejamos: Seja 0 < t < oo. Analogamente a [2, p.6],
escrevemos

f=a+a

onde a; =0set >1epara0<t<1,a éafungao em C(R) com suporte no
intervalo [—t, 14| que coincide com f em (0, 1) e é linear nos intervalos [—t, 0] e
[1,1+4¢]. Pela definigao do funcional K(¢,-) com Ay = LP(R") e A; = WHP(R"),
temos

2t 1/p 2t 1 2 1/p <1
K(t,f)éHao||Lp+tHa1HW1m={ <m> ”(m+ HH) ,  Sets

1, set>1
logo,
Hf’ Bf;,oo = HfH(Lp(Rn)vwl’p)s,oo = Sup0<t<00 t_sK(t7 f) R
< SUPgercne { (57)° + 170 (5 + 14 2607100) 41}
< 0

onde tomamos 1/p = s e notamos que 0 < s < 1 (1 < p < o00). Na Secao 3,
veremos outra maneira de estimar a norma de Besov. Agora, consideremos o
seguinte problema que podemos encontrar em Equagoes Diferenciais Parciais:
Dada uma funciao v € H{(£2), © um aberto limitado do R”, seja U a extensao
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por zero da fungao u ao R". Perguntamos se u € H*(R™). Tendo em vista o
verificado para a fungao f = X(g 1), podemos esperar que em geral a resposta
para esta pergunta é ndo. Seja u(z) = 1—|z|. Deixamos como exercicio verificar
que v € H} ((=1,1)), u & H*(R), u € H*(R) para qualquer s € (—oc,3/2)
(v. Definicao 9 no Apéndice), u € B;  (R) para qualquer s € (—00,3/2].

Vamos encerrar este Capitulo falando de imersdes dos espacos de Besov.
Em primeiro lugar lembramos a definigdo do espago de Holder C*(R™), s > 0
qualquer:

def

C'®M) (e kR,

def D4 () — D
[1fllex = M llom + Eajmg Supery, Z25m L < 00}
onde [s] é o maior inteiro menor do que s, {s} =s—[s] e

1 fllow = D sup [D*f(2)].

r€ER™
|| <[s]

Enunciamos dois resultados de imersdes (itens (a) e (b)) abaixo):

Teorema 11 [18, p.203]

(a) Sel<p<r<oo,1<g<we—oo<t<s<oocoms—n/p=t—n/r,
entao

B; (R") C B, (R").
(b) Sel<p<oo,1<qg<o0el<s¢&N, entao
BtP(R™) C C*(R™);

aqui, no caso ¢ =1, s pode ser qualquer nimero nao-negativo.

3 Um resultado de regularidade para média de
velocidade

Nesta secao damos uma idéia da demonstracao do Teorema 2, v. Introducao.
Obteremos uma decomposicao de f_, da seguinte forma:

foo = (Z AjAjf) —i (Z BjAj!J) (20)

onde A;, B; e Aj sao operadores definidos mais tarde. Queremos destacar no
momento que valem os seguintes resultados (cf. [5, Lemas 1 e 2]):
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Lema 2 Os operadores A; e B; sao operadores lineares limitados do
LY(R"™ x R, |v|®dzdv) no LY(R™) com normas uniformemente limitadas em
relacao a j.

Lema 3 Os operadores A; e B; sao operadores lineares limitados do
L*(R" x R", |v|%dzdv) no L*(R") com normas limitadas por c277/2, onde c

¢ uma constante independente de j.

Tendo estes lemas, usamos o Teorema de Convexidade de Riesz—Thorin (v.
Apéndice, Teorema 19) para obter que os operadores A, e B; sao operadores
lineares limitados do LP(R™ x R", |v|?dzdv) no LP(R"), 1 < p < 2, com norma
limitada por ¢279/7", ou seja

1558, Fll oy < 277 [VIP/P A £ Lo n ey (21)
para S; = A; ou Bj. Por outro lado, existe o famoso resultado de Littlewood—

Paley [14]:
1A fllze) e < ellF 1o (22)

onde 1 < p < 00; v. Defini¢ao 3 abaixo. Usando (22) em (21), obtemos
@718 A f zr@ny) iz < el V172 f| o en xin)- (23)

De (20) e (23) vem que [, € BS,(R"); vejamos mais detalhes a seguir.

Tendo em vista o carater 1ntr0dutorio destas notas, omitiremos a demon-
stracao do Lema 2 pois esta é mais dificil do que a do Lemma 3; v. Lema 1
em [5]. Para demonstrar o Lema 3 temos que adaptar as contas em [5], o que
nos leva as condicoes adicionais de integrabilidade sobre f e g no Teorema 2 e
é naturalmente provocado pela integragao no infinito ( sz x)

A decomposicao (20): Pela férmula 8, é facil ver que
F=) U= f), VfeSRY (24)
=0

onde @; def (( )" n/ 290]) 2 satisfaz as propriedades 1-4 da Observacao 2 com

N = 1. Em particular, notamos que @(5) 0( ) para uma fungio 6 € C5°(R")
com suporte no anel {{ € R*; 271 < [€] <2} e

2029 (2m)™", V&eR™

A seqiiéncia ((27r)”/ 2@;) é o que podemos chamar de uma decomposicao diddica
da identidade. Agora damos a defini¢ao do operador A;:
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Definicao 3 O operador A; € definido em S'(R™) pela formula

def

Ajf =i f.

Observacao 7 Usando o Teorema de Mihlin (v. [15, p.346] ou [3, p.135])
podemos provar que A; estd bem definido como um operador linear limitado
em LP para 1 < p < 0o, mas o que nos interessa ¢ o teorema mais forte de
Littlewood—Paley mencionado na desigualdade (22).

Da Definigao 3 e de (24) vem que
F=) A, V[eS®Y (25)
=0

(decomposicao de Littlewood—Paley em blocos diddicos), logo,

o0

7=0

=0

onde f; o AZf .. Entéo
I =m0 f)
donde
= ([ w@an eva), (26)
VK
Neste ponto, usamos a equacao (2). Aplicando A; e F & equagao (2), obtemos

i(€-v)(Af) = (49)

Para usar esta informagao em (26), precisamos evitar £ - v préximo do zero.
Para isto, introduzimos uma ‘fungdo de truncamento’ ¢, € C§°(R) tal que
wol[—1,1] = 1 e pomos ¢ = 1—py. Agora escrevemos (26) da seguinte maneira:

7= 7 /lleKsoO(zf%wj(mjmg,v> i)

-1 jf-_V . VY YA ) (E.v) dv
—ir ([ e e v @ v iv)

= AjAjf — ZBJAJg

Nesta ultima identidade definimos os operadores A; e B;. E conveniente ree-
screver o operador B; como se segue:
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£-v
€]

mn=rc (| |VZK<2—j>¢j<s>w2<zj

q Yh(&, V) dv) (27)

onde
def 1

pa(s) = g%(s)'
Estamos preparados para demonstrar o Lemma 3. Faremos a sua demon-
stracao apenas em relacao a Bj, j4 que a demonstragao em relacao a A; é
andloga (e mais simples).

Demonstragao do Lema 3 em relagdo a Bj: Seja I o termo dentro do paréntesis
maior em (27), i.e. I = F¢(Bjh). Pela desigualdade de Cauchy—Schwarz, temos

27

!f|§(|§’

)|¢j(§)||||v|ﬁ/2ﬁ(§>V)HL?(R(})(/ v Pe@ S av) i (28)

[v|>K |§|

Observamos que podemos supor 2971 < [¢| < 2771 visto que spt; C M; (v.
Capitulo 2 para a definicao de M;). Tomemos a decomposigao R" = (%} xR,
escrevamos v = (v1,7) com relagao a esta decomposigao e apliquemos o Teorema
de Fubini no tultimo termo em (28), para obtermos

2j . oo ' 1/2
FII R e ([ o100 [ ntmpan )

< 2792|||v|P2h(€, V)| | L2 gy

1< (

B>K

pois B >n —1e ¢y € L*(R). Logo vem que

1B, fll2@ny = IFBjfl| 2@y < 2772[[1v]*?g|| 2 @ <y B

4 Sobre o problema de Cauchy para a equacao
de Vlasov—Poisson

Retornemos a equagao de Vlasov—Poisson (1). Nesta segdo apresentamos
um esquema resumido da demonstracao da existéncia de solucao fraca em LP
do problema de Cauchy para (1) sendo n = 3 e p suficientemente grande. O
dado inicial f, é assumido pertencer a L' N LP e com energia cinética finita,
ie. [os|VI*fo(z,v)dadv < oo. Este resultado é um teorema de E.Horst e
R.Hunze [11]. A demonstracao resumida que se segue tem uma simplificagao
em relagao a original em [11], a qual é devida a H.N. Lopes ¢ M.C. Lopes [13].
Com efeito, usaremos o Teorema 15 abaixo. Para uma motivagao e resultados
classicos sobre a equagao (1), citamos [9]-especialmente o Capitulo 4, e [10].
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Uma grande dificuldade em resolver (1) ¢é a singularidade do ntcleo integral

E(;z:,t):/ T (29)

Rn|$_y’n R

Notamos que
E = VI« p(f) (30)

onde I' é, a menos de constante multiplicativa, a solugao fundamental do Lapla-
ciano no R", e

PN = [ v)dv (31)

¢ a funcao densidade de particulas. Para contornar a singularidade em E,
tomamos a seguinte aproximagao da equagao (1):

fi+v Vo f4+1E-V,f =0, €>0 (32)
onde s
€ def ¢ € ¢ def 2
E€(z,t) = e“*p(f°), e(2) = Er (33)

Observamos que esta é uma modificacao classica na solucao da equagao de
Laplace, cf. [6].

No que se segue assumiremos que fo € L'(R"). Enunciamos os resultados
que nos interessam sobre a equagao (32):

Teorema 12 [11, Teorema 2.3] Seja 1 < p < co. Se fo € LP(R*™) entio
fe(-,t) € LP(R*") para todo t > 0 e [|f(-,t)||omeny = ||fol|Lr(r2n) para todo
t>0.

Teorema 13 [11, Lema 3.2] Seja 1 < p < co. Se [po, [V[*f (2, v,t) dzdv e
[ ¢ t)||Lrreny sdo uniformemente limitadas em relagio a € e t, entdo
[[p(f) (. )| Lr(meny também é uniformemente limitada em relagdo a € et, sendo

r=02p+np-1)/2+n(p-1)).

Observacao 8 A quantidade E.(f€) o Jgon [VI2 (2, v, t) dedv representa a

energia cinética do sistema (32) no tempo t.

Teorema 14 [11, Teoremas 2.1 e 3.1] [10, Teorema 5.8] Seja n = 3. Se
fo € LYT(R), fo > 0 e [po [V folw,v)dzdv < oo, entio f© > 0 e E(f) ¢

uniformemente limitada em relagao a € e t.

Um outro teorema que nos interessa é a compacidade do potencial de Riesz:
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Teorema 15 Seja 1 < r < oo. O potencial de Riesz

R.(k) déf/ &)7 dy, 0<a<n/r
e |7 — Y[
¢ um operador linear compacto (respect. continuo) do L™ (R™) no L1(Q2) se Q) é

um subconjunto aberto e limitado do R™ e g < r* (respect. Q =R" e q =1r")
5 def nr

Com estes quatro fortes teoremas, a existéncia de solu¢ao da equacao (1)
procede da seguinte maneira: Pelo Teorema 12, existe uma funcao f em
L>([0, 00); LP(R?*")) e uma seqiiéncia (f5), € > 0 que converge para f quando €,
tende para zero mna topologia fraca-x do  L*([0,00), LP(R*"))
= (L'([0,00), L¥ (R*™))', se 1 < p < 00 e fy € LP(R*"), onde p' = p/(p — 1) (o
expoente conjugado do p). Vamos escrever ¢, = € no que se segue. Suponhamos
que a energia cinética E.(f¢) e também ||f(-,t)||r» sejam uniformemente lim-
itados em relagao a € e t; cf. teoremas 12 e 14. Pelo Teorema 13 é possivel
provar que p(f€(+,t)) converge fracamente para p(f(-,t)) em L" (passando-se a
subseqiiéncia se necessario) para r definido no Teorema 13. Esta convergéncia
fraca ocorre de maneira localmente uniforme em relagao a ¢; cf. [11, Lemma
5.4].

Agora vamos provar que {E} é pré-compacto em L} (R™) para todo ¢ < r*,

sob condicoes especificadas abaixo. Seja e dof e, sendo e° definido em (33).
Entao,

B~ E = p(f) — e p(f) = (e — ) % p(f) +ex p(f — /)

logo,

1ES = Ellzg < [I(e” = )llesllp(f e + [[Ba(p(f = Mg, (34)

loc loc

onde 1/s+1/r =14 1/q (v. Desigualdade de Young, (43) no Apéndice) e Ry é
o potencial de Riesz com o = 1, definido no Teorema 15. Nas condi¢oes do Teo-
rema 13, temos que ||p(f)||r- ¢ uniformemente limitado. Também temos que
limeo|le® —ellzs = 0 se 1 < s < (= 1%) [11, Lema 3.6] e
lime o [|B1(p(f) = p(f)llze = 0 se g <17, pelo Teorema 15, desde que p(f€)
tenda a p(f) em L" quando e - 0e 1 <r <mn.

Agora vamos juntar as pecas: O tnico termo nao linear da equagao (32) é
o termo E€ - V, f¢ que aplicado numa fungao teste torna-se E€f¢. Entao para
obtermos a convergéncia que desejamos basta observarmos em que condigoes
sobre p, este termo é um par “forte—fraco”, i.e. E€f€¢é bem definido, £ converge
fortemente e f¢ converge fracamente.

J& vimos que, nas condigoes do Teorema 13, E€ converge fortemente em L7 .
seq <r*el <r <mn,onder esta definido no Teorema 13, ese 1 < s < 1*, onde
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1/s+1/r =1+1/q. Entao é suficientemente termos f¢ convergindo fracamente
em L . Isto ocorre se ¢’ < p, i.e. ¢ > p/. Assim precisameos de um ¢ entre p’
er*, ie p <qg<r* oqual existird se p’ < r*. Fazendo as contas encontramos

que esta condicao é equivalente a

p > po(n) défn(n—i—5+ VvV (n—1)2416)/(6n +4).

Observamos que po(3) = (12 + 3v/5)/11. Nao é dificil concluir que a partir dos
teoremas 12-15 acima, temos o seguinte teorema:

Teorema 16 [11] Sejam p > py = (12 + 3v5)/11, fo € L'(R®) N LP(RY),
fo >0 e [oo [V folz,v)dedv < co. Entio a equagdao de Vlasov-Poisson tem
uma solucao fraca em LY com dado inicial f;.

Observagao 9 [11] Este teorema também wvale para p = py .

5 Apéndice

Neste apéndice queremos coletar alguns resultados e idéias importantes para
o estudo dos espacos de Besov. Falaremos sobre os espacos das fungoes rapi-
damente decrescentes S(R"), os espagos das distribui¢oes temperadas S’(R"),
transformada de Fourier, convolucao, e os espacos de Sobolev no R™ modela-
dos no L?. Para as demonstragoes e hipdteses omitidas, recomendamos [12] (v.
também [17, Capitulo 1]), [16], [6] e outras citadas em [12]. O nosso intuito
aqui é simplesmente formal, e admitimos uma certa maturidade com o assunto.
Apresentaremos apenas duas ou trés demonstragoes que achamos que contém
idéias relevantes para os nossos propoésitos.

Comecamos com a transformada de Fourier, a qual sera denotada por * ou

F; sua inversa serd denotada por * ou F L.

Definigao 4 Dada uma funcao f : R™ — C absolutamente integravel, temos

_n

FIO=fO=@n [ J@ede, R

Flg() = glz) & @m) % / g(E)ET e,z e R™

]Rn

A transformada de Fourier é uma ferramenta muito importante em Equacoes
Diferenciais Parciais. O exemplo classico da sua utilidade é dado na resolucao
da equacao do calor

u — Au =0, (35)
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onde u = wu(z,t), t > 0, x € R", A = A,, sendo vejamos: Aplicando a
transformanda de Fourier na variavel = a equacao (35), obtemos (formalmente)

(Fu)y — F(Au) = 0. (36)

Aqui vamos usar a seguinte propriedade da transformada de Fourier:

F(Df) =i F(f), (37)
onde « é um multi-indice, i.e.
a=(ay, - ,q,), a €7Z,,
|| défoz1+--~—|—ozn,

€ fa: ?1"'1%"’ gz(éhufn)

Em particular,

. O%u " 0%u
f(A) = f(Zk:l a—x% = Zk:l f(a—x,%)

= 22:1 22512-7:(11) = _(ZZ:1 5]%)7:(“)7

ou seja,

F(Au) = [ F(u). (38)
Substituindo (38) em (36) e escrevendo u = F(u), obtemos a equagao diferencial
ordindria na variavel ¢
iy — [§[*a =0
para cada & € R™. A solugao geral desta equagao é dada por

at, &) = c(&)e "

onde ¢(£) é uma “constante” dependendo de ¢. Dai, tomando a transformada
de Fourier inversa, obtemos

ult, x) = F (e(€)e 1EP). (30)

Esta férmula dd a solucdo geral da equagao do calor (35) (naturalmente sob
algumas hipéteses, mas isto nao faz parte do mérito da questao no momento).
Ela pode ser melhor caraterizada usando-se o conceito de convolucao:

Definicao 5 A convolugdo de duas funcoes f,g: R — C € denotada por f g
e definida pela formula

def

(f*9)(@) = [ [flz-y)gly)dy, =R
R”
(sempre que o lado direito fizer sentido).
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Um fato essencial é que vale a férmula

(f*9) (&) = (2m)3 . (40)

Usando-a podemos reescrever a férmula (39) da seguinte maneira:

ult,z) = (2m)FF (2m)3(F e (€ (F () ()

= n) R ((F ) (Fe )

logo .
u(t,z) = (2m) 2 f« F (e ) (41)

onde f % F=l¢. Mas [12, p.305]

Sty L e
FH) ) = e
entao
u(z,t) = fx K; (42)
onde

df 1w
= Gnre

Esta funcao K; é chamada o nicleo do calor e prova-se que

f * Kt 7 (t—0) f7
logo (42) ¢ a solugao da equagao do calor (35) com dado inicial u(z,0) = f(x).

Outro fato importante sobre convolucao que usaremos € a desigualdade de
Younyg:

1 gllr < (1 f1lzellg]] o (43)

1 1 1
se —+—-—=14+—-,1<p,q,r < o0.
P q r

Uma pergunta natural é que espaco de fungoes é invariante pela transfor-
mada de Fourier. Uma resposta € o espago das funcoes rapidamente decrescentes
de Schwartz, denotado por S(R"):

Definicao 6
ny def n 0o (TN def o
SR ={f:R"=C; feC®R") e [[fllap = suPpepn [z* D’ f ()] < 00
para todo par de multi-indices a, 3 }.

25



Teorema 17 Se f € S(R") entio f € S(R™).
Demonstracgao: Temos
€D =€ (<)L F ) = (~)PPRLA(D 0 )
logo, como D%(z°f) € S(R™) C L*(R"), vem que
(D7l < 1D )l < oo,

para todo par de multi-indices o, 5. W

Existe um outro espago associado a S(R"™) que também ¢ invariante pela
transformada de Fourier. Este espaco nao é literalmente um espaco de funcoes,
mas é um espaco de “funcoes generalizadas”— é o espaco das chamadas dis-
tribui¢oes temperadas, o qual é denotado por S'(R"):

Definigao 7
S'(R™) € o dual topoldgico do S(R™), i.e.

S'(R™) o {f:SR") = C; f ¢ um funcional linear continuo }.

A transformada de Fourier em &’(R™) (e muitas outras defini¢oes dadas em
S'(R™)) é definida via dualidade:

(f.0) € (£, 0). (44)

Muitas das férmulas validas em S(R™) se estendem naturalmente para S'(R"),
como ¢ o caso da férmula (37), mas devemos tomar cuidado com as férmulas que
envolvem produtos, pois o produto de distribuigoes é uma operacao complicada
de definir. Por exemplo, a férmula (40) nao vale para quaisquer f, g em S'(R");
ela vale para f € S'(R") e g € S(R™).

Na pesquisa de solugoes das EDP’s precisamos de espacos melhores do que
S'(R™), precisamos de espagos que sejam pelo menos normados e completos
(espagos de Banach); S'(R™) é um espago vetorial topégico, ou melhor, um
espago de Hausdorff. (Muito ttil, por conter todos os demais espagos com 0s
quais trabalhamos.) Um espago natural é aquele das fungoes com derivadas até
uma certa ordem de quadrado integravel, o qual é denotado por H™(R"), e é

chamado espago de Sobolev de ordem m (m € N, por enquanto) modelado no
L%

Definicao 8

H™R" € { feS(R);D* e L*(R")
para todo multi-indice o com || < m }.
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(Mais geralmente, define-se os espagos de Sobolev modelados no LP:

W (R {f € S'(R"); D°f € LP(R"), Y a;la] <m}.)

Acontece que os espagos H™(R") podem ser caracterizados em termos da trans-
formada de Fourier. Com efeito, vale o seguinte teorema:

Teorema 18

def

H™(R") = {f € S'R"); || fllem = [|F 1L+ €)™ 2F fl12 < o0.

Este teorema é uma conseqiiéncia quase imediata da férmula (37) e da identi-
dade de Parseval (ou mais precisamente, identidade de Parseval-Plancherel):

1f1lz2 = [1£]]22, (45)

vélida para toda f € L*(R"), sendo vejamos: Pela identidade de Parseval,
temos que D*f € L? se, e somente se, F(D*f) € L?. Mas pela férmula (37),
esta condicao ¢é equivalente a £f € L?. Agora basta observarmos que

f"‘fe L Vlal<m
é 0 mesmo que
(1+ o) f e L2,

tendo em vista a estimativa (valida para todo multi-indice o com a < m)

L+ (&[22 (1 4[]/
L+ [€[2) /2 (L4 [g[?)n/?
L+ [¢[?)lelr2

L+ [¢[?)m/2

[ = l&r -+ &

<
<
<
<

o~~~

e a férmula binomial de Newton

m

(L+[EP)™ =D elel”, =

=0

i

O Teorema 18 permite generalizar facilmente a definigao do H™(R") para m =
s € R arbitrario:

Definicao 9 Para s € R qualquer, definimos

def

H*(R") = {f € S'®"); |Iflln= = IF L+ [E*)2F fl]12 < oo}
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Observagao 10 Pela identidade de Parseval (45), a norma ||f|
lente a norma ||(1 4 |€?)*2F f||12 e

Hs € equiva-

H*(R") = {f € S'(R"); (1 + [¢[*)°F f € L*(R")}.

Vamos terminar este Apéndice com um toque na teoria da interpolacao,
0 que é um assunto inerente ao estudo dos espacos de Besov (v. Secdo 2).
A identidade de Parseval (45) nos diz que a transformada de Fourier é um
operador unitario no L?(R™), em particular, temos que F € L( L*(R"), L*(R"))*
com ||F||22 < 1. Por outro lado, é facil observar que temos também F €
L(LYR™), L*(R™)) com ||F||1 e < (2m) 72,

Perguntamos: Para que outros espacos A, B C S8'(R"), temos F € L(A, B)?
Esta é uma pergunta tipica da teoria da interpolacao, e um resultado importante
da mesma ¢ o seguinte:

Teorema 19 (Teorema de Convexidade de Riesz—Thorin) [7, 16] Seja T

um operador linear entre espagos LP’s. Se ||T'||rro.pao < My € ||T||zr1 pan < My

1 126 8
entdo ||T||pro pse < Mg=?M?, para todo 6 € [1,1], onde — = +— e
) 1 _0 9 Do DPo P

do qo q1

Para um enunciado preciso, v. [7, 16]. Cf. Secao 2, Teorema 8. Tomando
Po=¢qo=2,p1 =1eq = o0, temos

1 1—4 1 1—4
—= —+4+0 e —=—
Po 2 o 2
140
= R
logo, 1 < py <2 e —+ — = 1. Portanto, uma resposta a pergunta acima ¢ o
Po Qo

seguinte teorema:

Teorema 20 (Teorema de Hausdorff-Young) A transformada de Fourier

¢ um operador linear limitado do LP(R™) no LP (R™) para todo p € [1,2], onde
1 1

p’:—p yie —+— =1
p—1 p P
Para finalizar, observamos que a desigualdade de Young (43) também pode
ser obtida via interpolagao.

4Operador linear limitado do L*(R") no L*(R").

28



References
[1] R. Adams, Sobolev Spaces, Academic Press (1975).

[2] I. Babuska, On Besov and Sobolev spaces of fractional or-
der, TICAM Forum Notes nr.1l, Texas Institute for Computa-
tional and Applied Mathematics, Univ.of Texas at Austin (1996),
http://www.ticam.utexas.edu/ticam_forum/.

[3] J. Bergh & J. Lofstrom, Interpolation spaces: an introduction, Springer-
Verlag (1976).

[4] C. Cercignani, The Boltzmann Equation and its Applications, Springer—
Verlag (1988).

[5] R.J. DiPerna, P.L. Lions & Y. Meyer, L? reqularity of velocity averages,
Ann.Inst. Henri Poincaré, 8(3-4) (1991) 271-287.

[6] G.B. Folland, Introduction ot Partial Differential Equations, Princeton
Univ. Press (1976).

[7] G.B. Folland, Real Analysis, Modern Techniques and Their Applications,
2nd. ed., John Wiley & Sons, Inc. (1999).

[8] M. Geisler & T. Runsy, On a superlinear Ambrosett—Prodi problem in Besov
and Triebel-Lizorkin spaces, J.London Math.Soc. 43(2) (1991) 324-336.

9] R.T. Glassey, The Cauchy Problem in Kinetic Theory, STAM (1996).

[10] E. Horst, On the classical solutions of the initial value problem for the
unmodified non-linear Vlasov equation, Partes I e IT): Math.Meth.Appl.Sci.
3 (1981) 229-248 e; 4 (1982) 19-32.

[11] E. Horst & R. Hunze, Weak solutions of the initial value problem for un-
modified non-linear Viasov equation, Math.Meth. in Appl.Sci. 6 (1984) 262-
279.

[12] R. I6rio & V.M. Iério, Equagoes Diferenciais Parciais: Uma Introdugao,
IMPA-Projeto Euclides (1988).

[13] H.N. Lopes & M. Lopes, Comunicag¢ao pessoal

[14] J.E. Littlewood & R. Paley Theorems on Fourier series and power series
(II) Proc. London Math. Soc., 42 (1937) 55-89.

[15] V.G. Maz’ja, Sobolev Spaces, Springer—Verlag (1985).

29



[16] M. Reed & B. Simon, Methods of Modern Mathematical Physics, V.I e 11,
Academic Press (1975).

[17) M.M. Santos, A Versao de Kato—Lai do Método de Galerkin e a Equagao
de Korteweg-De Vries (KdV), Dissertagao de Mestrado, IMPA (1988).

[18] H. Triebel, Interpolation Theory, Function Spaces and Differential Opera-
tors, North-Holland (1978).

[19] H. Triebel, Theory of function spaces. 11, Monographs in Mathematics, 84,
Birkhauser Verlag, Basel (1992).

Estas notas sdo um trabalho em evolucdo. Pretendemos em futuras versGes
acrescentar exemplos e demonstracdes. Certamente muitas correcdes devem ser
feitas. Quaisquer comentarios ou sugestdes serdao bem vindos.
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