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Resumo

Neste trabalho trataremos de uma variacao do método dos gradientes conjugados
para minimizacao de quadraticas gerais em caixas. Esta abordagem é a base do método
implementado em QUACAN, um software desenvolvido por A. Friedlander, J.M. Mar-
tinez e S.A. Santos, do DMA - IMECC (UNICAMP). Nosso objetivo é a inser¢ao de
precondicionadores do tipo diagonal ao método, na tentativa de acelerar sua convergéncia.
Experimentos numéricos seguirao a devida andlise tedrica do assunto.

Abstract

In this work we focus our attention on a variation of the conjugate gradient method
for bound—constrained quadratic minimization. This approach is implemented in the sub-
routine QUACAN, a software developed by A. Friedlander, J.M. Martinez and S.A. Santos,
from DMA - IMECC (UNICAMP). Our aim is to insert preconditioners to the method,
trying to accelerate its convergence. Numerical experiments are presented.



1 Introducao

A minimizacdo de quadréticas é, sem divida, essencial para se resolver um enorme
conjunto de problemas em otimizagao. Isto se deve ao fato de que as quadriticas sao de
simples manipulacdo, de modo que sao frequentemente utilizadas em subproblemas auxi-
liares de algoritmos para resolver problemas mais complexos.

O QUACAN, desenvolvido no DMA - IMECC (UNICAMP), é um algoritmo que
faz uso do método dos gradientes conjugados para resolver problemas de minimizagao de
quadraticas com restricoes de desigualdade do tipo caixa, ou seja, problemas do tipo

Minimizar g(x)
sa.l<z<u

com ¢ : IR" — IR funcido quadratica e [ e u vetores n-dimensionais de componentes finitas.

No caso em que a funcdo ¢(z) tem Hessiana mal condicionada a convergéncia do
QUACAN pode ser lenta, pois assim é a convergéncia do método dos gradientes conjuga-
dos nesta situacao. Nosso intuito é utilizar o conceito de precondicionamento no algoritmo
QUACAN e tentar melhorar sua convergéncia para tais problemas.

Apés feitas as devidas modificagdes no algoritmo, realizamos experimentos numéricos
tais como estes foram propostos em [10], onde é sugerida uma maneira de se gerar fun¢oes
quadréticas aleatérias que tenham, entre outros fatores, um nimero de condicio escolhido
pelo usudrio.

2 Meétodo dos Gradientes Conjugados

Como problema inicial, estudaremos a minimizacao de quadraticas sem restricoes, ou
seja, o problema:
Minimizar ¢(z) = 12t Az — blz + ¢,

com A € IR™" simétrica, b,c,z € IR". Calculando o gradiente e a Hessiana do problema,
temos [4, 8]:

Vq(z) = Az — b, V?q(z) = A.

Desta forma, se a matriz A for definida positiva, temos a garantia que a tinica solugio
z* do problema de minimizagao € a solucao do sistema linear

Az = b,



pois, nesse caso, o ponto que anula o gradiente de ¢(z) é necessariamente o minimizador da
quadratica [4, 8]. Para encontrarmos a solucdo z* deste sistema, podemos usar métodos
diretos e métodos iterativos. Métodos diretos sao processos através dos quais encontramos
a solucdo exata para o problema Az = b. O mais comum é o método do escalonamento
de Gauss [6]. J& métodos iterativos sao aqueles em que, dada uma aproximagcao inicial,
em cada passo do processo encontramos aproximacoes melhores para a solucao. Os mais
simples s30 o método da méxima descida [1] e o método dos gradientes conjugados, alvo
desta secao.

Os métodos de maxima descida e dos gradientes conjugados baseiam-se em diregoes
de descida para a funcdo objetivo. Uma direcao de descida a partir de um ponto z é
definida por um vetor d para o qual existe um @ > 0 tal que ¢(z + ad) < ¢(z), Va € (0, @]

[4].

No método dos gradientes conjugados usamos como direcdo de descida da i-ésima
iteragao vetores que sejam A-conjugados em relagao as diregoes usadas nas iteragoes an-
teriores, ou seja,

diAd; =0,V =0,1,...,i— 1.

Dado um chute inicial zy, em cada passo do método é feita uma atualizacao para a
aproximagao da solugao da forma xy11 = xy + 7xd. Para calcular o passo 7, basta mini-
mizar a quadratica na direcio di, e é ficil obter 7, = —d%g(zy)/d, Ad¥, onde empregamos
a notacido g(zx) = Vg(zg) [4]. Utilizando adequado processo para a atualizagao de dj (de
modo a criar diregoes A-conjugadas) e do gradiente g, da fungdo no ponto xp (sem ter
que calcular g = Azy — b), obtemos o seguinte algoritmo [9, 1]:

Dado zy € IR", seja gy = Azg —be dy = —go. Para k=0,1,2,...

Tk = gigr/ i Ady
T41 = T + Trdy
Ik+1 = g + T Ady,
Br = 9t 19k+1/ 9%k
dk+1 = —gk+1 1 Prdi
Em cada iteragao do algoritmo acima, o ponto z; encontrado é o minimo da quadratica
restrita a variedade linear xzy + Ky, onde K é o conjunto dado por

Kk = Spa’n{g(b AgOJ v JAkilgO}u

conhecido como k-ésimo subespaco de Krylov da matriz A. E importante observar que a
dimensao de tal subespaco é dada pelo niimero de autovalores distintos da matriz A, o que
indica que o método dos gradientes conjugados encontra a solucido exata para o problema



de minimizagao em, no maximo, p iteragoes, onde p é o ntimero de autovalores distintos

de A9, 7].

Apesar deste resultado, o método dos gradientes conjugados pode se tornar extrema-
mente lento para problemas de grande porte em duas situagoes: quando os autovalores
distintos de A sdo muitos e quando o nimero de condicdo da matriz é grande [1]. Nestas
situacoes, que sdo extremamente comuns em problemas reais advindos de aplicacoes em
diversas areas, é comum a construcao de um problema precondicionado. Em tais proble-
mas, dada uma matriz C = EE! de ficil manipulacio, fazemos y = E'z e encontramos o
problema

1
q(y) = §ytE_1AE_ty —VE—txy+ec
Seria interessante que a matriz A = E~'AE ™! fosse de alguma maneira préxima da
matriz identidade. Como A é semelhante & matriz C 1A, uma vez que

E'AE' = E'EYAE'E' = (EEY) 'A(EE™Y)! = C7 1A,

concluimos que A tem os mesmos autovalores de C'A. Se esta matriz tiver menos
autovalores distintos que A e/ou numero de condi¢do menor, o problema acima pode
convergir mais rapidamente pelo método dos gradientes conjugados que o problema origi-
nal. Fazendo uso destas idéias, podemos construir um algoritmo de gradientes conjugados
precondicionado, que possivelmente encontrard a solugao do problema original em menos
iteracoes:

Dado zy € IR™, sejam gy = Axg — b, hg = C gy e dy = —hgy. Para k =0,1,2,...

T = gbhy/db Ady,

Tht1 = Tk + Trd

Jk+1 = gk + Tk Ady

hey1 = C lgpp

Br = gb o1 Pk1/ gkl

di+1 = —hg41 + Prdg

O produto por C~! no algoritmo acima deve ser interpretado como a resolucio de um

sistema linear com matriz dos coeficientes igual a C'. Para ser um bom precondicionador do
problema, a matriz C deve ser suficientemente proxima de A, pois assim C~'A é préxima,
da matriz identidade. E também desejavel que C seja tal que a resolucao dos sistemas
lineares em cada iteracao do algoritmo anterior seja muito simples.



3 Minimizacao de Quadraticas em Caixas

De volta ao problema:

Minimizar ¢(z) = 3zt Az — blz + ¢ (1)
sa. ([<zx<u

com [,u,z,c,b € IR" e A € R"™".

Restrigoes de desigualdades lineares implicam em algumas alteracoes nos algoritmos
de minimizacao, e, geralmente, no uso dos multiplicadores de Lagrange, uma vez que as
condicoes de otimalidade envolvem também a condi¢ao do minimizador ser factivel, ou
seja, pertencer ao conjunto Q@ = {z € R" |l < z < u} [4, 8]. No entanto, como neste
caso as restrigoes sao do tipo caixa, € mais conveniente simplesmente verificar, a cada i-
teragao, se o passo 6timo em uma determinada dire¢do nao ultrapassard os limites da caixa.

Mais adiante, nos serd 1til a notacido P[z, S| para a projecao ortogonal de z no con-
junto S.

Dado um vetor z € 2, dizemos que a restricao ¢ estd ativa se x; = [; ou z; = u;.
Desta forma, montamos o subconjunto I(z) de {1,2,...,2n}, de maneira que

iellz)yez,=ln+ticl(zr) Sz, =u;
De posse do conjunto I(z), definimos uma face aberta F; como
Fr={zel,u] |z;=liseicl,z;=u;sen+1¢€l,l; <z; <u;nos outros casos}

Definimos também os vetores gradiente projetado negativo g,(z), gradiente interno nega-
tivo g;(z) e gradiente chopado negativo g.(x) como:

0 se z; =1; e [Vg(x)-i] >0
gp(z); = 0 se z; =u; e [Vg(z)-] <0
—[Vq(z)]; nos outros casos

(2); = 0 seie€loun+iel
gil&)i = —[V¢(z)]; nos outros casos

0 setZlent+i gl
(@) = 0 sei €l e [Vg(x); >0
ge(z)i = 0 sen+i €1 e[Vq(z);

—[Vq(z)]; nos outros casos



E ficil ver que os vetores g;(x) e g.(z) sio ortogonais e que g,(z) = gi(z) + ge(z).
O algoritmo QUACAN faz uso destes vetores para encontrar a solugao do problema (1),
minimizando parcialmente a quadritica nas diferentes faces visitadas [3, 9, 5]. Durante
0 processo de minimizag¢ao, quando € interessante abandonar uma face, o algoritmo uti-
liza a direcdo do gradiente chopado. Por outro lado, nas situacoes em que é conveniente
explorar mais uma face antes de abandoni-la, um algoritmo interno faz uso de diregoes
de gradientes conjugados apenas com as componentes livres de z (usando como direcio
inicial g;(x)), como podemos ver no algoritmo abaixo:

Seja n € (0,1) independente de k, dado um [ < zy < u e o conjunto I(z). Comecando
com d =0 e v =0, os passos do algoritmo sao:

1. (Critério de parada) Se ||g,(xy)|| = 0, parar.

2. (Testar se a face atual deve ou nao ser deixada) Se

lgi(zr)l > nllgp(r)l
entdo d, = g.(z), ir para o passo 4.

3. (A diregao d, é obtida por gradientes conjugados)
Se v = 0 entao
dy, = gi (:L'k)a
caso contrario
obter (3 pelo algoritmo dos gradientes conjugados, d, = g;(xx) + Bdy,—1.

4. (Busca no caminho P[zy + Ady, ], A > 0)
Obter A tal que ¢(Plzy + Ady, Q] < q(z).

5. (Preparar para a préxima iteragao)
Tp+1 = Plrg + S\d,/, Q]
Se I = I(zj+1)
v=20
Caso contrario v =v + 1.

6. (Atualizacoes) Fazer k = k + 1, atualizar g,(zk), 9i(zk), g.(zk) € voltar para o passo
1.

E no algoritmo interno do passo 3 que nos interessa implementar precondicionadores,
como serao descritos na préxima segao. Para detalhes sobre a convergéncia do algoritmo
acima, ver [5].



4 Experimentos Numéricos

Para realizar experimentos numéricos, fizemos uso dos problemas testes propostos
em [10]. Neste trabalho, os autores sugerem uma maneira de gerar fungoes quadriticas
q(z) = %LEtA.’L‘ — blz, limites das restricoes [ e u, ponto inicial zy e solucido z*, tais que o
usuario possa controlar as seguintes caracteristicas do problema:

e nimero de condicao de A,

e numero de elementos de I(xg),

numero de elementos de I(z*),

e degenerecéncia de z*,

niumero de autovalores negativos de A.

O nuimero de condi¢ao da matriz A é a propriedade que nos interessa. Esta é dada
pelo parametro ncond do algoritmo que gera tais problemas. Temos que as matrizes A
geradas satisfazem

cond(A) = eneond,

Os testes foram programados em FORTRAN 77 e rodados em microcomputador PC.
Dois precondicionadores diagonais foram adaptados ao algoritmo QUACAN. O primeiro,
conforme sugerido em [2], é dado por:

Cii = max{s, Azz}

com € = 10715, O segundo precondicionador foi elaborado pelos autores e é da forma:

~

Cii = max{1, |Ait|}.

A diferenca principal entre os precondicionadores acima é que C substitui um ele-
mento negativo da diagonal de A (por maior que seja seu mdédulo) por um valor € pequeno,
ao passo que C' leva em consideracao o valor absoluto de tais elementos.

Do grande ntmero de experimentos realizados, selecionamos alguns da seguinte ma-
neira: cada conjunto de testes representa uma dimensao n do problema (n = 500, 1000
e 2000). Dois parametros variaram em cada teste, o valor de ncond e de negeig, que
representa (aproximadamente) o numero de autovalores negativos de A. Escolhemos
ncond= 4,8 e 10 e fizemos ora negeig = 0, ora negeig nao nulo. Os demais pardmetros
do algoritmo que gera problemas aleatérios, por nao serem de interesse para a andlise
que almejamos fazer, foram mantidos constantes. Seguem as tabelas com o nimero de
iteracoes que 0 QUACAN realizou em cada caso (Nas tabelas abaixo, QUACAN se refere



ncond negeig QUACAN C C
4 0 63 16 16

4 200 68 16 16

8 0 422 23 23

8 200 92 13 14

10 0 1030 33 34

10 200 122 15 17

Tabela 1: n = 500

ncond negeig QUACAN C C
4 0 66 24 19

4 400 7112 17

8 0 444 51 51

8 400 146 15 17

10 0 1194 51 51

10 400 154 13 14

Tabela 2: n =1000

ncond negeig QUACAN C (C
4 0 64 10 10

4 700 70 17 15

8 0 474 75 63

8 700 297 12 15

10 0 1300 10 10

10 700 457 14 17

Tabela 3: n = 2000



ao algoritmo original sem precondicionadores):

As figuras 1 e 2 mostram o nimero de iteragoes do QUACAN variando em fungao
de ncond. Os desempenhos do QUACAN ndo-precondicionado, precondicionador C' e
precondicionador C sio indicados, respectivamente, pelas linhas tracejada, pontilhada e
continua. O valor de n usado foi 2500.
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5 Conclusoes

Salientamos o bom desempenho dos precondicionadores estudados. Ambos mostra-
ram—se excelentes, especialmente quando aplicados a problemas muito mal condicionados.
Quando fazemos uma comparacao emtre eles, C' mostrou-se melhor em 7 problemas, en-
quanto C realizou um ntimero menor de iteracoes em 4 dos problemas testados. Mas
devemos ressaltar a superioridade de C no primeiro teste da tabela 2 e, especialmente, no
terceiro teste da tabela 3.

Precondicionadores mais sofisticados, como o de banda, poderiam ser ainda mais efi-
cientes em termos de redug¢ao no numero de iteragoes de QUACAN, mas exigiriam um
maior esfor¢o computacional por iteracgao.

Este trabalho proporcionou um estudo aprofundado de véarios tépicos relativos aos
algoritmos de minimizagao, com enfoque no caso especial de minimizagao de quadraticas
gerais em caixa. Para unir assuntos tao diversos foi necessario estuda-los profundamente
em separado, o que foi certamente proveitoso para a percepcao do espirito da pesquisa em
otimizacao.

Do ponto de vista computacional, o trabalho trouxe resultados importantes para o
uso do software QUACAN. O emprego de precondicionadores diagonais a este algoritmo e
os bons resultados a partir disso estimulam a pesquisa de precondicionadores mais sofisti-
cados que possam melhorar ainda mais o desempenho do QUACAN.
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