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Resumo

Considera-se neste trabalho o método de Galerkin néo lindiaando as bases wavelets bi-
ortogonais para um modelo de 4gua rasa. O método Galerkiimeao & um algoritmo numeérico
para a construcdo das chamadasedades inerciais aproximadabltiliza-se esse algoritmo para
a simulacdo numérica do comportamento das solugbes defegude evolugdo dissipativas, para
tempos suficientemente grandes. Nesse regime, 0s modepatisuem pequena quantidade de
energia, de tal forma que suas interacdes podem ser dedgsezas termos néo lineares. Com
isso, como a variacdo temporal desses modos altos € masderjue a dos modos baixos, na
pratica, eles podem ser considerados em regime quasioesiaa.
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1 Introducao

O método de Galerkin ndo linear € considerado um algoritnmeénico para a construcao das cha-
madasvariedades inerciais aproximadagste conceito foi introduzido com o objetivo de viabilizar
computacionalmente simulacdes de turbuléncia (Teman®,18800, 1992). Tipicamente, esse ti-
po de formulacéo aplica—se na simulacdo numérica do coempertto das solu¢des de equacdes de
evolucao dissipativas, para tempos suficientemente gsamksse regime, os modos altos possuem
pequena quantidade de energia, de tal forma que suas figsrpgdem ser desprezadas nos termos
nao lineares. Além disso, como a variacdo temporal dessdesvaitos € mais lenta do que a dos
modos baixos, na pratica, eles podem ser considerados émerggasi—estacionario. Portanto, a
idéia fundamental é poder separar a soluga@m componentes de diferentes ordens de magnitude e
velocidades de evolucdo

U= Ub + Ua;
em gue os sub—indices b indicam os modos associados as altas e baixas frequiérisagié
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A componenté/,, apesar de ser pequena, ndo pode ser simplesmente deappEadua contribui-
cao pode afetar significativamente o comportamento da&okgos um longo periodo de integracao.
A formulacdo do método esta baseada na forma diferenciadajoe essas duas componentes sdo
tratadas (Temam, 1992; Dubois et al., 1998; Chehab, 198%aife 1990; Chen e Temam, 1991a,b,c).
A idéia basica desse tratamento € que a compofiénteja representada em funcaolde, de tal
forma que

[0 | <Gy [, | <<l

U=0, + f(Uy) €M,

em que o simbol® representa a variedade. Uma simples ilustracdo dessesitosn€ indicada na
Figura 1.

U,

Uy

Figura 1: Diagrama esquematico da variedsde

O método de Galerkin néo linear foi desenvolvido tradiciorate no contexto de métodos es-
pectrais, entretanto, também pode ser formulado no carstelet elementos finitos, diferencas finitas
e de wavelet. Uma vantagem do método de Galerkin ndo linearmgitr a integracdo temporal de
ondas curtas com grandes passos de tempo. Do ponto de st pisto implica um significativo
ganho de tempo computacional, e uma maior estabilidadaskastagens foram detectadas em Sotil



(1999), em que o método de Galerkin nédo linear espectraliaghtd na discretizacdo do modelo de
agua rasa.

Uma técnica muito similar ao método de Galerkin ndo lineaimfmoduzida no final da década
de 70, simultaneamente, por Machenhauer e por Baer e Trifabieontexto de inicializacao linear
por modos normais em modelos meteorologicos (Leith, 19B@sse contexto, a condi¢cdoU, ||
< || U, || ndo é assumida. O que é considerado é a chamada condicacadeobaéio lineat|
ag; | ~ 0, que conduz a estad@ = U, + U, pertencentes a variedades chamadas variedades
lentas ou de estado néo linearmente balanceados. Em D)) (@ncontra—se um tutorial sobre as
técnica de inicializacdo em modos normais e uma ampla pitalfia sobre o assunto. Uma aplicagcéo
dessa técnica no modelo de agua rasa para latitudes tsgpicataso em que o termo nao linear é
substituido por uma for¢cante no campo de massa, € discuti&ilea Dias et al. (1983). A separacao
dos modos de alta e baixa frequéncia das ondas do modelo @eadgLe imediata no caso do modelo
de agua rasa para latitudes médias, em que separam-se asleizssby (modo alto) das ondas de
gravidade (modo baixo). No caso equatorial, essa sepapagéisa ser feita com mais cuidado, pois,
por exemplo, as ondas de Kelvin ndo se enquadram nesse t§epdeacao (Daley, 1981).

Neste trabalho o objetivo € formular o método de Galerkin liv@@r para as discretizacfes de
Petrov—Galerkin, no contexto de analise multirresolugaadgonal, para as equacfes de agua rasa
seguindo as idéias de Sotil (1999).

2 Equac6es de Agua Rasa

O modelo de agua rasa é obtido de simplificac6es nas Equagde®wimento de Newton e na
Equacéo da Continuidade (Pedlosky, 1987). Neste trabadimsjdera-se o modelo de agua rasa com
forcante e termo dissipativo proposto por Lorenz (1986).cBordenadas cartesianas bidimensionais,
na forma adimensional, ele consiste do seguinte sistema:

ou ou ou 0 9
I 0— — —= 1
8t+u8x+vay v+98x vV*u 0 (1a)
ov ov ov _0n 5
_ = 1
8t+u8x+vay+u+g[9y vV*=u 0 (1b)
on on on ou Ov s
6t+uax+vay+(n+gO) (3l‘+6y> kVn =F (1c)

em queu = u(z,y,t), v =v(x,y,t) S&0 as componentes nas direcdes, respectivamente, conhe-
cidas como componente zonal e meridional do vetor veloeidag = 7(z, y, t) € a altura do fluido
; F = F(z, y) representa uma forcante;x sdo constantes de adimensionaliza¢éo correspondentes ao
numero de Reynolds; & é uma constante de adimensionalizacdo correspondentéeéagée gra-
vitacional. No presente trabalho, consideram-se condigédronteira periddicas e o termo forgante
independente do tempo.

Para facilitar a aplicacdo do método de Petrov-Galerkinlim@ar, adota-se a notagdo a seguir
para o modelo de agua rasa (expresso no Sistema 1)

88;‘; — A(U) + B(U) + C(U) =F )



(C(U)z(k ;‘Q;”), ]F(IU):(

3 Meétodo de Petrov-Galerkin Linear

3.1 Modelo Semi-discreto em um Unico Nivel

Sejam) um espaco aproximante de fungdes periodicBsien operador de projecéo sobre tal espaco.
Na discretizacéo espacial do sistema (2) pelo esquema iF&alerkin considera—se uma solugao
aproximaddU € V tal que

% P [~A@) +B(U) + C(U) | = PF, (3)

Observa-se que no caso especifico em7geo operador de projecao ortogonal sobr® esquema
reduz-se ao tradicional método de Galerkin. No caso deeisgerdeste artigo, consideram-se es-
guemas em qu¥ = V’*! sdo espacos aproximantes de uma andlise de multirresdiarémgonal
(Amrb) que tipicamente ocorrem em andlise wavelfte P’*! sdo operadores de projecéo biorto-
gonal. O indicg identifica o nivel de escala diadiea’—'. Uma descri¢do dos conceitos principais
sobre uma Amrb encontra-se no Apéndice A.

3.2 Modelo Semi-discreto em Multinivel

Suponha que o espadbadmita decomposi¢cdes em soma direta de sub—espacos es &g de
escala. Para simplificar a exposicao, considera-se o cpsoifiso de dois niveis

V=V,+V,

em quey, representa as fun¢des Beeomondas longagfrequéncias baixas), contém as funcbes
deV com ondas curtagfrequiéncias altas). Assim, a solu¢cdo numéticaode ser decomposta em
suas componentes de baixa e alta frequéncias
U:Ua+Ub - ( %+Va )7
U + Ma

De maneira analoga, suponha que a projéZgmssa ser decomposta como

P= Py + Pa,
em quep, e P, séo projecoes sobig eV, respectivamente, verificando as seguintes propriedades

Pan =0 e PbUa = 0.
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No contexto de Amrb de interesse , em que- V"1, o espago de ondas longas= )" corresponde
ao nivel de escala diadicd. Ja o espaco de ondas curlds = W’ é representado por espagos
complementares de wavelet, como descrito no Apéndice A.

De maneira analoga, o operador de projecédo biortogPnat P’*! admite a representacéo
Pitl = Pi + @7, em que identificam-sB, = P’ eP, = Q as proje¢des biortogonais sobiée
W/, respectivamente. Neste contexto biortogonal, o sist@se(transforma em dois sub-sistemas

e Sistema das ondas longas

% + Py [ —A(Ua +Ub) + ‘HC(Ua +Ub) ] =-P [B (Ua +Ub) — IF] (4)

e Sistema das ondas curtas

oU,

5 +P, [-A(U, +0,) ++C(U, + U,) | = =P, [B(U, + U,) — F] (5)

4 Método de Petrov-Galerkin Nao Linear

De forma anéloga ao método de Galerkin néo linear para esplecbourier e de elementos finitos,
define—se o método de Petrov—Galerkin ndo linear por meisegsintes modificacdes nos siste-
mas (4) e (5):

e Desprezam—se as interacdes entre duas componentes degl&ntia no termo néo linear do
sistema (4) (i.e., interacfes de termos com sub—indicesssim,

) (V;,JrVa) .V<V;+‘7OL>
B(Us +Uy) = (v- [(T}b+77a) (‘7b+‘7a>]

- (ib LLL)';ib ib';ia —B
- VY - [(nb‘i_na)ib]—i—V(nb ia) b( ) a).
Define-se

Sy =—Ps [By (Uy, Us) — F]. (6)

e Desprezam—se todas as interagbes em que uma das compa@egatds freqiéncia alta no
termo nao linear do sistema (5). Assim,

a ~ V (n ) a Lb N

Se=—Ps B, (U,) —F]. (7)



e Elimina—se o termo da derivada temporal no sub-sistemadksamurtas, tornando-o um siste-
ma diagnastico.

Em resumo, o sistema de agua rasa com a aproximacao de Rzferkin ndo linear € expresso
pelos sistemas,

e Sistema das ondas longas
oU,

W‘i‘P}; [—A(Ua—FUb)—FC(Ua—FUb)]:Sb. (8)
e Sistema das ondas curtas
P, [-A(U, +0,) + C(U, + Uy) | =S, (9)

O termo no segundo membro da igualdade do sistema de ondas, @epende apenas da com-
ponente de onda longh, = S,(U, ), conforme equacéo (7). Portanto, a componente de ondas curt
U, pode ser expressa como uma fungéo da componente de ondaslpng

Ua = ]D_l [Sa - ]D] (Ub)a (10)

em queD = P, [—A + C]. Esta é a caracteristica n&o linear do método, no sentidoeglagjcompo-
nentes da solugdfU,, U, } encontram-se na variedade ndo linear, definida pelo grafiapdrador
D! [S, — D] sobre,.

4.0.1 Discretizacado Temporal (em Trés Etapas)

Para discretizacao temporal, sédo adotados esquemasmadis finitas apropriados nos sistemas (9)
e (8). Com intuito de desacoplar as equacdes sao introduaigamas simplificacdo como descrito a
seqguir.

e Sistema das ondas curtas— Os termos referentes as baixas frequéncias sdo avali@ados n
tempon e os termos referentes as altas frequiéncias no tempo.

e Sistema das ondas longas— Nos termos lineares, 0 mesmo esquema implicito do caso de
Petrov—Galerkin € utilizado. Ja& no termo néo linear, a carapte de baixa frequéncia € avali-
dada no tempe e a componente de alta frequiéncia no tempad. Observe que a componente
de alta freqiiéncia do tempo+ 1 € obtida do sistema das ondas curtas.

Mais explicitamente, o esquema de diferencas finitas atibzesta apresentado no quadro a seguir,
em que o termo linedr se refere aos termdse C, e o termo néo lineaddL se refere ao terms.

Termos o Linear (L) N&o—Linear(NL)

Discretizacéo

n+1 n—1
urtt

(ondas longas) “—— VLUt + Ut + LU+ U )] NL(UY + Ut

a

Discretizacao
(ondas curtas) L(Up + Ut NL(U})




Posto isso, tém—se que os sistemas discretos podem sessogda seguinte forma:
1. Sistema das ondas longas
Ut + At P, [-A (U + U + C(UpH + Ut = Sp ' + 2 5,

em que

57 = B AR A )+ + 1)

;" = —2At P, B (U + USY) -

2. Sistema das ondas curtagsistema diagnostico)
Po [-A (U +U;7) +C(05 + U] = S5,
em que
Sa = —Pa[Bs (Uy) —F,].
Observa-se que”*! é uma funcéo d&;'.

A seguir sdo apresentados as etapas necessarias paral\wer EsgeS sistemas por meio desse
método.

* Algoritmo de Evolugéo Temporal

1. Dados de EntraddiUr~!, Uy ') e (U2, Up).
2. CalcularU!*!, resolvendo o sistema diagndstico, que € linear.
3. CalcularUp*!, resolvendo o sistema de ondas longas.

4. n < n + 1; Retorna—se ao passo 1.

5 Comentarios Finais

No trabalho de Sotil (1999), a implementacdo numérica doduoétle Galerkin nédo linear para o sis-
tema de agua rasa, utilizando bases de Fourier, mostramgetitva comparada com a do método de
Galerkin tradicional. Esse ganho computacional foi obtitlizando um "congelamento”da solu¢éo
do sistema de ondas curtas por um certo nimero de passosirteipip; essa idéia também poderia
ser implementada no contexto de Petrov—Galerkin néo limeaiogonal, descrito neste artigo. Mas,
antes disso, os detalhes da implementacdo numeérica enmivellttanto dos ternos lineares, quanto
dos nao lineares, precisam ser melhor avaliados.



No contexto de wavelet, a idéia principal é poder tirar pitovée representacdes compactas de
funcbes, para desenhar esquemas adaptaveis espacialMesge sentido, o desafio € tentar combi-
nar as vantagens de uma representacdo esparsa espa@alomntm esquema adaptavel no tempo,
como o descrito neste artigo. Isso se torna ainda maisvatragtiando as discretizagOes espaciais
puderem ser alterados de forma automatica, de acordo coohg@&u do comportamento da solucao.
Atencéo especial aos aspectos da adaptatividade espmead,um dos pré—requisitos necessarios ao
sucesso do método de Petrov—Galerkin n&o linear no cordexieavelet, sdo descritos em Domin-
gues et al. (2002) .
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A Analise de Multirresolucao Biortogonal

Neste apéndice apresentam-se as definicdes e as propseldadeeresse sobre o contexto de andlise
de multirresolucéo (Amr) de? (R?). Na definicdo de uma Amr o principal ingrediente é uma fungéo
a¢(x), conhecida como funcéo escala, satisfazendo uma relagsrdia

=2 h(k)o(2x — (11)
keZ
No dominio da freqUéncia, a relacao de escala € expressa como
6(€) = H(£/2)9(¢/2), (12)

emqueH (§) = Y, ., h(k)e *¢ & umfiltro de escala do tipo passa—baixa, i&()) = 1 e H(r) = 0.
Tipicamente, os coeficientésk) séo diferentes de zero apenas para um numero finito de indices
que implica que o suporte déx) é um intervalo finito. Tendo uma funcdo de esc#la), pode-se
definir uma Amr bidimensional por meio de produto tensoAaisim, para cada inteirg considera-

se o sub-espag®’ C L*(R) gerado por fungdes basicas do tipo

(2, y) = 2020 — k)p(2y — (), kL€ (13)

Além disso, pela relacdo de escala apresentada na Equactmntse qué”’ ! C V7. A grande
contribuicdo da teoria wavelet é a caracterizacao de reprasdes em multinivel,

W =V0 4 WP W (14)

Para tal propdsito, em um contexto biortogonal, considerama outra Amy* C L*(R?),
associada a uma fungéo de eseéla), satisfazendo a relagéo de biortogonalidade

/ Px — k) ¢*(x =€) dov = by (15)
R
Consequentemente, também e verdadeira a relagéo

<(I)k 0 ®p) = // 1t (T, 9) 27 (2, y)dady = Oy prdger- (16)

Para a definicdo dos espacos intermedidriys, consideram-se fungdes wavelet basigas:)*

como
—229 o2z — k —229 (22 — k) a7

em queg(k) = (—=1)*h*(—k + 1) e g*(k) = (—=1)***h(—k + 1). Desta forma, constrdem-se 0s
espagos

gerados por trés familias de wavelets,

TP (e,y) = 2702 — k) p(2™y — 0), (18a)
7P (e,y) = 2m2m — k) ¢(2™y — 0), (18b)
T @y) = 2m @ — k) g(2my — 0). (18c)
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De forma similar, definem-se fungé@fi’;( (2,9), Ty m (2 )(a: y) e TH (:z: y) e resultam as
seguintes relacdes de biortogonalidade:

(opp i) = 0 (19a)
<(I)kla k,(;)> = 0, (19b)
<TZ?Z(V) ) TZ,’Z, ) > = O/ Ok k' Ot,0 000 (19c¢)

Sendo assim, uma fun¢gdoe V7’ pode ser representada de duas maneiras, como apresentado a

seqguir.

a) Em um anico nivel

=20 fe®hley) (20)
k [
em que os valores discret@is= D’ f sdo obtidos pela acao de funcionais lineares duais
fie =00 = (D e (21)

b) Em associacdo com a representacao em multinivel apaelsemd Equacéo 14, tem-se que

3

T,y) = szlg?eq)ﬁe(x y)+ Z ZZZfM ke (@5 Y), (22)
k¢

m=y v=1 k

em que os chamados coeficientes wavglet) = g™ *) f sio obtidos pela a¢éo de funcionais
lineares duais

= (1Y) = G0 i (23)
Para as transformacoes
(L o Ll by o0 {1, (24)
correspondendentes a mudanca de base
{0} & {oru{retu-u{rg, ), (25)

sdo utilizados os Algoritmos de Mallat, que possuem umatestr de banco de filtros Mallat (1991).

A.1 Aproximagao

Funcdesf € L*(R?) podem ser aproximadas por fungdes Bhpor meio da projecéo biortogonal

P’ f. Para facilitar a exposicao que se segue, adota-se a refaeie da projecao biortogonal como
uma composicdo de dois operadof@s= R’D’. D’ é o operador de discretizacdo que associa a
cada funcdgf € IL?(R?) os seus coeficientes de escéla, definidos na Equacéo 21 (w, y; f7)

é o operador de prolongamento que a cada seql¢hea? associa uma funcéo e definida em
termos da expanséao

R (w,y; 1) = ZZfH 7o, y). (26)
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Analogamente, a projecao biortogonal também pode sersempada pela composicdo de dois
operadores em multinivél’ = R{,\ Di,n- Piyn denota o operador de discretizacdo que associa a cada
fungéo emf € 12 (R?) os seus coeficientes em multiniy@h, = {7} U {2 Y u--- U {f,'“}.

O operador de prolongameriij,, corresponde a expansao em termos da base em multinivel

R (2, y; fun) ZZfigoe@}jcozxy +ZZZZfH k, xy) (27)

m=j0 v=1

Observa-se que a diferenca de informacao entre uma aprg&inme niveln e outra em no nivel
m + 1 é expressa pela projecéo biortogo@&l f (=, y) sobreWw™, que tem a forma

(Pt =P") fley) = Q"f(x.y)
Q" f(w,y) + Q"D f(w,y) + QMO f (a.y), (28)

em queR™ ™ f(z, y) séo as projecdes biortogonais sobre as respectivas contpsyg™ *)
Ou seja,

QU f(,y) =D D f T (@, y). (29)
k V4

A.2 Dupla Localizagao

De modo geral, aproximacdes em multirresolucao possuemaduacteristicas fundamentais:

e Localizacéo Fisica Tipicamente, a funcdo de escalér) tem suporte em um intervalo finito,
com comprimenta\z. Desta forma, a medida qyeaumenta, as funcdes basichs,(z, y) ficam
localizadas em quadrados de lado cada vez menores, de Ascal@(27). Os indiced:, ¢ indicam
atranslagagk2 7, 127/) efetuada. Assim, em cada nivel de esgaladas as funcoes escalg, (v, )
possuem a mesma forma, s6 mudando a posicdo em que estémaltesl Este comportamento é
similar para as e as fungdes wavel@t{éz) (x,y), bem como para as fun¢des duais correspondentes.
Na Figura 2(a) e (b) estédo os graficos de uma funcéo escala eefetvassociada. Este € um dos
exemplos da familia de wavelets ortogonais de Daubechieser@a-se que, neste caso, o0 suporte de
¢(x) é ointervald0, 3] ey(z) se anula fora dg-1, 2].

e Localizacdo em Frequéncia Como visto anteriormente, as funcfes escala sdo coresreit
termos de um filtro passa—baix&¢). Em conseqliéncia dessa construgéo, a transformada derfouri
q3(§ ) esta localizada simetricamente em uma regido centradaramde¢ = 0. O caso das wavelets
é diferente. Tipicamente[;(g) também & uma fungdo simétrica, mas que se anulg en?. Para
¢ > 0, concentra-se em uma regido de comprimekfo Na Figura 3(a) e (b) estéo os graficos das
transformadas de Fourigs(£)| e [)(€)| correspondentes ao exemplo de Daubechies.

De forma an&loga, no caso bi-dimensional, seguelg(gew) = ¢(€)¢(w) funciona como um fil-
tro passa balxa com localizagao em uma regigioentrada enfo, 0). Para as wavelet¥,(V) (&, w) =

D(E)h(w), TA(€,w) = 1h(€)d(w) e TANE, w) = 1h(€)1h(w) se anulam enf0, 0) e funcionam como

filtros passa—banda, cujas Iocallza(;oes compdem um aarbrdar, ao redor da origem.

12



Figura 3: Gréficos do espectro da funcéo escala e wavelet uleebhies, referentes a Figura 2.

Com a mudanga de esca@’, j > 0, estas regides se ampliam p&g no caso de@{c,l, e para

(2, no caso das waveleﬁé’,cﬁz), com um fator inversamente proprocional a escala (indeggegrchente
dos parametros de translagad). Portanto, combinando as propriedades de dupla localizagnto
no dominio espacial quanto no dominio das freqliénciaseperse que os coeficientes de esgfﬁ]éa
sdo uma medida do contetdo frequéncialfdassociado as freqliiénciés w) € 2] que ocorrem

no suporte d@*,;{g(a:, y). Analogamente, os coeficientes wavqléf) sdo uma medida do contetdo

frequéncial dg associado as frequéncigsw) € 2’ que ocorrem no suporte dé;’;‘fé”) (x,y). Tais fa-

tos justificam a interpretacéo da transformada wavelet c@ndo do tipdocal em tempo-frequéncia
Sendo assim, a representacdo em soma direta apresentagaagéd14 pode ser interpretata como
uma decomposicéo de funcdesile!, cujo espectro se encontra @ﬁl, na soma de uma compo-
nente de baixa freqliéncia pertencent’ acujo espectro localiza-se efij, com outra componente

de alta frequéncia pertencenté\, cujo espectro localiza-se eftj. Portanto, pode-se identificar

V7 a um espacgo de ondas longak\# a um espaco de ondas curtas, como requerido nas aplicacoes
do método de Petrov-Galerkin ndo linear. As mesmas idéidsmaer estendidas a varios niveis de

escala.
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B Esquema de Petrov-Galerkin

Neste apéndice, descrevem-se 0s principais conceitos apbwyximacdeg£’ de operadores diferen-
ciais £, no contexto de uma AmrpV?, V*’}. S&@o de interesse dois tipos de operadores.

S S

ou Lu = u. Nestes casos, define-se
ox?® oy*

a) Operadores lineares de derivadas pardiais=
L € V7 pela formula
L =P LPu. (30)

b) Operadores bilineares do tigdu, v) = ?v ou L(u,v) = ?v. Nestes casos, define-se
x Y

L (u,v) = P L(Pu, P'v). (31)

Tendo em vista que a projecdo biortogo®alpode ser representada em um Unico nivel ou em
multinivel, também existem duas maneiras de represena@rasimacoes de operadores diferenciais,
em um nivell’ e em multinivell’, . Em ambos casos, as representacdes ficam determinadas pelo
resultado dos respectivos operadores de discretizag@adgd sobr&P’«, no caso linear, ou sobre
L(P?u, P’u), no caso bilinear. Por exemplo, a aproximagao em um nivel

Lu=Y (D'LP), P} (32)
pq

fica determinada uma vez calculados os valores disc(@sP’v), ,. Por outro lado, uma aproxi-
macao em multinivel

Loyyu =Y (DPLPu), PP + Z ZZ (Gm M) LPI), X (33)

Py m=j0 v=1 p,q

requer o célculo dos valores discret@s° LP’u), ,, do nivel menos refinado, e os coeficientes wave-
let (G™ ™) LPu), ,, dos niveis superiores.

B.1 Representacdo em um unico nivel
B.1.1 Caso linear

SendoPlu(w,y) = >, >, up Pr. (2, y), €M quew’ = D’u € a discretizacdo deno nively, obtem-
se
LPu=> u, L& (x,y). (34)
k,l

S

SendoLu = 0
ox

u , .
—, em ques = 1 ou2, é a ordem da derivada, tem-se que

(D’LPu),,, = 2% Z uf, I —p), (35)
em quel'®) é o simbolo da derivada em questio
s d*¢ .
£, (m) = / 0 (e~ m) ()i (36)

14



S

L . 0%u .
Com raciocinio anélogo, pazu = 0 conclui-se que
Y

(D'LPM),, = 2% Z ul Dl (0= q). (37)

B.1.2 Caso hilinear

Seja
L(u,v) = %v,

PJU,(.Z‘, y) = Z U"ljc,ﬂq)ic,l (:L‘, y)=
k.l
73‘7’()(.72, y) = Z U%,l(pic,l(xa y)a

k0
em queu’ = D’u ev? = DIy sdo as discretizacdes de v no nively, segue que

0P
E(PJU,P] Z U’kﬂ akl xr y) Z vi’,l’ (I)?c’,l’(xvy)'

K
Portanto,
[DJL(PJU PJU - 2] Z uk Z,Uk’ l’ Z q; él - Q) (k p7 kl - p) (38)

Ic’ K’
em que

Y m,n) = [ ¢z —m)d(z —n) ¢*(2) d= (39)
d

f d—(j(z —m) ¢(z —n) ¢*(2) dz. (40)

e a discretizacdo expressa na Equacao 32 fica determinadaofmgues (2001), descreve-se uma
metodologia para o calculo dos coeficienfesy e apresentam-se alguns exemplos para a familia de
splines biortogonaig = ¢y n+, o* = Py~

3 (m, n) =

B.2 Representacao em multinivel

Para facilitar a exposicao, consideram-se representapde®is niveis. Neste caso, a projecéo bior-
togonal se expressa como

Z“Mlq’i; T,y +ZZUM 11 (@, y) (41)

v=1 kJt
= PW(@“ y) +7’aU(x,y) (42)
em quew ! = D ly ew ") = G7~1)y correspondem a discretizagdo deo nivel; — 1 e

aos seus coeficientes Wavelet no nivel 1, respectivamente. Portanto, o operadgy, pode ser
expresso por

Loyu = PyLPUA+ PoLPu (43)
= > (D' LP), 1+ZZ (G 1 LPM), X3 ) (44)
P,q v=1 pygq

15



B.2.1 Caso linear

S

SendoL um operador de derivadas parcidis= —— e utilizando as relag6es de biortogonalidade,
expressas na Equagéo 18, os seguintes termos < se anulam:

o G-l (5@@1) eDi1 (ﬁT@l(”)), parav =lerv =3

o G-V (ﬁfrij;@)),gg—l@) (ETijgl(l))’ G102 (ﬁT?chl(3)> e G103 (ﬁT?cTZIQ))'
Consequentemente,
(D' LPw), = ZUH (D='Lay)) pq+zu (Do),
— 2]—12 - IF() (k )_|_ 1= 12 (s) (k —p)
Uk q p) T+ U4 (0,1) pP)ys
(gjfl(l)ﬁpju)p,q = ZUH (gt ﬁﬁczl pq"‘zuu (gt ETizl )pa
kL
oy g Tk (5 = 2+ 1 T (s) (k= p)]
k
(G OLP),, = Yl (G OLe mZu G OLT] D)
k.l
— -l Z b, T, (k—p)+uf€;1()f‘(i1)(k—p)],
(GO Lpw),, = Z“ke )gr163 ( chel )+ZUH Jgr16 ( T?gel )

- 2]*12[% O (- p)+ukq“r§3l><k )|

em que

16
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. . . L . . 0
Resumindo, segue que a discretizagdo em dois niveis dodopeta derivada parcial =

. _ _ e
pode expressa em forma matricial da seguinte maneira
DI opiy u?chl
91*1(2)577]11, ui,l(g)
— 23_1 F(s) _ k »q 45
Gt Lpy Zk: (p=k) a0 (45)
_1(3) —1(3
g] EPJU, v Uiyq ( )
em que
Fgg;n(m) Fgéil)(m) 0 0
I (m) = Liom) Ty (m) (8)0 (5)0
! 0 FEO,O) (m) Fgo,u(m)
! 0 F(T?O) (m) F(i?u (m)

Por outro lado, send8 um operador de derivadas parcidis= S e utilizando as relagbes de

biortogonalidade, expressas na Equacéo 18, as seguistestiiacdes da Equacéo 44 se anulam:

o G-l (5@@1) eDi1 (ﬁTﬁl(”)), parav =2ev =3

o« G0 (L1 ), @@ (£xg) V), g0 (£1170) et (£ M),

S

Entéo, a discretizacdo em dois niveis do operador de dearpacdtiall = pode expressa como

oy*
DL PI “;;1
g]—l(Q)LP]u u]*él(Z)
=271 1) — P . 46
g1 mmu XZ: (=9 u? (40)
1 —1(3
g LP Pq “iy,z ®
B.2.2 Caso hilinear
Seja
ou
L = —
(u,v) o
Entao,

Loy (w,0) =Y (DL (P, P o) @) 1+ZZ (G (P Yy, Prty) T 1),

Pyq
P.q v=1 pyq

(47)
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em que

Plu(z,

y) = >

k¢

(v
P]U(.'If,y) = Z Uk’ l’ k’ ﬁ’ -'If Y +ka/ Vi T‘]jcl N J; y)] .
K0
Portanto
L(Pu,Pv)=(I)+ (II)+ (IIT)+ (IV)
em que
Z ukl W o ( ,y)@k,ye,(a:,y)
k’ z'
e 1)
Z Z Uy g Vo o 5 (2, 9) ¥ " (7,9)
v'=1
k’ z'
0V, L
1(v k0 _
(L11) Z Z vl T(w,y)@if}(w,y),
k’ z'
e
3 3 J—1(v)
aq’kﬁ —1(
Z szk,l’ UH T(x,y)\ﬁi,,g; )(a:,y)
v=1v'=1
k',é'
Portanto,

(DI~ L(Pru, Pv)

3
—139—1 —1(v —1(v
up e Phg (T,y) + Zuie ( )T?c,é " (x,y)

Do =272 0 @)+

v=1

|

+ (@4) + (iv)
kKO
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em que

. —1 . (o 1(1 1(2 o 1
=05 (o 0+ A A A oy A, )

.. 1 1 . o 1(2 3 1

(i) = W (”k' 071(9 )p K p%g )q - +“1u e'( )715 )p ' — p%g )q - +”k' e'( )71(9 )p K p%g')qe q +“1u e'( )715 )p i — p%g )q - )

—1(2 1 3 1(1 2 1(3
(iii) = “‘ljg,e * (”i' 6’715 )p k! p%g )q —q T Vi e'( )71(9 )p K= p%g )q v—g T Uk’ e'( )715 )p k! p%go)q v—g T Vi e'( )71(9 )p K= p%g )q - )

IR e 16)) 1.(3) (1) 1(1): (3) (2) 1(2) 1 (2) (1) 1(3) 5 (2) (2)
(“})_ULZ (’Uljc’l’ryk p,k’ p’yl’ q,0— q+vk’l’ ’yk p,k"— erl q,0'— +Uk’l’ rYIc p,k’ erl’ q,0— q+vk’l’ ’yk p,k"— p,yl q,0' — )

sendo

A0 (m,m) = [ oz —m) oz —m) 6" () dz 3O (mn) = [ Wz m) oz~ m) 6°(2) d

A0, m) = [ oz = m) (s —n) & (2)dz 3D (m,n) = [ Wz m)(z —n) ¢*(2) d=

A (m,m) = [ bz —m)plz —n) 6 () dz AO(mn) = [ (e~ m)p(z —n)0'(2) dz
dp

Y m,n) = [z —=m)d(z —n)¢*(2)dz 1P (m,n) = [ —(2 —m) d(z — n) ¢*(2) dz

Os termog G’ ') L(Pru, P? — lv)]p , Podem ser obtidos de forma similar.
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