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Resumo

Apresenta-se e dis
ute-se o estudo dos autovalores asso
iados ao

operador momento es
alar, introduzido por Fantappi�e.

We present and dis
uss the study of the eigenvalues asso
iated with

the s
alar momentum operator, introdu
ed by Fantappi�e.

1 Introdu�
~ao

Na Me
âni
a Quânti
a �e de grande interesse a pesquisa de autovalores e

autofun�
~oes asso
iados a um operador linear K, que age em um espa�
o de

Hilbert H de fun�
~oes 	 : (~x; t) 7!  (~x; t) 2 C, 
ujo valor esperado �e dado

pela f�ormula

< K >=

Z

	

�

(x; t)K	(x; t)d

3

x

onde a integral �e efetuada em todo o volume. Aqui 	 = 	(x; t) �e a 
ha-

mada fun�
~ao de onda, x = (x

1

; x

2

; x

3

) s~ao as 
oordenadas espa
iais e t �e a


oordenada temporal.

Dentre estes operadores lineares, podemos nos perguntar quais s~ao as pro-

priedades gerais que tal operador linear deve satisfazer de modo a ser admiti-

do 
omo um poss��vel 
andidato para representar uma quantidade (grandeza)

f��si
a. Ent~ao, �e ne
ess�ario que o valor esperado de tal operador linear seja

real, uma vez que representa a m�edia dos valores medidos de uma quantidade

f��si
a. Ora, da express~ao a
ima isto impli
a que para todo 	, que pode vir a

representar estados poss��veis, devemos impor que

Z

(K	)

�

	d� =

Z

	

�

K	d�:

1

Este trabalho est�a baseado numa nota es
rita pelo prof. G. Ar
idia
ono a quem dedi
o

este trabalho sendo o mais �el poss��vel ao trabalho original.
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Operadores que têm esta propriedade s~ao 
hamados hermiteanos. Vamos, a

partir de agora, nos restringir apenas �a pesquisa daqueles operadores K que

representam uma grandeza f��si
a.

Tal pesquisa 
onsiste na pro
ura da solu�
~ao de uma equa�
~ao diferen
ial

linear e homogênea

K	(x) = �	(x)

a qual, em geral, apresenta um grau de di�
uldade matem�ati
a nem sempre

muito simples. Aqui � s~ao os autovalores e 	(x) s~ao as respe
tivas auto-

fun�
~oes.

H�a aproximadamente 
inqu�enta anos atr�as, Fantappi�e, desenvolvendo a


hamada Teoria dos Universos F��si
os, baseada na teoria de grupos, mostrou

que um operador K asso
iado a um fenômeno f��si
o n~ao pode ser qualquer

um, mas deve satisfazer �as 
hamadas 
ondi�
~oes de observabilidade e objeti-

vidade[1, 2℄

K	(x) = F

�

[T

�1

�

	(x)℄

e

KT

�

	(x) = T

�

K	(x)

de onde segue-se que a indi
atriz projetiva[3, 4℄ do fun
ional que representa o

operador K, deve ser um invariante

2

do dual do grupo adjunto[1, 5℄. O ope-

rador K se obt�em apli
ando um fun
ional linear puro F

�

�a fun�
~ao T

�1

�

	(x),

isto �e, a fun�
~ao 	(x) na qual se efetua uma mudan�
a de 
oordenadas gen�eri
a

T

�1

�

, e tal fun�
~ao depende apenas dos parâmetros �

k

desta transforma�
~ao de


oordenadas e n~ao das 
oordenadas x

k

do ponto. Ainda mais, a segunda ex-

press~ao anterior diz respeito �a invarian�
a do operador K em rela�
~ao ao grupo

das transforma�
~oes T

�

.

Por outro lado, se o operador K �e observ�avel e o grupo base do sistema

quânti
o 
onsiderado �e 
ompa
to, sob hip�oteses oportunas en
ontra-se um

resultado de not�avel interesse, isto �e, a pesquisa dos autovalores e das res-

pe
tivas autofun�
~oes �e reduzida �a solu�
~ao de um n�umero �nito de equa�
~oes

alg�ebri
as 
om um n�umero �nito de in
�ognitas.[6, 7℄

Aqui, utilizando os resultados men
ionados anteriormente, estudamos os

autovalores asso
iados ao operador introduzindo por Fantappi�e e por ele 
ha-

mado de operador Momento Es
alar e denotado por M

m

0

.

2

Os invariantes deste grupo s~ao determinados pela matriz 
ara
ter��sti
a formada pelas


onstantes de estrutura do grupo.
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Este trabalho est�a dividido em duas partes: na primeira parte 
onstru��mos

as representa�
~oes lineares do grupo

3

Spin(3), e as respe
tivas matrizes in-

�nitesimais. Na segunda parte, utilizando os resultados da primeira parte,


al
ulamos expli
itamente os autovalores asso
iados ao operador momento

es
alar, M

m

0

, bem 
omo forne
emos a sua lei de forma�
~ao geral. Mostra-

mos tamb�em que tais autovalores s~ao todos expressos em termos de n�umeros

inteiros.

2 Representa�
~oes lineares do grupo Spin(3)

Nesta primeira parte do trabalho, visando o 
�al
ulo dos autovalores do opera-

dor de Fantappi�e, 
ome�
amos 
om as representa�
~oes lineares de um grupo, em

parti
ular do grupo Spin(3), as representa�
~oes de ordem p+ 1 e as matrizes

de Pauli generalizadas.

2.1 Representa�
~oes lineares de um grupo

Dado um grupo G, uma sua representa�
~ao linear �e um 
onjunto de matrizes

(que formam grupo) homomorfo ao grupo G, isto �e, tal que a um elemento

s do grupo, 
orresponde uma matriz D(s), e que ao produto D(s) � D(t)


orresponde a matriz D(s � t), ou seja

D(s) �D(t) = D(s � t):

Se as matrizes D(s) s~ao de ordem p, ent~ao dizemos que tem-se uma repre-

senta�
~ao linear de grau p (ou de ordem p). Vamos indi
ar aqui por D

p

a

representa�
~ao linear do grupo Spin(3) de ordem p+ 1.

A representa�
~ao linear D

1

, de ordem dois, �e dada, 
omo �e sabido, pelas

matrizes K

K = e

H

=

sen �

�

H + 
os � I

onde indi
amos por I a matriz identidade e H a matriz que forne
e os

quat�ernios puramente imagin�arios (xi + yj + zk), isto �e,

H =

"

�iz �x + iy

x + iy iz

#

3

Nas notas do prof. Ar
idia
ono a nota�
~ao para este grupo apare
e 
omo Spin

3

3

. O

grupo Spin(3) �e o grupo de re
obrimento universal (representado biunivo
amente pelos

quat�ernios de m�odulo unit�ario, isto �e, de uma hiperesfera de S

3

) do grupo das rota�
~oes do

espa�
o ordin�ario. Note-se tamb�em que SU(2) ' Spin(3).
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sendo por isso, a matriz K dada por

K =

2

6

6

6

6

4


os ��

sen �

�

iz

sen �

�

(�x + iy)

sen �

�

(x+ iy) 
os � +

sen �

�

iz

3

7

7

7

7

5

onde � �e o m�odulo do quat�ernio e x; y; z s~ao as 
omponentes do vetor que

representa a metade do vetor rota�
~ao.

Tais 
omponentes nos forne
em tamb�em os parâmetros 
anôni
os do ele-

mento x do grupo Spin(3), grupo topol�ogi
o

4

da hiperesfera dos quat�ernios

de m�odulo um.[1, 2℄

Veri�
a-se que a representa�
~ao D

1

dada pelas matrizes K �e uma repre-

senta�
~ao unit�aria porque

K(x) =

~

K

�

(�x)

onde

~

K

�

�e a matriz transposta da matriz adjunta.

2.2 Representa�
~oes lineares D

p

de ordem p+ 1

As representa�
~oes lineares D

p

de ordem p+1 podem ser 
onstru��das seguindo

o m�etodo de Van der Waerden[8, 9℄. Seja dada a forma bin�aria de grau p

F

p

(u) =

p

X

k=0

s

p!

k!(p� k)!

C

k

u

p�k

1

u

k

2

: (1)

Transformando o vetor (u

1

; u

2

) 
om a transforma�
~ao dual de D

1

u

1

= g

11

u

0

1

+ g

21

u

0

2

u

2

= g

12

u

0

1

+ g

22

u

0

2

(2)

onde introduzimos a nota�
~ao

g

11

(x) = 
os ��

sen �

�

iz = a g

12

(x) =

sen �

�

(�x + iy) = b

g

21

(x) =

sen �

�

(x+ iy) = �b

�

g

22

(x) = 
os � +

sen �

�

iz = a

�

4

Para 
ada elemento, ou ponto, est~ao sempre de�nidos nos intornos.
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om a substitui�
~ao dada pela eq.(2), a eq.(1), a forma bin�aria, se transforma

em

F

0

p

(u

0

) =

p

X

k=0

s

p!

k!(p� k)!

C

0

k

u

0

p�k

1

u

0

k

2

sendo

C

0

k

=

p

X

i=0

�

ik

C

i

onde os �

ik

formam uma matriz que �e a representa�
~ao linear D

p

, pro
urada.

Apli
ando o pro
edimento exposto a
ima, podemos 
al
ular as matrizes

das v�arias representa�
~oes. A representa�
~ao D

2

�e dada pelas matrizes de

ordem três

G

(2)

=

2

6

6

4

a

2

p

2ab b

2

�

p

2ab aa� bb

p

2ab

b

2

�

p

2ab a

2

3

7

7

5

enquanto que a representa�
~ao D

3

�e dada pelas matrizes de ordem quatro

G

(3)

=

2

6

6

6

6

4

a

3

p

3a

2

b

p

3ab

2

b

3

�

p

3a

2

b a(aa� 2bb) b(2aa� bb)

p

3ab

2

p

3ab

2

�b(2aa � bb) a(aa� 2bb)

p

3a

3

b

�b

3

p

3ab

2

�

p

3a

2

b a

3

3

7

7

7

7

5

:

Da matriz a
ima es
rita, G

(3)

, podemos ver que

g

ik

(a; a; b; b) = g

ki

(a; a;�b;�b)

bem 
omo veri�
a-se que dois elementos sim�etri
os em rela�
~ao ao 
entro se

obtêm permutando

a em a e b em �b:

Por outro lado, dois elementos sim�etri
os em rela�
~ao �a 
oluna 
entral s~ao

obtidos tro
ando

a em b e b em � a

e dois elementos sim�etri
os em rela�
~ao �a linha 
entral se obtêm tro
ando

5

a em �b e b em a:

5

Regras an�alogas valem para as matrizes de ordem ��mpar.
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Em base ao anteriormente exposto, as matrizes G

(4)

podem ser 
onstru��das

a partir dos seguintes elementos

a

4

�2a

3

b a

2

(aa� 3bb)

p

6a

2

b

2

�

p

6ab(aa� bb) a

2

a

2

� 4aabb + b

2

b

2

enquanto que as matrizes G

(5)

s~ao 
onstru��das a partir dos elementos

a

5

�

p

5a

4

b a

3

(aa� 4bb)

p

10a

3

b

2

p

2ab

2

(3aa� 2bb) �b(3aa� 6aabb + b

2

b

2

):

2.3 As matrizes de Pauli generalizadas

Uma vez 
al
uladas as matrizes G

(m)

, destas se podem deduzir as \matrizes

in�nitesimais", do seguinte modo. Observamos que

G

(m)

= [g

(m)

ik

℄e

H

(m)

(x)

e levando em 
onta que as matrizes H

(m)

podem ser de
ompostas em

H

(m)

(x) = xH

(m)

1

+ yH

(m)

2

+ zH

(m)

3

obtemos para as matrizes in�nitesimais

H

(m)

s

= [�

s

G

(m)

℄

x

s

=0

onde s = 1; 2; 3.

Ent~ao, seguindo Fantappi�e podemos introduzir as matrizes de Pauli ge-

neralizadas no seguinte modo

�

(m)

k

= iH

(m)

k

que, para m = 1 forne
e as três matrizes de Pauli

�

1

1

=

 

0 1

1 0

!

; �

1

2

=

 

0 �i

i 0

!

; �

1

3

=

 

1 0

0 �1

!

enquanto que para m = 2 temos as matrizes
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�

(2)

1

=

p

2

0

B

�

0 1 0

1 0 1

0 1 0

1

C

A

�

(2)

2

=

p

2

0

B

�

0 �i 0

i 0 �i

0 i 0

1

C

A

�

(2)

3

= 2

0

B

�

1 0 0

0 0 0

0 0 �1

1

C

A

Visto que tais matrizes s~ao 
onhe
idas, nos limitamos a forne
er a sua lei

geral de forma�
~ao

[�

(m)

1

℄

k+1;k

= [�

(m)

1

℄

k;k+1

=

q

k(m� k + 1)

[�

(m)

2

℄

k;k+1

= �[�

(m)

2

℄

k+1;k

= i

q

k(m� k + 1)

[�

(m)

3

℄

k;k

= m� 2(k � 1)

(3)


om k = 1; 2; : : : ; m + 1 e todos os outros elementos destas matrizes sendo

nulos.

3 Estudo do operador de Fantappi�e

Nesta segunda parte do trabalho vamos estudar o operador momento es
a-

lar, introduzido por Fantappi�e e denotado porM

m

0

. Come�
amos 
om a de�-

ni�
~ao do operador momento es
alar e a de
omposi�
~ao do sistema em sistemas

par
iais.[10℄ Ao �nal 
on
lu��mos 
om o 
�al
ulo dos autovalores asso
iados ao

operador de Fantappi�e (momento es
alar), operador este representando um

observ�avel do grupo Spin(3).

3.1 De�ni�
~ao do momento es
alar M

m

0

Consideremos o operador P

i

(momento vetorial) de�nido por

P

i

'(x) = [�

i

'(tx)℄

t

i

=0


om �

i

= �=�t

i

e tendo presente que temos

G

(k)

(tx) = G

(k)

(t) �G

(k)

(x)

enquanto que, 
omo vimos na se�
~ao 2.3

H

(m)

i

= [�

i

G

(m)

℄

x

i

=0


om i = 1; 2 e 3.
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Ent~ao, vemos, 
om base na de�ni�
~ao do operador momento vetorial que

P

i

G

(k)

(x) = H

(k)

i

G

(k)

(x) (4)

e por isso, a apli
a�
~ao do operador P

i

, momento vetorial, �a matriz G

(k)

(x) da

representa�
~ao k

ma

, se obt�em simplesmente multipli
ando �a esquerda a matriz

G

(k)

(x) pela matriz in�nitesimal H

(k)

i

(x) que �e 
onstante.

A eq.(4) es
rita para um elemento gen�eri
o g

(k)

rs

(x) da matriz se torna

P

i

g

(k)

rs

(x) =

k+1

X

`=1

h

(k)

i;r`

g

(k)

`s

(x)

onde os h

(k)

i;r`

s~ao os elementos da matriz in�nitesimal da representa�
~ao k

ma

,

isto �e,

H

(k)

i

= [h

(k)

i;r`

℄:

Mais em geral, podemos introduzir o operador observ�avel do grupo Spin(3),


hamado por Fantappi�e de momento es
alar M

m

0

, que �e um operador espi-

norial, apli
ado a um espinor

~' = ('

1

; '

2

; : : : ; '

m+1

)

t

onde

t

denota a transposta, de grau m + 1, assim de�nido

M

(m)

~' =

3

X

i=1

H

(m)

i

P

i

~':

Para determinar seus autovalores e as respe
tivas autofun�
~oes, devemos re-

solver a equa�
~ao homogênea

M

(m)

~' = �~': (5)

Fantappi�e[6, 7℄ mostrou que se pode resolver tal equa�
~ao tomando 
omo


omponentes '

�

de ~' das 
ombina�
~oes lineares 
om 
oe�
ientes 
onstantes

de uma 
oluna (s

ma

) de uma representa�
~ao G

(k)

, isto �e,

'

�

(x) =

k+1

X

r=1

C

�r

g

(k)

rs


om � = 1; 2; : : : ; m+ 1.
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Substituindo tal valor na eq.(5) e simpli�
ando, en
ontramos que para

a pesquisa dos autovalores e das respe
tivas autofun�
~oes, devemos obter a

solu�
~ao do seguinte sistema alg�ebri
o linear e homogêneo nas C

��

m;k

X

�

0

;r

0

h

(m;k)

�`;�

0

r

0

C

�

0

r

0

= �C

�`

(6)


om � = 1; 2; : : : ; m+ 1 e ` = 1; 2; : : : ; k + 1, onde introduzimos

h

(m;k)

�`;�

0

r

0

=

3

X

i=1

h

(m)

i;��

0

h

(k)

i;r

0

`

: (7)

Lembrando as express~oes expl��
itas eq.(3) dos elementos da representa�
~ao

in�nitesimal, tal sistema assume uma forma mais simples. De fato, em base

a equa�
~ao

�

(m)

k

= iH

(m)

k

temos

h

(m)

1;k+1;k

= h

(m)

1;k;k+1

= �i

q

k(m� k + 1)

�h

(m)

2;k+1;k

= h

(m)

2;k;k+1

=

q

k(m� k + 1)

h

(m)

3;k;k

= �i[m� 2(k + 1)℄

sendo todos os demais h nulos. Substituindo tais express~oes na eq.(7) e efe-

tuando os 
�al
ulos, resulta que todos os 
oe�
ientes desta equa�
~ao s~ao nulos,

ex
eto aqueles do tipo

h

(m;k)

�`;�`

= �[m� 2(� � 1)℄[k � 2(`� 1)℄

h

(m;k)

�+1;`+1;�;`

= h

(m;k)

�;`;�+1;`+1

= �2

q

�`(m� � + 1)(k � `+ 1):

Em 
onseq�uên
ia, o sistema dado pela eq.(6) assume a seguinte forma

h

�;`;��1;`�1

C

��1;`�1

+ h

�;`;�;`

C

�`

+ h

�;`;�+1;`+1

C

�+1;`+1

= �C

�`

(8)


om � = 1; 2; : : : ; m+ 1 e ` = 1; 2; : : : ; k + 1.

Ent~ao �xado o par de ��ndi
es ��

0

podemos es
rever a 
orrespondente

equa�
~ao, lembrando que C

�`

= 0 toda vez que os ��ndi
es est~ao fora do 
ampo

de sua variabilidade.
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3.2 De
omposi�
~ao do sistema em m + k � 1 sistemas

par
iais

As eqs.(8) 
onstituem um sistema de (m+1)(k+1) equa�
~oes e (m+1)(k+1)

in
�ognitas. Uma equa�
~ao de tal sistema ser�a indi
ada 
om o s��mbolo (�; `)

e �e a equa�
~ao que 
orresponde a uma tal es
olha dos ��ndi
es no segundo

membro da eq.(8). Ora este sistema eq.(8) tem uma estrutura bastante

simples quando es
olhidos os ��ndi
es � e `, as in
�ognitas que apare
em na

equa�
~ao 
orrespondendo a tal es
olha.

Segue-se que tal sistema pode ser de
omposto em sistemas par
iais dos

quais nos propomos a forne
er a lei de forma�
~ao. Suponhamos que k > m e

introduzimos k �m = Æ ent~ao �e f�a
il 
onven
er-se que o sistema dado pode

ser quebrado em outros sistemas no seguinte modo:

1. Um sistema de m+ 1 equa�
~oes a m+ 1 in
�ognitas

(1; 1); (2; 2); (3; 3); : : : ; (m+ 1; m+ 1)

2. Æ sistemas de m+ 1 equa�
~oes a m+ 1 in
�ognitas

(1; 2); (2; 3); � � � (m+ 1; m+ 2)

� � � � � � � � � � � �

(1; Æ + 1); (2; Æ + 2); � � � (m + 1; k + 1)

3. m sistemas, respe
tivamente a m;m�1; : : : ; 2; 1 equa�
~oes e outras tan-

tas in
�ognitas

(1; Æ + 2); (2; Æ + 3); � � � (m; k + 1)

(1; Æ + 3); (2; Æ + 4); � � � (m� 1; k + 1)

� � � � � � � � � � � �

(1; k + 1)

4. m sistemas, respe
tivamente de m;m � 1; : : : ; 2; 1 equa�
~oes e outras

tantas in
�ognitas

(2; 1); (3; 2); � � � (m + 1; m)

(3; 1); (4; 2); � � � (m+ 1; m� 1)

� � � � � � � � � � � �

(m+ 1; 1)
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Obtemos de tal modo, somando,

(m + 1) + (k �m)(m + 1) +m(m + 1) +m(m + 1) = (m + 1)(k + 1)

equa�
~oes, isto �e, es
revemos todas as equa�
~oes do sistema dado. Este assim,

se quebra em

1 + Æ +m +m = 1 + (k �m) +m+m = m+ k + 1

sistemas, isto �e, em � sistemas, 
om � dado por

� = (m + 1)(k + 1)�mk = m+ k + 1:

Como demonstrou Fantappi�e[1, 2℄, os autovalores do operador momento

es
alar M

m

0

s~ao exatamente m + 1 e variam ao variar k. Por isso, das

(m + 1)(k + 1) equa�
~oes do sistema eq.(8) basta 
onsiderar somente m + 1

que formam um sistema.

�

E 
onveniente agora es
olher para o sistema pr�oprio

aquele dado no item 1, a
ima, e para es
rever as respe
tivas equa�
~oes, basta


olo
ar nas equa�
~oes do sistema eq.(8) ` = �. Obtemos assim as m + 1

equa�
~oes

2(��1)

q

(m� � + 2)(k � � + 2)C

��1;��1

+[m�2(��1)℄[k�2(��1)℄C

�;�

+

+2�

q

(m� � + 1)(k � � + 1)C

�+1;�+1

= ��C

�;�


om � = 1; 2; : : : ; m + 1. Igualando a zero o determinante dos 
oe�
ientes

do sistema anterior obtemos uma equa�
~ao de grau m + 1 em � a qual nos

forne
er�a os m+ 1 autovalores.

A soma de tais autovalores �e dada pelo tra�
o da matriz dos 
oe�
ientes,

para � = 0 (soma dos elementos da diagonal prin
ipal)

S = �

m+1

X

�=1

[m� 2(� � 1)℄[k � 2(� � 1)℄

e �e por isso dada por um n�umero inteiro. Ora, �e interessante observar que A

soma dos autovalores depende de k mas n~ao de m.

De fato, desenvolvendo a soma da equa�
~ao pre
edente en
ontramos

mk + (m� 2)(k � 2) + (m� 4)(k � 4) + � � � � (m� 4)[k � 2(m� 2)℄�

�(m� 2)[k � 2(m� 1)℄�m(k � 2m)
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de onde, simpli�
ando entre elas os termos equidistantes dos extremos, ob-

temos

S = �2[m

2

+ (m� 2)

2

+ (m� 4)

2

+ � � �℄:

A soma entre 
ol
hetes vale 2

2

+ 4

2

+ � � � + m

2

para m par, enquanto que

para m ��mpar 1

2

+ 3

2

+ � � �+m

2

, isto �e,

S = �2

 

m+ 2

3

!


omo se pode veri�
ar.

3.3 C�al
ulo dos autovalores para m par

Vamos agora 
al
ular os autovalores do operador de Fantappi�e. Come�
amos

por observar que entre estes autovalores se en
ontra aquele mais simples,

dado por

� = mk:

De fato, das duas �ultimas equa�
~oes dadas em 3 e 4 a
ima, as quais podem

ser es
ritas 
omo

mkC

1;k+1

= �C

1;k+1

e mkC

m+1;1

= �C

m+1;1

segue que � = mk.

Para o 
�al
ulo efetivo dos autovalores do operador momento es
alar, 
o-

me�
amos por examinar o 
aso em quem �e par. Param = 0 temos de imediato

que � = 0. Para m = 2 temos, a partir do sistema de equa�
~oes eq.(8)

�C

11

= �2kC

11

� 2

p

2kC

22

�C

22

= �2

p

2kC

11

� 4

p

k � 1C

33

�C

33

= �4

p

k � 1C

22

+ 2(k � 4)C

33

de onde resulta a seguinte equa�
~ao alg�ebri
a na vari�avel �

�

�

�

�

�

�

�

�+ 2k 2

p

2k 0

2

p

2k � 4

p

k � 1

0 4

p

k � 1 �� 2k + 8

�

�

�

�

�

�

�

= �

3

+8�

2

�4�(k

2

+2k�4)�16k(k+2) = 0:

Dividindo os dois membros por k + 2 obtemos a equa�
~ao do ter
eiro grau

(�� 2k)[�

2

+ (2k + 8)�+ 8(k + 2)℄ = 0
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ujas ra��zes (autovalores) s~ao

�

1

= 2k; �

2

= �(2k + 4); �

3

= �4:

Para m = 4 obtemos a seguinte equa�
~ao alg�ebri
a na vari�avel �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�+ 4 2

p

4k 0 0 0

2

p

4k � + 2k � 4 4

q

3(k � 1) 0 0

0 4

q

3(k � 1) � 6

q

2(k � 2) 0

0 0 6

q

2(k � 2) �� 2k + 12 8

p

k � 3

0 0 0 8

p

k � 3 �� 4k + 32

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0:

Dado o 
ansativo trabalho no 
�al
ulo deste determinante, nos limitamos ao


�al
ulo da soma e do produto das ra��zes (autovalores). Da equa�
~ao

S = �2

 

m+ 2

3

!

para m = 4 obtemos S = �40 enquanto que o produto P �e obtido 
al
ulando

o determinante para � = 0. Efetuando os 
�al
ulos, en
ontramos

P = �12 � 64k(k

3

+ 2k

2

� 20k � 48) = 3 � 4 � 8 � 8k(k + 2)(k + 6)(k � 4):

Considerando alguns 
asos parti
ulares podemos 
on
luir que os autovalores

têm a seguinte forma

�

1

= 4k; �

2

= �4(k + 2); �

3

= �2(k + 6); �

4

= �12; �

5

= 2(k � 4)

os quais satisfazem a soma e o produto dados anteriormente, 
omo podemos

veri�
ar.

3.4 C�al
ulo dos autovalores para m ��mpar

Vejamos agora quais s~ao os autovalores quando m �e um n�umero ��mpar. Para

m = 1 temos a equa�
~ao

�

�

�

�

�

�+ k 2

p

k

2

p

k �+ 2� k

�

�

�

�

�

= �

2

+ 2�� (k + 2)k = 0

de onde segue que os autovalores s~ao dados por

�

1

= k e �

2

= �(k + 2):
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Para m = 3 obtemos a equa�
~ao

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�+ 3k 2

p

3k 0 0

2

p

3k �� 2 + k 4

q

2(k � 1) 0

0 4

q

2(k � 1) �+ 4� k 6

p

k � 2

0 0 6

p

k � 2 �+ 18� 3k

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0:

A soma das ra��zes �e S = �20 enquanto que o produto �e

P = 9k(k + 2)(k � 6)(k + 8):

Em parti
ular para k = 3 obtemos a equa�
~ao

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�+ 9 6 0 0

6 �+ 1 8 0

0 8 �+ 1 6

0 0 6 �+ 9

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0;

ou ainda as equa�
~oes

�

2

+ 2�� 99 = 0 =) �

1

= 9 e �

2

= �11

�

2

+ 18�+ 45 = 0 =) �

3

= �3 e �

4

= �15:

Podemos inferir que os autovalores s~ao do tipo

�

1

= 3k; �

2

= �3(k + 2); �

3

= �(k + 8); �

4

= k � 6:

Para tratar o 
aso em que m = 5, e dado o estafante trabalho nos 
�al
ulos,

nos limitamos ao valor k = 5 de onde obtemos a equa�
~ao

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�+ 25 10 0 0 0 0

10 �+ 9 16 0 0 0

0 16 �+ 1 18 0 0

0 0 18 �+ 1 16 0

0 0 0 16 �+ 9 10

0 0 0 0 10 �+ 25

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= 0

que pode ser es
rita na seguinte forma

�

�

�

�

�

18� �(�+ 1)� 16�

16� � �(�+ 1) �18�

�

�

�

�

�

= 0
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sendo � = (�+ 25)(�+ 9)� 100 e � = 16(�+ 25) de onde segue que

[�(�+ 19)� 16�℄[�(�� 17)� 16�℄ = 0

e os autovalores s~ao dados por

�

1

= 25; �

2

= �35; �

3

= �31; �

4

= �23; �

5

= �11; �

6

= 5


uja soma �e S = �70 e o produto �e P = 5

4

� 7 � 11 � 23 � 31.

En�m, para m = 7, tomando k = 7, 
om 
�al
ulos que aqui n~ao expli
i-

tamos, obtemos que a soma das ra��zes �e S = �168 enquanto que o produto

�e

P = �3

6

� 7

4

� 13 � 17 � 23 � 59:

3.5 Lei de forma�
~ao dos autovalores

Neste ponto temos todos os elementos para poder es
rever a lei geral de

forma�
~ao dos autovalores do operador de Fantappi�e.

Examinando atentamente os autovalores obtidos, nos damos 
onta que

existe uma simples rela�
~ao entre os autovalores e os n�umeros que se obtêm

na linha paralela �a diagonal prin
ipal, para k = m. Tais n�umeros s~ao obtidos

para � = 1; 2; 3; : : : a partir da f�ormula 2�(m� � + 1).

Temos, de fato, para m um n�umero par:

� m = 2

Aqui os n�umeros na paralela �a diagonal prin
ipal s~ao (4; 4), a soma dos

autovalores S = �8 e os autovalores dados por

2k; �2(k + 2); �4:

� m = 4

Os n�umeros na paralela �a diagonal s~ao (8; 12; 12; 8), a soma das ra��zes �e

S = �40 enquanto que os autovalores s~ao

4k; �2(k + 4); �2(k + 6); �12; 2(k � 4):
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� m = 6

Neste 
aso os n�umero s~ao (12; 20; 24; 24; 20; 12) enquanto que os autovalores

s~ao

6k; �(6k+12); �(4k+20); �(2k+24); �24; (2k�20); (4k�12)

e assim por diante.

Por outro lado, no 
aso em que m �e um n�umero ��mpar, podemos es
rever,

separadamente:

� m = 1

O �uni
o n�umero na paralela �a diagonal prin
ipal �e (2), a soma dos autovalores

�e S = �2 e os autovalores s~ao

k e � (k + 2)

� m = 3

Neste 
aso os n�umeros s~ao (6; 8; 6), a soma �e igual a S = �20 enquanto que

os autovalores s~ao

3k; �(3k + 6); �(k + 8); (k � 6)

� m = 5

Os n�umeros s~ao (10; 16; 18; 16; 10), a soma S = �70 e os autovalores s~ao

dados por

5k; �(5k + 10); �(3k + 16); �(k + 18); (k � 16); (3k � 10)

� m = 7

Aqui os n�umeros s~ao (14; 24; 30; 32; 30; 24; 14), a soma S = �168 e os auto-

valores dados por

7k; �(7k+14); �(5k+24); �(3k+30); �(k+32); (k�30); (3k�24); (5k�14):
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Os resultados pre
edentes podem ser sintetizados atrav�es de uma f�ormula

simples, que nos forne
e os autovalores do operador momento es
alar, isto �e,

a seguinte express~ao:

�

s

= mk � 2s(k +m + 1� s)


om s = 0; 1; 2; : : : ; m e k = 1; 2; : : : ; m+ 1.

Lembrando que � = m + k + 1 podemos es
rever

�

s

= mk � 2s(� � s): (9)

Para s = 0 obtemos �

0

= mk enquanto que para s = m obtemos o autovalores

�

m

= �m(k + 2).

En�m, observamos que, sem �e um n�umero par, entre os autovalores existe

um e um s�o que n~ao depende de k e �e obtido para s = m=2 de onde

�

m

2

= �m

�

1 +

m

2

�

:

Finalmente, observamos que a eq.(9) pode ser es
rita na forma

�

s+1

= �

s

� 2(k +m� 2s)

ou ainda

�

s+1

= �

s

+ 2(2s+ 1� �)

que �e uma rela�
~ao de re
orrên
ia envolvendo os autovalores do operador

momento es
alar.

Agrade
imento

Agrade�
o ao prof. W. A. Rodrigues Jr. por ter lido e feito v�arios 
o-

ment�arios pertinentes durante a elabora�
~ao deste manus
rito.

17



Referên
ias

[1℄ L. Fantappi�e, Caratterizzazione analiti
a delle grandezze della me

ani
a

quanti
a, Rend. A

ad. Lin
., 12, 285-290, (1952).

[2℄ L. Fantappi�e, Determinazione di tutte le grandezza �si
he possibili in un

universo quanti
o, Rend. A

ad. Lin
ei, 12, 553-558, (1952).

[3℄ L. Fantappi�e, I funzionali anali
iti, Memorie A

. Lin
ei, s.6, vol.3, fas
.

11, (1930).

[4℄ L. Fantappi�e, Sui fondamenti gruppali nella �si
a, Colle
. Math., 6, 75-

135, (1959).

[5℄ L. Fantappi�e, L'indi
atri
e proiettiva dei funzionali lineari e i prodotti

funzionali proiettivi, Ann. di Mat., s.4, vol.22, 181-289, (1943).

[6℄ L. Fantappi�e, Cal
olo degli autovalori e autofunzioni degli operatori \�-

si
i"su un gruppo topologi
o 
ompatto, Pro
. Int. Math. Congress Ams-

terdan, (1954).

[7℄ Cal
olo degli autovalori e delle autofunzioni degli operatori osservabili

su un gruppo 
ompatto, Ar
h. Math., 5, 292-300, (1954).

[8℄ L. Van der Waerden, Die Gruppenth
oretis
he Methode in der Quantun-

me

hanik, Springer, Berlin, (1932).

[9℄ G. Ra
ah, Sulla 
aratterizzazione delle rappresentazioni irridu
ibili dei

gruppi semisempli
i di Lie, Lin
ei { Rend. S
. �s. mat. e nat, 8, 108-112,

(1950).

[10℄ G. Ar
idia
ono and L. Chiatti, On the determination of quantum-

me
hani
al observables, H. Journal, 12, 253-262, (1989).

18


