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Resumo. Um resgate da hist�ria do C�lculo e a explora��o de conceitos
importantes s�o feitos inspirando-se na cumbuca utilizada pelos
seringueiros na coleta do l�tex. O objeto concreto "cumbuca" �
apresentado aos alunos de modo a criar uma situa��o-problema e
provocar discuss�es e perguntas. Por exemplo, como verificar
matematicamente a capacidade volum�trica deste objeto, medida de
forma experimental? Do questionamento inicial surge logo a necessidade
de construir um modelo matem�tico para a cumbuca. Na caracteriza��o
da curva que gera a superf�cie de revolu��o, este modelo traz � tona as
id�ias de superf�cie de revolu��o, continuidade e diferenciabilidade. O
estudo das propriedades deste modelo matem�tico espec�fico permite
realizar uma viagem pela hist�ria do C�lculo � medida em que quest�es
de interesse v�o sendo levantadas. As contribui��es de Arquimedes,
Pappus e Cavalieri s�o lembradas, acompanhadas dos conceitos e
resultados matem�ticos relacionados. Uma amostra deste tipo de
abordagem, utilizando a ferramenta computacional, pode ser vista em
http://www.ime.unicamp.br/~calculo/modulos/cumbuca/. Outras
investiga��es matem�ticas s�o poss�veis com rela��o a este e outros
objetos, tais como problemas de otimiza��o, c�lculo de massa, etc.

Palavras-chave: modelagem, recurso computacional, s�lido de
revolu��o, Internet.
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1. INTRODU�ÌO

Os recipientes utilizados pelos seringueiros na coleta do l�tex s�o objetos concretos que
podem desencadear questionamentos ricos do ponto de vista matem�tico. Por serem modelados
como superf�cies de revolu��o, � natural que se investigue a curva geratriz destas superf�cies. Um
outro aspecto relevante a ser trabalhado � a comprova��o anal�tica do volume, medido
experimentalmente. Estes questionamentos motivam a transi��o da matem�tica do ensino m�dio
para o C�lculo. Os dois modelos concretos das Fig. 1 e Fig. 2 ilustram esta id�ia. O primeiro
poderia ser tratado pelo estudante com no��es de geometria espacial, enquanto o segundo requer
a constru��o de uma nova ferramenta, que pressup�e o conceito de limite. A modelagem do
objeto da Fig.Ê2 e o estudo de suas propriedades matem�ticas ensejam o trabalho com fun��es
definidas por partes, continuidade e diferenciabilidade, al�m de resgatar, na hist�ria do C�lculo,
as no��es de �rea e volume, centro de massa, resultados de Arquimedes, teorema de Pappus,
princ�pio de Cavalieri, at� a defini��o de integral.

Nossa abordagem na explora��o dos v�rios conceitos matem�ticos presentes nestas
quest�es ap�ia-se fortemente na ferramenta gr�fica computacional. Partindo-se do objeto
concreto e tendo os aspectos hist�ricos como suporte, o computador possibilita a visualiza��o de
conceitos, por meio de gr�ficos e anima��es, ampliando o potencial de novos desdobramentos e
favorecendo a descoberta.

Figura 1 Cumbuca em forma de balde
Figura 2 Cumbuca parab�lica

Este trabalho est� organizado da seguinte maneira: o objeto concreto ÒcumbucaÓ �
descrito matematicamente na Se��o 2. A Se��o 3 trata do c�lculo do volume da cumbuca por tr�s
m�todos cl�ssicos do C�lculo:  teorema de Pappus, se��es transversas e cascas cil�ndricas.
Resgata ainda o conceito de centr�ide de uma regi�o, utilizado no teorema de Pappus. Poss�veis
extens�es e outras abordagens s�o sugeridas na Se��o 4.



3

2. OBJETO E MODELAGEM

As fotos das Fig.Ê1 e Fig.Ê2 mostram cumbucas pl�sticas utilizadas por seringueiros.
Tratam-se de superf�cies de revolu��o, geradas pela rota��o de uma curva em torno de um eixo.
Portanto modelar tais superf�cies se reduz a modelar a sua curva geratriz, sua curva perfil.
Obtivemos uma primeira aproxima��o para o perfil da cumbuca parab�lica tra�ando-se sua
sombra em papel milimetrado e localizando-a convenientemente num sistema de coordenadas. A
curva foi ent�o modelada como o gr�fico de uma fun��o definida por partes: um trecho
quadr�tico e um trecho linear, dada pela f�rmula
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m x p b x c
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,
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e ilustrado na Fig.Ê3.
A partir das coordenadas dos pontos (b, g(b)) e (c, g(c)) foram calculados os par�metros a,

m e p que aparecem na defini��o de g(x), de modo que a fun��o interpolasse estes pontos e fosse,
portanto, cont�nua. Inicialmente pensamos em exigir tamb�m a diferenciabilidade de g(x), por�m
a curva resultante n�o retratava fielmente o perfil esbo�ado. O modelo (ver Fig.Ê4) que melhor
aproximou o esbo�o corresponde a uma fun��o n�o-diferenci�vel no ponto (b, g(b)). Somente
ap�s a modelagem passamos a enxergar a falta de suavidade nesta altura da superf�cie.

Figura 3 Modelo da curva geratriz
Figura 4 Superf�cie obtida rotacionando a curva

geratriz

3. EXPLORANDO O VOLUME DA CUMBUCA

A natureza do objeto, sua principal fun��o como coletor de um l�quido, sugere que
investiguemos seu volume. Na tentativa de comprovar matematicamente a medida experimental,
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de aproximadamente 1,5 litros, percebemos a riqueza de conceitos que podem ser explorados
neste c�lculo. Al�m disso, com a experi�ncia pr�tica de medir e depois calcular o volume, o
estudante adquire confian�a no ferramental matem�tico. Embora neste caso seja desnecess�rio
lan�ar m�o deste ferramental para o c�lculo do volume, pois podemos medi-lo. Por�m, tal recurso
� essencial na concep��o de outros objetos, existentes apenas na mente do projetista.

Tr�s m�todos cl�ssicos do C�lculo podem ser utilizados para obter o volume da cumbuca:
o teorema de Pappus, o m�todo das se��es transversas e o m�todo de cascas cil�ndricas, descritos
em livros texto, como, por exemplo, Stewart [1].

Relembramos o resultado de Pappus (ca 290Ð350 d.C.): o volume de um s�lido de
revolu��o obtido pela rota��o de uma regi�o R em torno do eixo vertical y que n�o a intercepte
pode ser calculado pela f�rmula:1

V x Ac= 2π ,

onde xc  � a abscissa do centr�ide CE da regi�o R, de �rea A, conforme indicado na Fig.Ê5.
No caso da cumbuca, a regi�o cuja rota��o produz o interior do recipiente (o Òs�lidoÓ sob

considera��o) � delimitada pela curva geratriz, pelo eixo y e pela reta y = g(x). A regi�o da semi-
se��o longitudinal do s�lido, ilustrada na Fig.Ê6, � formada por dois tri�ngulos, um ret�ngulo e
um segmento parab�lico (regi�o delimitada por um arco de par�bola e uma corda). A geometria
desta regi�o permite resgatar um pouco da hist�ria do C�lculo. O centr�ide, ou centro
geom�trico, desta regi�o pode ser calculado como uma m�dia ponderada dos centr�ides de suas
subregi�es, conforme detalharemos a seguir. Tais problemas foram tratados por Arquimedes
(287Ð212 a.C.). Em particular, o conceito de limite subjacente ao m�todo de exaust�o2 de
Eudoxus (ca 370 a.C.), utilizado no c�lculo do centr�ide do segmento parab�lico, � o germe do
C�lculo integral.

Figura 5 Ilustra��o para o teorema de Pappus
Figura 6 Se��o longitudinal da cumbuca

parab�lica

                                                            
1 Este resultado se encontra no livro VII da obra principal de Pappus, a Cole��o Matem�tica, e � �s vezes creditado a
P. Guldin (1577Ð1642).
2 Se de uma grandeza qualquer subtrai-se uma parte n�o menor que sua metade, do restante subtrai-se tamb�m uma
parte n�o menor que sua metade, e assim por diante, se chegar� por fim a uma grandeza menor que qualquer outra
predeterminada de mesma esp�cie (Eves [2], p�g. 419).
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3.1. Centr�ide da regi�o de interesse e c�lculo do volume da cumbuca por Pappus

Um corpo r�gido possui um ponto especial denominado centro de massa, CM, tamb�m
chamado centro de gravidade. Para analisar o efeito de uma for�a atuando sobre o corpo, este
pode ser substitu�do, para fins de c�lculo, por uma massa pontual igual � do corpo original,
situada no CM deste corpo. Se um corpo � apoiado em seu centro de massa, estar� em equil�brio e
n�o haver� tend�ncia a mover ou girar em qualquer dire��o, ver, por exemplo, Gamow e
Cleveland [3]. A determina��o do CM  de um corpo r�gido pode ser feita particionado-o
convenientemente. Se um corpo � decomposto em duas partes de massas M1 e M2, com centros de
massa CM1 e CM2, respectivamente, ent�o o CM do corpo � dado pela m�dia ponderada:

CM
CM M CM M

M M
= +

+
1 1 2 2

1 2

* *

O centro de massa de um corpo homog�neo, isto �, com densidade constante, depende
apenas da geometria deste corpo. Neste caso, o CM � denominado centr�ide do corpo, CE. Se o
corpo homog�neo � plano, sua massa � proporcional � sua �rea e neste caso a f�rmula de
decomposi��o do CM reduz-se � f�rmula an�loga para o CE, onde as massas s�o substitu�das
pelas �reas correspondentes e os centros de massa pelos centr�ides.

A determina��o dos centr�ides de regi�es planas que possuem simetrias pode ser
simplificada, como no caso de ret�ngulos e discos. O centr�ide de um tri�ngulo � determinado
utilizando-se a propriedade de equil�brio de que gozam os centros de massa. Pendurar um
tri�ngulo por um v�rtice V � equivalente a pendurar um corpo pontual por uma haste r�gida, sem
massa, fixada em V. A posi��o de equil�brio da haste � vertical. Para que haja equil�brio nesta
posi��o, � necess�rio que esta linha vertical divida o tri�ngulo em dois outros de mesma �rea.
Portanto, no equil�brio, a vertical coincide com a mediana. Conclu�mos que o CE est� localizado
na interse��o das medianas do tri�ngulo. Este procedimento para aferi��o concreta do centr�ide
de um tri�ngulo est� ilustrado com anima��es na Internet [4].

Para aplicar o teorema de Pappus no c�lculo da capacidade volum�trica da cumbuca,
precisamos calcular o centr�ide da regi�o plana R esbo�ada na Fig.Ê6. Torna-se evidente a
vantagem conferida pela possibilidade de decomposi��o da regi�o, pois o centr�ide de tr�s de
seus constituintes, o ret�ngulo e os dois tri�ngulos, s�o conhecidos. Al�m disso, esta mesma
abordagem, aliada ao m�todo de exaust�o de Eudoxus, permite calcular o centr�ide da parte
restante: o segmento parab�lico. Uma descri��o detalhada deste procedimento est� dispon�vel
emÊ[4]. Um aspecto que vale a pena destacar � o c�lculo da �rea do segmento, necess�ria na
determina��o do centr�ide da regi�o R. Neste c�lculo recupera-se o resultado de Arquimedes, que
estabelece a raz�o, 4/3, entre as �reas do segmento e do maior tri�ngulo nele inscrito, ver Fig.Ê7.
Este resultado pode ser atingido resolvendo-se um problema de otimiza��o e explorando outros
conceitos do C�lculo, como o teorema do valor m�dio, conforme ilustrado em [4]. As
coordenadas do centr�ide do segmento s�o (b/2, 2ab2/5). Estas informa��es encontram-se
resumidas na Tabela 1.
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Tabela 1 çreas e centr�ides das subregi�es de R

Regi�o çrea Centr�ide
1 b (g(c) Ð g(b)) (b/2, (g(b) + g(c))/2)
2 (c Ð b) (g(c) Ð g(b))/2 ((2b + c)/3, (g(b) + 2g(c))/3)
3 b g(b)/2 (b/3, 2 g(b)/3)
4 b g(b)/6 (b/2, 2 g(b)/5)

A partir das informa��es da Tabela 1 calculamos as coordenadas do centr�ide da regi�o R,
cuja posi��o relativamente � regi�o � ilustrada na Fig.Ê8. A capacidade volum�trica da cumbuca,
aplicando-se o teorema de Pappus, �

V b bc c g b b bc c g c= − − + + +π
6

2 2 22 2 2 2(( ) ( ) ( ) ( )).

Substituindo-se os valores, em cent�metros, obtidos graficamente b = 5,5; c = 7; g(b) = 4,2; g(c) =
15,5 na f�rmula acima obtemos a estimativa 1,59 litros para o volume da cumbuca, que difere
menos de 10% do valor medido experimentalmente. As coordenadas do centr�ide da regi�o, em
cent�metros, s�o (2,95 , 8,72).

Figura 7 A raz�o de Arquimedes Figura 8 Localiza��o do centr�ide de R

3.2 C�lculo do volume da cumbuca por se��es transversas e cascas cil�ndricas

O conceito de integra��o, que permite o c�lculo do volume de s�lidos delimitados por
superf�cies de revolu��o quaisquer, al�m de resgatar resultados conhecidos pelo aluno,  fornece
uma valiosa ferramenta para explorar formas mais gerais. A superf�cie da cumbuca, composta por
um tronco de cone e um trecho de parabol�ide, exemplifica estas duas situa��es. Assumindo
conhecido o volume do cone, o aluno calculava o volume de troncos de cone pela diferen�a  entre
volumes de cones. Para o trecho de parabol�ide, no entanto, o c�lculo do volume envolve um
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processo limite para a decomposi��o do s�lido, quer em troncos de cone, quer em se��es
transversas ou cascas cil�ndricas longitudinais.

Para melhor visualizar os m�todos de c�lculo de volume de um trecho de parabol�ide
gen�rico, vamos mudar nosso ponto de vista, conforme indicado na Fig.Ê9Ê(a).

(a) (b)

(c) (d)

(e) (f)

Figura 9 Decomposi��o do s�lido de revolu��o em se��es transversas e cascas cil�ndricas

O m�todo das se��es transversas � o m�todo utilizado para definir o conceito de volume
de s�lidos. Neste m�todo escolhe-se um eixo de refer�ncia e fatia-se o s�lido por planos
transversais a este eixo. Isto leva � f�rmula para o diferencial do volume: dV = A(w) dw, onde w �
medido ao longo do eixo de refer�ncia e A(w ) � a �rea da se��o transversal em w . A
decomposi��o do s�lido em fatias, para o c�lculo de seu volume, j� era utilizada no princ�pio de
Cavalieri (1598Ð1647) para compara��o de volumes de s�lidos diferentes: duas fatias muito
finas, de mesma altura, cujas bases t�m a mesma �rea, t�m aproximadamente o mesmo volume
(Trotta et al [5]). Para s�lidos de revolu��o a escolha conveniente para o eixo de refer�ncia � o
eixo de revolu��o, pois neste caso as se��es transversas s�o discos, ver Fig.Ê9Ê(c). O m�todo das
se��es transversas pode ser aplicado a qualquer tipo de s�lido, j� o m�todo das cascas cil�ndricas



8

s� � aplic�vel a s�lidos de revolu��o. As cascas s�o as interse��es do s�lido com cilindros
circulares retos conc�ntricos, cujo eixo de simetria coincide com o eixo de revolu��o do s�lido,
conforme Fig.Ê9Ê(d). Ent�o a diferencial para o volume fica dV = A (r) dr, onde r � o raio do
cilindro e A(r) � a �rea superficial da casca. Ou seja, o mesmo s�lido � decomposto de duas
formas equivalentes de acordo com o m�todo. Isto fica mais claro quando estas decomposi��es
s�o aplicadas a uma aproxima��o do s�lido. Uma aproxima��o do s�lido de revolu��o da
Fig,Ê9Ê(a) � o da Fig.Ê9Ê(b), resultado da rota��o, em torno do eixo vertical, da regi�o plana com
perfil na forma de escada  das Fig.Ê9Ê(e) e (f). Esta regi�o pode ser particionada em ret�ngulos
horizontais ou verticais. A rota��o dos primeiros produz uma decomposi��o do s�lido em discos
(Fig.Ê9Ê(e)) e a dos segundos produz uma decomposi��o em cascas (Fig.Ê9Ê(f)).

Estes m�todos est�o ilustrados, com anima��es, na Internet, em [4]. Aplicando estes
m�todos ao nosso problema espec�fico, temos:

a) Se��es transversas

V g y dy
y

a
dy

y p

m
dy

g bg c

g b

g c

= = + −





− ∫∫ ∫π π π( ( ))
( )( )

( )

( )
1 2

00

.

b) Cascas cil�ndricas

V x g x dx x ax dx x mx p dx
c b

b

c

= = + +∫ ∫ ∫2 2 2
0

2

0

π π π( ) ( ) .

Simplificando as express�es acima, e reescrevendo a, m e p em termos de b, c, g(b) e g(c),
verificamos que estes dois m�todos levam � mesma f�rmula para o volume da cumbuca j� obtida
com o teorema de Pappus:

V b bc c g b b bc c g c= − − + + +π
6

2 2 22 2 2 2(( ) ( ) ( ) ( )).

4. POSSêVEIS EXTENSÍES

A teoria at� aqui utilizada ap�ia-se no C�lculo de uma vari�vel real. Outra caracter�stica
do objeto a ser explorada, ainda com o C�lculo de uma vari�vel, � a �rea de sua superf�cie,
utilizando-se a vers�o do teorema de Pappus para �rea de superf�cies. Pode-se iniciar o estudo de
integrais duplas e triplas do C�lculo de v�rias vari�veis recalculando-se a capacidade volum�trica
da cumbuca com estas ferramentas. A partir de ent�o outros conceitos podem ser abordados:
diferenciabilidade de fun��es de duas vari�veis, massa e centro de massa da cumbuca (levando
em conta, por exemplo, que esta possui densidade vari�vel).

Multiplicadores de Lagrange entram no cen�rio quando se formulam problemas de
otimiza��o do tipo: como construir uma cumbuca, da forma apresentada ou combinando outras
fun��es, de volume fixo, usando-se uma quantidade m�nima de material? Uma vers�o
simplificada deste problema, envolvendo duas vari�veis (por exemplo, altura da emenda e maior
raio), possibilita explorar aspectos geom�tricos (curvas de n�vel, gr�ficos, etc.) e solu��o
num�rica do sistema de Lagrange com o uso de pacotes gr�ficos e num�ricos. Pode-se ainda
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considerar o problema dual de encontrar o m�ximo volume para uma dada quantidade de
material.

Priorizamos neste trabalho o C�lculo Integral. Entretanto, outra linha de investiga��o seria
explorar conceitos do C�lculo Diferencial. Pode-se, por exemplo, trabalhar o teorema do valor
m�dio quando da verifica��o do resultado de Arquimedes na rela��o entre as �reas do segmento
parab�lico e do tri�ngulo de m�xima �rea nele inscrito. Outro problema que envolve o aspecto
diferencial � a determina��o do ponto que minimiza a soma dos quadrados das dist�ncias deste
aos v�rtices de um tri�ngulo. Verifica-se que este coincide com o centr�ide do tri�ngulo.

Mostramos aqui como trazer para a explora��o em sala de aula objetos e fatos do
cotidiano, tendo como meta motivar e desencadear o estudo da matem�tica. O contexto criado
permite que conceitos sejam introduzidos naturalmente. Al�m de envolver o aluno no estudo dos
t�picos desejados, perguntas espont�neas sugerem extens�es e novas abordagens. Nossas
experi�ncias no C�lculo com Aplica��es [6] ao longo dos �ltimos anos t�m nos revelado que o
envolvimento e as novas investiga��es despertados enriquecem os participantes e realimentam
nosso trabalho, construindo uma estrada de m�o dupla entre professor e aluno.
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