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O 18

o

problema proposto por Hilbert no Congresso Interna
ional de

Matem�ati
a de 1900 
olo
a duas quest~oes, dois desa�os, a serem enfrenta-

dos pela 
omunidade matem�ati
a. Iremos tratar aqui do primeiro problema,

sobre grupos 
ristalogr�a�
os, e da parte do segundo que se refere espe
i�
a-

mente ao problema de empa
otamento de esferas.

Cada uma das duas quest~oes �e tratada em uma se�
~ao, ambas as se�
~oes

estruturadas de modo similar.

Como optamos por es
rever um texto dirigido a um p�ubli
o razoavel-

mente amplo, pessoas 
om alguma forma�
~ao matem�ati
a (
omo alunos em

�nal de gradua�
~ao) mas sem 
onhe
imento espe


�

i�
o da �area, fazemos uma

introdu�
~ao relativamente longa ao tema, pro
urando introduzir os 
on
eitos

ne
ess�arios de forma 
lara e pre
isa (duas qualidades que nem sempre 
oin
i-

dem). Esperamos 
om isto que este p�ubli
o amplo possa ao menos entender

a formula�
~ao mate�ati
a dos problemas, mesmo que tenha di�
uldade em

a
ompanhar os resultados posteriores. Para n~ao trun
armos este trabalho

e torn�a-lo demasiadamente t�e
ni
o, apresentamos os 
on
eitos e resulta-

dos no 
orpo do texto, evitando um estilo existente de textos matem�ati
os

pautado por

�

itens de
larat�orios (Teorema 2.X, Lema Y.Z, De�ni�
~ao A.B.C,

et
...). Infelizmente, por tratarmos de forma bastante breve quest~oes bas-

tante 
omplexas e profundas, n~ao pudemos evitar as tradi
ionais (e geral-

mente deplor�aveis) express~oes do tipo "�e fa
il demonstrar que...". No en-

tanto, tentamos ser 
riteriosos neste aspe
to e sempre que tivemos d�uvidas

sobre a demonstra�
~ao ser ou n~ao realmente f�a
il, pro
uramos indi
ar um


aminho para demonstr�a-la ou indi
ar uma referên
ia bibliogr�a�
a adequada

e a
ess

�

ivel. Ap�os esta introdu�
~ao, tentamos tra�
ar um pequeno apanhado de

alguns t�opi
os rela
ionados �as quest~oes, diferen
iando os resultados 
onhe
i-

dos na �epo
a da realiza�
~ao do Congresso dos desenvolvimentos posteriores.

Passamos longe da pretens~ao de esgotar o assunto, de fazer uma resenha
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abrangente sobre as �areas em quest~ao, mas estas existem e est~ao listadas

nas referên
ias bibliogr�a�
as.

O primeiro problema abordado, a da existên
ia de um n�umero �nito de

grupos 
ristalogr�a�
os, �e uma quest~ao resolvida, o que nos permitiu es
rever

uma se�
~ao 
om um �nal bem de�nido. Sugerimos 
omo referên
ia bastante

atual o artigo [13℄. Aqueles que preferem uma abordagem menos t�e
ni
a,

um pou
o heur

�

isti
a, sugerimos o 
l�assi
o Geometry and Imagination ([20℄),

ou o tamb�em ex
elente Regular Figures ([15℄).

O segundo problema abordado, empa
otamento de esferas, �e ainda um

problema em aberto, uma �area muito ativa de trabalho, e por isto a se�
~ao


orrespondente termina de modo um pou
o abrupto, 
om reti
ên
ias. As

referên
ias fundamentais para os interessados no assunto s~ao o en
i
lop�edi
o

tratado Sphere Pa
kings, Latti
es and Groups ([11℄) e o menos abrangente

mas bem mais did�ati
o Algebrai
-Geometri
 Codes ([32℄). Para um bom e

enxuto apanhado sobre empa
otamentos e quest~oes 
orrelatas, remetemos o

leitor a referên
ia [16℄. Novamente, uma abordagem menos t�e
ni
a pode ser

en
ontrada em [20℄ ou [15℄.

Finalmente, queremos agrade
er o 
onvite de S�ergio Nobre de es
rever-

mos este texto, apesar de o desa�o ter sido bem maior do que o esperado,

pois John Milnor j�a havia es
rito um trabalho sobre os desenvolvimentos

rela
ionados a estas quest~oes ([26℄) e, apesar de num 
erto sentido seu tra-

balho ter sido uma referên
ia ini
ial para este texto, tivemos de nos esfor�
ar

para que este n~ao fosse uma sombra.

1 Grupos Cristalogr�a�
os

Consideramos R

n


om um produto interno. A menos da es
olha de base,

podemos 
onsiderar que este produto �e dado por

hx; yi = x

1

y

1

+ :::+ x

n

y

n

.

Com a distân
ia proveniente deste produto interno

d (x; y) =

q

(x

1

� y

1

)

2

+ :::+ (x

n

� y

n

)

2

temos um espa�
o eu
lidiano usual, que denotaremos por E

n

, sempre que o

estivermos 
onsiderando 
omo um espa�
o m�etri
o.

Vamos 
ome�
ar estudando o grupo de isometrias de E

n

.

O grupo ortogonal O (n) �e de�nido 
omo o grupo de transforma�
~oes

lineares que preservam o produto interno:

O (n) = fA 2 GL (n) j hAx;Ayi = hx; yi ;8x; i 2 E

n

g .
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Como preservam o produto interno, �e realmente f�a
il demonstrar que as

transforma�
~oes ortogonais agem em E

n


omo isometrias. Observe que a

origem o 2 E

n

�e �xa por todas as transforma�
~oes de O (n). Se assumirmos

que uma isometria de E

n

�e determinada pela imagem de n+1 pontos, n~ao �e

muito dif

�

i
il demonstrar que estas s~ao todas as isometrias que mant�em o �xo.

Para fazê-lo, basta 
onsiderarmos uma fam

�

ilia espe
ial de transforma�
~oes

ortogonais, as re
ex~oes em subespa�
os vetoriais (que algebri
amente s~ao


ara
terizadas 
omo transforma�
~oes tais que A

2

= Id, ou, equivalentemente,

transforma�
~oes diagonaliz�aveis 
om um autovalores �1).

Outro grupo de isometrias de E

n

�e o grupo das transla�
~oes, que identi�-


amos 
om R

n

: a um vetor v 2 R

n

asso
iamos a transla�
~ao T

v

(x) = x+ v.

Observe que, as transla�
~oes n~ao possuem pontos �xos.

Novamente, 
onsiderando que uma isometria de R

n

�e determinada pela

imagem de n + 1 pontos, �e poss

�

ivel mostrar que o produto semi direto

O (n).R

n

�e o grupo de todas as isometrias de E

n

e 
omo tal, o denotaremos

apenas por Is

n

.

Como 
onjunto, Is

n

nada mais �e que o produto 
artesiano O (n) � R

n

enquanto a opera�
~ao de grupo �e de�nida por (A; v)�(B;w) = (AB; v +Aw).

A a�
~ao de Is

n

em E

n

�e dada por (A; v) (x) = Ax + v. Logo, um elemento

da forma (A; 0) �e 
hamados de isometria linear enquanto um elemento da

forma (Id; v) de transla�
~ao por um vetor v. Chamamos a fun�
~ao

: Is

n

� R

n

= (O (n) . R

n

)� R

n

! E

n

: (g; x) = ((A; v) ; x) 7! g (x) = A (x) + v

de a�
~ao do grupo Is

n

em E

n

pois esta apli
a�
~ao �e 
ompat

�

ivel 
om a estrutura

do grupo Is

n

, ou seja, g (h (x)) = (gh) (x) e e (x) = x, para todo x 2 E

n

,

onde g; h 2 Is

n

e e = (Id; 0) �e a identidade do grupo.

Dado um subgrupo � � Is

n

, denotamos por

� (x) = fg (x) jg 2 �g

a �orbita de x 2 E

n

por �.

Estamos interessados em subgrupos dis
retos de Is

n

. Para evitarmos

dis
orrer sobre a estrutura de grupo de Lie de Is

n

, 
onsideramos O (n) 
omo

sub
onjunto de R

n

2

e dizemos que um subgrupo � � Is

n

�e dis
reto se for

dis
reto quando 
onsiderado 
omo sub
onjunto de R

n

2

� R

n

. Em termos

matri
iais, se identi�
armos uma transforma�
~ao ortogonal 
om uma matriz

(�xada uma base de R

n

), dizer que uma fam

�

ilia de transforma�
~oes ortogonais


onverge �e equivalente a dizer que 
ada uma das sequên
ias formadas pelas

entradas das matrizes �e 
onvergente.
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Observemos antes de tudo que � � Is

n

ser dis
reto �e equivalente a termos

as �orbitas � (x) da a�
~ao de � em E

n

dis
retas. De fato, se (A

n

; v

n

) 
onverge

para (A; v), ent~ao (A

n

; v

n

) (x) = A

n

(x) + v

n

obviamente 
onverge para

A (x) + v. Re


�

ipro
amente, suponha que para algum x 2 E

n

, A

n

(x) + v

n


onvirja para um ponto y. Como O (n) �e 
ompa
to, podemos 
onsiderar A

n


onvergente (se n~ao o for, tomamos subsequên
ia 
onvergente) para algum

A 2 O (n), donde segue que v

n


onverge para y �A (x).

Vamos tentar entender um pou
o sobre os grupos dis
retos de Is

n

, os

prin
ipais objetos de estudo desta se�
~ao.

Obviamente, subgrupos dis
retos de O (n) s~ao sempre �nitos, pois O (n)

�e 
ompa
to. J�a os subgrupos dis
retos de R

n

s~ao sempre 
ombina�
~oes lin-

eares inteiras de um 
onjunto linearmente independente de vetores. De fato,

se 
onsiderarmos subgrupo dis
reto � � R

n

, tomamos para 
ada v 2 �

um vetor v

0

de � da forma �v; � 2 R de norma m

�

inima. Dentre todos

estes vetores, 
onsideramos um 
onjunto linearmente independente maxi-

mal v

0

1

; :::; v

0

k

e obtemos que

� =

�

�

1

v

0

1

+ :::+ �

k

v

0

k

j�

1

; :::; �

k

2 Z

	

.

N~ao �e di�
il 
onstatar que R

n

=� �e difeomorfo a T

k

� R

n�k

onde T

k

=

S

1

� ::: � S

1

�e um toro k-dimensional (basta 
ompletarmos a base e 
on-

siderarmos isomor�smo linear que leve v

0

1

; :::; v

0

k

; :::; v

0

n

nos vetores e

1

=

(1; 0; :::; 0) ; :::; e

n

= (0; :::; 0; 1), respe
tivamente). Em parti
ular, R

n

=� �e


ompa
to se e somente se k = n, ou seja, se � possui n vetores linearmente

independentes. Neste 
aso, dizemos que � �e um reti
ulado (uniforme) de

R

n

.

Observe que, apesar de apenas os subgrupos �nitos de O (n) serem dis-


retos, podemos ter subgrupos dis
retos de Is

n


ontendo elementos da forma

(A; T

v

) 
om Id 6= A 2 O (n). Considere por exemplo o subgrupo � gerado

pelo elemento

(A; T ) =

��

1 0

0 �1

�

; T

(1;0)

�

.

Temos ent~ao que

(A; T )

n

= ((�1)

n

A; T

n

)

=

��

1 0

0 (�1)

n

�

; T

(n;0)

�

�e dis
reto e in�nito. Como (A; T )

n

(x; y) = (x+ n; (�1)

n

y), �e f�a
il ver que

(A; T )

n

n~ao possui pontos �xos, para n 6= 0.

Re�namos agora nosso interesse, 
onsiderando apenas os subgrupos dis-


retos � � Is

n


om quo
iente Is

n

=� 
ompa
to.
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Dado subgrupo dis
reto � � Is

n

, 
onsideramos o espa�
o quo
iente E

n

=�,

onde dizemos que x � y se e somente se existe 
 2 � tal que 
 (x) = y.

Consideramos no quo
iente a topologia que torna a proje�
~ao

� : E

n

! E

n

=�

: x 7! x�


ont

�

inua e aberta, ou seja, os abertos de E

n

=� s~ao da forma � (U) =

fx�jx 2 Ug, onde U � E

n

�e aberto. Sendo � dis
reto, este �e um subgrupo

fe
hado e obtemos que o quo
iente E

n

=� �e um espa�
o Hausdor�.

Podemos identi�
ar as E

n


om o espa�
o quo
iente Is

n

=O (n). Considerando-

se esta identi�
a�
~ao, temos que a apli
a�
~ao

p : Is

n

=�! (Is

n

=O (n)) =� � E

n

=�

: g� 7! � (g (O (n)))

�e uma apli
a�
~ao 
ont

�

inua 
om �bras (imagem inversa de um ponto) 
om-

pa
tas (difeomorfas a O (n)). Obtemos assim que Is

n

=� �e 
ompa
to se e

somente se E

n

=� tamb�em o for. Obtemos ent~ao duas de�ni�
~oes equivalentes

para grupos 
ristalogr�a�
os:

De�ni�
~ao 1.0.1 Um grupo 
ristalogr�a�
o �e um subgrupo � � Is

n

satis-

fazendo uma das 
ondi�
~oes equivalentes:

1. � �e dis
reto e Is

n

=� �e 
ompa
to.

2. As �orbitas de � em E

n

s~ao dis
retas e E

n

=� �e 
ompa
to.

Para entender a referân
ia a 
ristais na de�ni�
~ao a
ima, devemos estudar

a a�
~ao de um grupo 
ristalogr�a�
o � em E

n

. Suponha que � possua um

elemento de ordem �nita g, e 
onsideremos um subgrupo �nito maximal

�

0

� �. Es
olhemos um ponto qualquer p 2 E

n

e en
ontramos o 
entro de

massa da �orbita �

0

(p):

p

0

=

1

j�

0

j

X

g2�

0

g (p) ,

onde j�

0

j �e a ordem de �

0

e a soma �e a soma usual de vetores. Temos ent~ao

que p

0

�e um ponto �xo por �

0

([13, Teorema 8℄). Construimos ent~ao a 
�elula

fundamental de � 
entrada em p

0

,

P = P

p

0

(�) = fx 2 E

n

jd (x; p) � d (x; g (p)) ;8g 2 �; g (p) 6= pg .
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Este 
onjunto, tamb�em 
hamado de politopo fundamental, tem diversas

propriedades interessantes. Se notarmos que P �e a interse
�
~ao dos semi-

espa�
os determinados pela equa�
~ao d (x; p) � d (x; g (p)), todos eles 
ontendo

o ponto p, 
onstatamos imediatamente que este �e um 
onjunto fe
hado,

de interior n~ao vazio e 
onvexo. Mais ainda, ele pode ser 
ara
terizado


omo um politopo, pois o seu bordo �e fornado por regi~oes de parte dos

hiperplanos de�nidos pelas equa�
~oes d (x; p) = d (x; g (p)). Temos ainda que

podemos ladrilhar E

n


om 
�opias isom�etri
as de P por elementos de �, ou

seja E

n

= [

g2�

g (P) e dadas duas 
�opias g (P) e h (P), temos que ou bem

estas 
oin
idem ou se inter
eptam no m�aximo em seus bordos.

No 
aso em que n = 3, 
ada um destes ladrilhos formam uma estru-

tura semelhante �aquelas em que se organizam as mol�e
ulas de um 
ristal,

formando uma estrutura 
ristalina. Por analogia ao 
aso tri-dimensional,

adotou-se o termo para dimens~oes arbitr�arias.

Pelo visto a
ima, temos um ladrilhamento de E

n

e a a�
~ao de � respeita

a estrutura de ladrilhamentos. Da forma 
omo estamos 
onsiderando os

ladrilhos, lisos e sem qualquer ornamento, a asso
ia�
~ao entre grupos 
rista-

logr�a�
os e ladrilhamentos n~ao �e biun

�

ivo
a, pois a grupos distintos podem

estar asso
iados ladrilhamentos semelhantes. Ao grupo 
ristalogr�a�
o �

gerado pelos elementos (Id; (1; 0)) e (Id; (0; 1)), um grupo isomorfo a Z

2

,

asso
iamos a 
�elula fundamental 
entrada em o,

�

(x; y) 2 E

2

j jxj ; jyj � 1=2

	

.

�

E f�a
il 
onstatar que a mesma 
�elula fundamental est�a asso
iada ao grupo �

0

,

gerado pelos elementos

��

�1 0

0 1

�

; (0; 1)

�

e

��

1 0

0 �1

�

; (1; 0)

�

. Ob-

servemos que, apesar destes grupos determinarem o mesmo ladrilhamento,

eles n~ao s~ao isomorfos, pois o primeiro �e abeliano e o segundo n~ao o �e,

bastando veri�
ar que os dois geradores n~ao 
omutam. Esta ambiguidade

na asso
i�
~ao de ladrilhos pode ser resolvida se adi
ionarmos ornamentos

aos ladrilhos. A �gura abaixo ilustra de modo 
laro 
omo a disposi�
~ao dos

ladrilhos ornamentados distingue os grupos � e �

0

de modo que, ao 
onsid-

erarmos ladrilhos ornamentados, podemos de�nir um grupo 
ristalogr�a�
o


omo o grupo de simetrias do ladrilhamento e obter, para grupos n~ao iso-

morfos, ladrilhamentos ornamentados essen
ialmente distintos.

Apriori, a asso
ia�
~ao entre grupos 
ristalogr�a�
os e 
�elulas fundamentais

tamb�em n~ao est�a uni
amente de�nida no sentido 
ontr�ario. Consideremos

por exemplo os grupos 
ristalogr�a�
os � = fIdg � Z

2

e �

0

= fIdg � (kZ)

2

.

Estes grupos s~ao n~ao apenas isomorfos, mas 
onjugados pelo elemento g =

��

k 0

0 k

�

; (0; 0)

�

perten
ente ao grupo das transforma�
~oes a�ns Af (n) =
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GL (n)� R

n

, ou seja, � = g

�1

�

0

g. Suas 
�elulas fundamentais 
entradas em

o s~ao respe
tivamente

�

(x; y) 2 E

2

j jxj ; jyj � 1=2

	

e

�

(x; y) 2 E

2

j jxj ; jyj � jkj =2

	

.

Apesar de n~ao serem iguais, estas 
�elulas fundamentais n~ao s~ao essen
ial-

mente distintas, pois s~ao imagens homot�eti
as uma da outra. Assim, assum-

imos a seguinte de�ni�
~ao:

De�ni�
~ao 1.0.2 Dois grupos 
ristalogr�a�
os � e �

0

s~ao equivalentes se

forem 
onjugados no grupo a�m Af (n) = GL (n) . R

n

, ou seja, se exis-

tir transforma�
~ao a�m tal que �

0

= g

�1

�g. Dois grupos 
ristalogr�a�
os s~ao

ditos essen
ialmente distintos se n~ao forem equivalentes.

Podemos en�m apresentar o problema proposto por Hilbert. Para isto,

nada melhor do que 
itar suas palavras:

"No espa�
o eu
lidiano n-dimensional, existe apenas um n�umero

�nito de grupos de movimentos (r

�

igidos) essen
ialmente distin-

tos?"

Na pr�oxima se�
~ao vamos expor os prin
ipais resultados 
onhe
idos em

1900 sobre o este problema proposto por Hilbert. Na se�
~ao subsequente,

vamos apresentar os prin
ipais desenvolvimentos posteriores.

Antes disto, a
hamos interessante fazer uma observa�
~ao sobre a rela�
~ao

entre grupos 
ristalogr�a�
os e a 
lassi�
a�
~ao de variedades 
ompa
tas planas

(detalhes podem ser en
ontrados em [34, 
aptulo 3℄). Se � for um grupo


ristalogr�a�
o que age em E

n

sem pontos �xos, ent~ao, a proje�
~ao � : E

n

!

E

n

=� �e uma apli
a�
~ao de re
obrimento. Isto nos permite dotar o espa�
o

quo
iente de uma m�etri
a riemanniana que o torna lo
almente isom�etri
o

ao espa�
o eu
lidiano E

n

. Obviamente, a variedade E

n

=� �e 
ompa
ta, pois

� �e 
ristalogr�a�
o. Variedades 
om esta propriedade s~ao 
hamadas de var-

iedades planas. Uma das formas de entender o adjetivo "plano" �e notar que,

dados 3 pontos su�
ientemente pr�oximos, estes determinam um triângulo

eu
lidiano, ou seja, um triângulo 
uja soma dos ângulos �e �.

Esta asso
ia�
~ao entre grupos 
ristalogr�a�
os e variedades 
ompa
tas

planas pode ser revertida: Dada variedade plana 
ompa
ta n-dimensional

M

n

, temos que seu grupo fundamental � = �

1

(M), agindo 
omo trans-

forma�
~oes no espa�
o de re
obrimento, �e um subgrupo dis
reto de Is

n

, 
om

Is

n

=� 
ompa
to. Mais ainda, a asso
i�
~ao entre variedades 
ompa
tas planas

e grupos 
ristalogr�a�
os sem pontos �xos �e biun

�

ivo
a, no sentido de termos

dois grupos � e �

0

essen
ialmente equivalentes se e somente se os quo
ientes
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E

n

=� e E

n

=�

0

forem variedades (globalmente) isom�etri
as, a menos de um

re-es
alonamento da m�etri
a, ou seja, ao menos de multipli
armos a fun�
~ao

distân
ia por uma 
onstante.

1.1 Grupos Cristalogr�a�
os Antes de 1900

Em 1900, o 
onhe
imento sobre grupos 
ristalogr�a�
os restringia-se aos 
aso

de dimens~ao 2 e 3. Apesar de restrito na dimens~ao, estes 
asos eram 
on-

he
idos em profundidade.

O 
aso bi-dimensional j�a havia sido explorado por artistas que n~ao tin-

ham qualquer preo
upa�
~ao matem�ati
a inten
ional. Este apare
e na forma

de padr~oes regulares em tape�
arias, ladrilhos de parede, de pisos. J�a no

Egito antigo apare
iam diversos destes padr~oes, e no 
astelo mouris
o de

Alhambra, em Granada, apare
em 17 tipos distintos de ladrilhos. N~ao de-

vemos e "di�
ilmente podemos sub-estimar a profundidade da imagina�
~ao e


riatividade geom�etri
a re
etidas nestes padr~oes", de a
ordo 
om as palavras

de Weyl ([33℄). Para termos uma id�eia da engenhosidade matem�ati
a im-

pli
itamente envolvida na arte de ornamentos regulares, basta dizermos que

a estes 17 padr~oes que apare
em na Alhambra 
orrespondem todos os grupos


ristalogr�a�
os do plano eu
lidiano.

A primeira demonstra�
~ao da 
lassi�
a�
~ao dos 17 grupos 
ristalogr�a�
os

bi-dimensionais foi feita em 1890 pelo matem�ati
o russo E. S. Fedorov. Pos-

teriormente esta foi redes
oberta por diversos outros matem�ati
os, entre os

quais Fri
ke e Klein (1897), P�olya (1924) e Niggli (1924). O pr�oprio Hilbert

retomou o tema, 
om um tratamento bastante elementar, no famoso livro

de divulga�
~ao que es
reveu 
om Cohn-Vossen ([20℄). Esta demonstra�
~ao

baseia-se no estudo de três 
asos distintos, a saber:

1. Existe um ponto �xo pelo grupo.

2. N~ao existe um ponto �xo, mas existe uma reta invariante pela a�
~ao do

grupo.

3. N~ao existe nem ponto nem reta do plano invariante pelo grupo.

Uma esbo�
o 
on
iso desta demonstra�
~ao pode ser en
ontrada em diversos

textos a
ess

�

iveis ([20℄, [1℄). Na �gura abaixo pode-se en
ontrar os ladrilhos

ornamentados 
orrespondentes aos 17 grupos.

J�a o estudo do 
aso tri-dimensional �e bem mais 
ompli
ado e �e inevit�avel

usar instrumentos da teoria abstrata de grupos. No entanto, existe apenas

um n�umero �nito de grupos 
ristalogr�a�
os de dimens~ao 3. Dado grupo


ristalogr�a�
o �, podemos 
onsiderar dois subgrupos distinguidos, que de
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erto modo determinam quais s~ao os elementos de ordem �nita e os elementos

de ordem in�nita de �:

1. Es
olhemos um subgrupo abeliano livre maximal �

T

, um grupo de

transla�
~oes maximal. Este grupo deve ser gerado por 3 vetores linear-

mente independentes.

2. Es
olhemos um ponto x 2 E

3

�xo por algum elemento de � distinto

da identidade, e que seja bari
entro de uma 
�elula fundamental. Con-

sideramos o subgrupo de tor�
~ao determinado por x, o estabilizador

�

0

= fg 2 �jg (x) = xg, um subgrupo �nito maximal n~ao vazio (Se �

n~ao possuir elementos de ordem �nita, obtemos �

0

= fIdg).

O primeiro passo para o estudo dos grupos 
ristalogr�a�
os de dimens~ao

3 �e o estudo de todos os poss

�

iveis subgrupos que possam ser a parte de

transla�
~oes e a parte de tor�
~ao de um grupo 
ristalogr�a�
o �.

Come
emos 
om os grupos de transla�
~oes. Tal grupo deve ser um grupo

dis
reto de R

3

, gerados por 3 vetores linearmente independentes. Se 
on-

siderarmos um reti
ulado gerado por vetores u; v e w, temos 6 grandezas

a 
onisderar: as normas dos vetores, juj ; jvj e jwj e os ângulos entres estes

vetores, ℄ (u; v) ;℄ (v; w) e ℄ (w; u). Existem sete 
lasses de reti
ulados n~ao

equivalentes (n~ao 
onjugados por elementos de GL (n)�R

n

) que podem ser


lassi�
ados de a
ordo 
om os ângulos e 
om a raz~ao dupla juj : jvj : jwj.

A partir destes reti
ulados, 
onsiderando-se reti
ulados gerados por ele-

mentos da forma fu; v; (v + w) =2g ; fu; v; (v + w) =2g ; f(u+ w) =2; v; wg ;

fu; (v + w) =2; wg ; f(u+ v + w) =2; v; wg e f(u+ w) =2; (v + u) =2; (w + v) =2g,

obt�em-se um total de 14 reti
ulados de tipo distinto. Estes reti
ulados est~ao

ilustrados na �gura abaixo, podendo ser estentidos a todo o plano apenas

por su
essivas transla�
~oes determinadas pelos pontos dos reti
ulados.

Estes 14 reti
ulados foram determinados, pela primeira vez, pelo 
ristal�ografo

A. Bravais ([5℄) em 1850.

Se passarmos a parte de tor�
~ao, estamos na realidade tratando de 
on-

he
er os subgrupos dis
retos de O (n) que apare
em 
omo parte de tor�
~ao de

um grupo 
ristalogr�a�
o. Estes grupos podem ser determinados 
onsiderando-

se que toda isometria linear de E

3

possui um subespa�
o unidimensional

invariante e, por ser isometria, o 
omplemento ortogonal deste subespa�
o

tamb�em ser�a. Estes grupos foram 
lassi�
ados em 1830 pelo mineralogista

C. Hessel ([18℄): s~ao ao todo 32 grupos, distintos a menos de 
onjuga�
~ao

em O (3). Destes, 11 
ont�em apenas transforma�
~oes pr�oprias (distintas de

re
exôes), enquanto os outros 21 
ont�em re
ex~oes.

Cada um destas 
lasses de 
onjuga�
~ao representa o que 
hamamos de


lasse de 
ristal. As 
lasses de 
ristais determinam uma rela�
~ao de equivalên
ia,

9



obviamente mais fra
a que a introduzida em 1.0.2, ou seja, existem grupos

perten
entes a mesma 
lasse de 
ristal que n~ao s~ao equivalentes. Em out-

ras palavras, 
ada uma destas 32 
lasses de 
ristal 
ont�em diversos grupos


ristalogr�a�
os essen
ialmente distintos. Hilbert retomou este teme no livro

que es
reveu 
om Cohn-Vossen, onde apresentou as 11 primeiras 
lasses [20,

seo 13℄. Todas as 32 
lasses de 
ristal s~ao en
ontradas por exemplo, em [12℄.

O estudo destas 
lasses, 
ombinado 
om os 14 reti
ulados de Bravais, foi

o ponto de partida para a 
lassi�
a�
~ao dos grupos 
ristalogr�a�
os, levada

a 
abo por C. Jordan ([22℄), que em 1869 
lassi�
ou os grupos 
ontendo

apenas elementos que preservam a orienta�
~ao e por E. S. Fedorov ([14℄) que,

em 1889 
lassi�
ou todos os grupos 
ristalogr�a�
os: 230 no total. Dentre

estes, 165 
ont�em re
ex~oes e 65 apenas transforma�
~oes pr�oprias. Os detal-

hes da demonstra�
~ao podem ser en
ontrados no artigo fundamental de E.S.

Fedorov ([14℄), ou nos trabalhos de Bu
khardt ([9℄) e Wy
ko� ([35℄).

1.2 Desenvolvimentos Posteriores a 1900

A pergunta feita por Hilbert sobre grupos 
ristalogr�a�
os foi respondida

de forma positiva, ou seja, em um espa�
o eu
lidiano n-dimensional existe

apenas um n�umero �nito de grupos 
ristalogr�a�
os essen
ialmente distintos.

A resposta foi dada pelo matem�ati
o Ludwig Bieberba
h

1

, em uma s�erie

de dois artigos publi
ados em 1911 e 1912 ([3℄ e [4℄).

O primeiro passo foi demonstrar que, de fato, um grupo 
ristalogr�a�
o

� de dimens~ao n deve 
onter n transla�
~oes determinadas por n vetores lin-

earmente independentes.

Se 
onsiderarmos o subgrupo das transla�
~oes � = � \ fIdg � R

n

, temos

que este �e um subgrupo abeliano �nitamente gerado. A a�rma�
~ao a
ima

quer dizer apenas que � possui um 
onjunto de geradores linearmente inde-

pendentes que formam uma base de E

n

, visto 
omo espa�
o vetorial. Al�em

disto, este �e um subgrupo abeliano livre maximal de

�

indi
e �nito e normal

em �. Dito de outra forma, existe sequên
ia exata 
urta

1 �! Z

n

i

�! � �! � �! 1


om � = �=i (Z

n

) grupo �nito.

Ainda mais, ao 
onsiderarmos a a�
~ao de � em Z

n

por automor�smos

internos, obtemos uma representa�
~ao �el de � em GL (n;Z). Dito em outras

palavras, se 
onsiderarmos um 
onjunto minimal de geradores de �, obtemos

uma base de E

n

e relativa a qualquer uma destas bases, as 
omponentes em

1

Notas biogr�a�
as, n~ao elogiosas sobre as posturas pol

�

iti
as de Bieberba
h, podem ser

en
ontradas em [25℄.
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O (n) de � est�a 
ontida em GL (n;Z), ou seja, a matriz de um elemento de

� \O (n) possui todas as entradas inteiras.

Baseado em um resultado de Camile Jordan (que tentara 
lassi�
ar os

grupos 
ristalogr�a�
os, [22℄), o qual a�rma que, dado n > 0 existe inteiro

positivo � (n) tal que todo grupo �nito � � O (n) possui subgrupo abeliano

normal de

�

indi
e menor que � (n), Bieberba
h pode responder a quest~ao

feita por Hilbert, pou
o mais de uma d�e
ada antes:

Teorema 1.2.1 Dado inteiro n > 0, existe um n�umero �nito de grupos


ristalogr�a�
os essen
ialmente distindo de dimens~ao n. Mais ainda, dois

grupos 
ristalogr�a�
os s~ao isomorfos se forem 
onjugados por um elemento

de Af(n).

Demonstrado este resultado, abre-se o desa�o de tentar en
ontrar limi-

tantes �otimos para a quantidade de grupos 
ristalogr�a�
os em uma dimens~ao

dada e o desa�o maior, tentar 
lassi�
�a-los. O grande avan�
o nesta dire�
~ao

foi obtido por Brown, Neub�user e Zassenhaus ([6℄, [7℄ e [8℄). Considerando

que, dada uma base do grupo de transla�
~oes, as matrizes da parte �nita

de um grupo 
ristalogr�a�
o tem todos os 
oe�
ientes inteiros, os autores

trataram de 
onstruir um algoritmo para determinar (a menos de 
on-

juga�
~ao), todos os subgrupos �nitos de GL (n;Z). Usando este algor

�

itmo e

uma s�erie de resultados v�alidos para dimens~ao n arbitr�aria, eles 
onseguiram

um feito not�avel, determinar todos os grupos 
ristalogr�a�
os de E

4

: s~ao ao

todo 4783, um n�umero que expressa a dimens~ao do feito, mas tamb�em de-

sestimula a tentativa de se 
lassi�
ar os grupos de dimens~ao maior ou igual

a 5.

2 Empa
otamento de Esferas

Uma das perguntas formuladas por Hilbert dentro do 18o problema refere-se

a bus
a de solu�
~ao �otima para o problema de empa
otamento de esferas. Este

era, e ainda �e, um dos mais famosos problemas em aberto da matem�ati
a.

De modo sint�eti
o podemos dizer que se bus
a o modo mais denso de se em-

pa
otar esferas de mesmo raio no espa�
o eu
lidiano n-dimensional. Fixamos

R > 0 e imaginamos uma fam

�

ilia enumer�avel F = fB

k

g

k2N

de bolas abertas

disjuntas, todas de mesmo raio R, distribuidas em E

n

. Tal arranjo de bolas

�e o que 
hamamos de empa
otamento de esferas

2

. Como de�nir a densidade

2

Na realidade, 
omo estamos tratando do volume n-dimensional das bolas e n~ao da

superf

�

i
ie de seu bordo esf�eri
o, seria mais adequado utilizarmos o termo empa
otamento

de bolas, ou at�e mesmo empa
otamento de "laranjas". Mantemos no entanto o termo

"esferas", pois este j�a est�a 
onsagrado na literatura. Tamb�em sobre o termo "empa
ota-

mento" existem divergên
ias, sendo adotado, em fran
ês, o termo "empilhamento".
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de tal empa
otamento? Consideramos em E

n

uma bola B

r

= B

r

(x

0

) de


entro x

0

e raio r > 0. Temos ent~ao três de�ni�
~oes razo�aveis de densidade

do empa
otamento F relativo a B = B

r

(x

0

), expressas pela raz~ao entre o

volume de uma bola de raio r e respe
tivamente pelo volume das bolas que

est~ao inteiramente 
ontidas em B, pelo volume das bolas e peda�
os de bolas


ontidos em B e pelo volume total das bolas que ao menos inter
eptam B:

d

int

(F ; x

0

; r) =

1

V ol (B

r

)

X

S2F

S�B

r

V ol (S)

= densidade interna de F relativa a B

r

d

ext

(F ; x

0

; r) =

1

V ol (B

r

)

X

S2F

S\B

r

6=;

V ol (S)

= densidade externa de F relativa a B

r

d

med

(F ; x

0

; r) =

1

V ol (B

r

)

X

S2F

V ol (S \G)

= densidade m�edia de F relativa a B

r

.

A priori sabemos apenas que

d

int

(F ; x

0

; r) � d

med

(F ; x

0

; r) � d

ext

(F ; x

0

; r)

e que

d

med

(F ; x

0

; r) � 1.

Observemos ainda que estas densidades medem, de algum modo, quantas

bolas de raio R 
onseguimos 
olo
ar dentro de uma esfera dada, e temos que

estas densidades dependem do 
entro e do raio da bola B

r

. No entanto, se

quisermos 
onsiderar a densidade em todo o espa�
o E

n

, devemos 
onsiderar

bolas B

r

(x

0

) 
om raio arbitrariamente grande, ou seja, tomamos os limites

das densidades, obtendo

d

�

(F ; x

0

) = lim inf

r!1

d

int

(F ; x

0

; r)

= dens. inf. relativa x

0

d

+

(F ; x

0

) = lim sup

�!1

d

ext

(F ; x

0

; r)

= dens. sup. relativa x

0
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A posteriori, �e poss

�

ivel mostrar que estas densidades na realidade inde-

pendem da es
olha do ponto base x

0

, de modo que as denotamos apenas

por d

�

(F) e d

+

(F), respe
tivamente. Em situa�
~oes bastante razo�aveis,

temos que as densidades superiores e inferiores de um empa
otamento 
o-

in
idem e 
hamamos de densidade do empa
otamento F ao valor 
omum

d (F) = d

�

(F) = d

+

(F).

�

E a este sentido de densidade que Hilbert se

refere ao perguntar:

" Qual �e o modo mais denso em que podemos arranjar no

espa�
o um n�umero in�nito de s�olidos de um mesmo formato,

por exemplo esferas de mesmo raio ou tetradedros regulares de

arestas dadas (ou 
om alguma posi�
~ao pres
rita), isto �e, 
omo �e

poss

�

ivel arranj�al-os de modo que a raz~ao entre o espa�
o preen
hido

e o espa�
o n~ao preen
hido seja t~ao grande quanto poss

�

ivel?"

Estamos na realidade bus
ando uma 
onstante d (n) e um arranjo F

0

(n)

de esferas em E

n

tais que d (n) = d (F

0

(n)) � d (F), para todo empa
ota-

mento F em E

n

. Em sua generalidade, o problema era e ainda �e extrema-

mente dif

�

i
il. Assim, para possibilitar alguma abordagem razo�avel, �e 
omum


onsiderar-se restri�
~oes do problema. A prin
ipal delas �e limitar o universo

dos arranjos de esferas a reti
ulados (1), ou seja, exigimos que os 
entros

das esferas sejam exatamente os pontos de um subgrupo aditivo

� = f�

1

v

1

+ :::+ �

n

v

n

j�

1

; :::; �

n

2 Zg ,

onde fv

1

; :::; v

n

g �e base de E

n

. Denotamos por F

�

tal arranjo. Com esta

restri�
~ao, a de�ni�
~ao de densidade torna-se bem mais simples.

Come�
amos 
onstruindo uma 
�elula fundamental (1) P

o

(�) 
entrada no

ponto base o 2 � (
�elula que, neste 
ontexto, �e 
onhe
ida 
omo dom

�

inio

de Voronoi do reti
ulado). Esta 
�elula �e um politopo 
onvexo, 
om volume

vol (P

o

(�)) = vol (P (�)), onde omitimos o ponto pois este volume depende

ex
lusivamente do grupo �

3

. Consideramos ent~ao a distân
ia m

�

inima do

reti
ulado, a norma do menor vetor perten
ente ao reti
ulado:

2R = min

�

1

;:::;�

n

2Z

fj�

1

v

1

+ :::+ �

n

v

n

jg (1)

�

E imediato reparar que, se em 
ada ponto �

1

v

1

+ ::: + �

n

v

n

do reti
ulado


entrarmos uma bola de raio R, teremos uma fam

�

ilia de bolas disjuntas,

3

Este �e um fato gen�eri
o sobre dom

�

inios fundamentais de grupos de isometrias. Uma

demonstra�
~ao que pode fa
ilmente ser generalizada en
ontra-se por exemplo em [2, 
aptulo

9.1℄.
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se inter
eptando no m�aximo em seus bordos, ou seja, um empa
otamento

de esferas. Mais ainda, 
omo um reti
ulado �e um 
onjunto dis
reto, existe

um ponto v = �

1

v

1

+ ::: + �

n

v

n

2 � tal que 2R = jvj. Assim, dado

" > 0, se 
entrarmos nos pontos do reti
ulado bolas de raio R+ ", teremos

as bolas B

R+"

(o) e B

R+"

(v) se inter
eptando em seus interiores. Assim,

dentre todos os empa
otamentos 
entrados nos pontos de �, aquele feito


om bolas de raio R �e �otimo, e �e sempre este raio, determinado pela metade

da distân
ia m

�

inima, que assumimos impli
itamente 
omo o raio das bolas

de um empa
otamento reti
ulado.

Observemos ainda que, nem sempre o vetor de norma m

�

inima �e um dos

geradores es
olhidos do grupo. Basta, por exemplo, 
onsiderarmos em E

2

o

reti
ulado gerado pelos vetores v

k

= (k; 1=k) e w

k

= (�k; 1=k) e obtemos

que

jv

k

+ w

k

j =

2

k

< k < jv

k

j ; jw

k

j .

Voltando ao ponto que paramos, para um empa
otamento de esferas 
en-

tradas em pontos de um reti
ulado, podemos 
onsiderar uma densidade lo-


al , dada pela raz~ao entre o volume de uma bola de raio R e o volume de

um dom

�

inio de Voronoi do reti
ulado. Note que, 
omo todos os dom

�

inios de

Voronoi tem o mesmo volume, a raz~ao vol (B

R

(o)) =vol (P

o

(�)) independe

do ponto base es
olhido. Mais ainda, no 
aso de reti
ulados, temos que os

limites das densidades relativas existem e s~ao iguais a esta raz~ao, ou seja,

d (F

�

) =

vol (B

R

(o))

vol (P

o

(�))

=

volumeda esfera ins
rita em P

o

(�)

volumede P

o

(�)

.

No 
aso de bus
armos empa
otamentos �otimos dentre os arranjos reti
ula-

dos, obtemos em 
ada dimens~ao n um limitante superior d

L

(n), o supremo

das densidades de empa
otamentos reti
ulados. Obviamente, d

L

(n) � d (n).

Denotaremos d (F

�

) = d (�) para enfatizar que o arranjo �e determinado pelo

reti
ulado (bastando tomar o raio das bolas 
omo R de�nido em 1).

Este restri�
~ao a arranjos reti
ulados �e su�
iente para 
ome�
armos a ap-

resentar alguns resultados sobre o assunto, 
ome�
ando 
om aqueles j�a 
on-

he
idos em 1900 por Hilbert

2.1 Empa
otamentos de Esferas Antes de 1900

J�a no s�e
ulo XIX, era bem 
onhe
ida a rela�
~ao entre reti
ulados, formas

quadr�ati
as e densidade de empa
otamentos. De fato, dado reti
ulado �
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gerado por uma base de vetores fv

1

; v

2

; :::; v

n

g, 
onsideramos as 
oordenadas

v

1

= (v

11

; v

12

; :::; v

1m

)

v

2

= (v

21

; v

22

; :::; v

2n

)

� � �

v

n

= (v

n1

; v

n2

; :::; v

nn

)

destes vetores, obtendo a matriz n� n

M =

0

B

B

�

v

11

v

12

� � � v

1n

v

21

v

22

� � � v

2n

� � � � � � � � � � � �

v

n1

v

n2

� � � v

nn

1

C

C

A

.

Podemos ent~ao 
araterizar � 
omo o 
onjunto de vetores

x = �M; � = (�

1

; :::; �

n

) 2 Z

n

Considerando um elemento x = �M do reti
ulado, sua norma �e dada por

kxk

2

= (�M) (�M)

T

= �

�

MM

T

�

�

T

.

A matriz A =MM

T

determina uma forma quadr�ati
a em E

n

, bastando

asso
iarmos a um vetor v sua norma kvk

2

= vAv

T

. Duas formas quadr�ati
as

A;B s~ao equivalentes se existe 
 > 0 tal que

�A�

T

= 
�B�

T

;8� 2 E

n

ou seja, se determinam, a menos de re-es
alonamento, a mesma norma em

E

n

. Esta �e uma rela�
~ao de equivalên
ia entre formas quadr�ati
as e denota-

mos por A � B a equivalên
ia entre as formas A e B.

Se 
onsiderarmos um reti
ulado � = f�

1

v

1

+ :::+ �

n

v

n

j�

1

; :::; �

n

2 Zg,

temos que, para toda matriz ortogonal U 2 O (n), o reti
ulado

U (�) = f�

1

U (v

1

) + :::+ �

n

U (v

n

) j�

1

; :::; �

n

2 Zg

�e equivalente a � no sentido de os empa
otamentos de esferas asso
iados

a � e U (�) terem a mesma densidade. De fato, se F = fB

i

g

i2N

�e uma

fam

�

ilia de esferas de raio R 
entradas nos pontos de �, U (F) = fU (B

i

)g

i2N

�e arranjo de mesmo raio 
entrado em elementos de U (�). Mais ainda, se

P

o

(�) for dom

�

inio de Voronoi de �, ent~ao U (P

o

(�)) �e dom

�

inio de Voronoi

15



P

o

(U (�)). Como U age em E

n


omo isometria, temos que vol (P

o

(�)) =

vol (P

o

(U (�))), donde segue que d (�) = d (U (�)).

Algo semelhante o
orre se substituirmos � pelo reti
ulado


� = f
 (�

1

v

1

+ :::+ �

n

v

n

) j�

1

; :::; �

n

2 Zg ,

onde 
 �e um real n~ao nulo. De fato, estamos na verdade realizando uma

homotetia de 
entro o e raz~ao 
. Esta homotetia leva o dom

�

inio de Voronoi

P

o

(�) no dom

�

inio de Voronoi

P

o

(
�) = 
P

o

(�) = f
vjv 2 P

o

(�)g .

Estes dom

�

inios n~ao tem o mesmo volume, mas 
omo s~ao homot�eti
os, temos

que vol (P

o

(
�)) = 


n

vol (P

o

(�)). O mesmo o
orre 
om a distân
ia m

�

inima:

se R for a distân
ia m

�

inima de �, a de 
� ser�a 
R. Assim, o volume da bola

ins
rita em P

o

(�) �e 


n

vezes o volume da ins
rita em P

o

(
�). Temos ent~ao

que, tamb�em neste 
aso, d (�) = d (
�).

�

E por este motivo que dizemos que dois reti
ulados � e 
, ao menos sob

o ponto de vista de empa
otamento de esferas e da fun�
~ao densidade, s~ao

equivalentes se existe 
 > 0 e U 2 O (n;R) tais que

� = 
U (
) .

Novamente, temos uma rela�
~ao de equivalên
ia e �e fa
il mostrar (basta lem-

brar que U 2 O (n) se e somente se UU

T

= Id) que, se A e B s~ao formas

quadr�ati
as asso
iadas respe
tivamente a reti
ulados � e 
, ent~ao

A � B , � � 
.

E, 
onforme a
abamos de ver, � � 
) d (�) = d (
).

Foi utilizando esta rela�
~ao entre empa
otamentos, reti
ulados e formas

quadr�ati
as que, j�a no s�e
ulo XIX, 
hegou-se aos primeiros resultados sobre

a quest~ao depois proposta por Hilbert. Na �epo
a da realiza�
~ao do famoso

Congresso Interna
ional de Matem�ati
a, j�a haviam sido 
omputados diver-

sos arranjos e�
ientes asso
iados a reti
ulados e, para dimens~ao 2 � n � 5,

sabia-se que estes empa
otamentos eram �otimos dentre os arranjos reti
ula-

dos ([24℄), ou seja, arranjos F em que as bolas est~ao 
entradas nos pontos de

algum reti
ulado (o 
aso n = 1 �e trivial, as bolas s~ao intervalos e re
obrimos

a reta 
om densidade 1). A tabela abaixo mostra estes arranjos:

n � d (�) = d

L

(n)

2 A

2

�=2

p

3 � 0; 9069 Lagrange 1773

3 A

3

�=3

p

2 � 0; 7404 Gauss 1831

4 D

4

�

2

=16 � 0; 6168 Korkine-Zolotare� 1872

5 D

5

�

2

=15

p

2 � 0; 4652 Korkine-Zolotare� 1877
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Para es
lare
er esta tabela, vamos des
rever os reti
ulados exibindo um


onjunto de geradores. Se 
onsiderarmos fe

1

; e

2

; :::; e

n

g base ortonormal de

E

n

, teremos os seguintes 
onjuntos de geradores para os reti
ulados:

� Geradores

A

2

e

1

;�

1

2

�

e

1

+

p

3e

2

�

A

3

e

1

; e

2

;�

1

2

�

e

1

+ e

2

+

p

2e

3

�

D

4

e

1

; e

2

;�

1

2

�

e

1

+ e

2

+

p

2e

3

�

;

1

p

2

(e

3

+ e

4

)

D

5

e

1

; e

2

;�

1

2

�

e

1

+ e

2

+

p

2e

3

�

;

1

p

2

(e

3

+ e

4

) ;�

1

2

p

2

(2e

1

� 2e

3

� e

4

+ e

5

)

Todos os vetores geradores s~ao unit�arios. O reti
ulado A

2

�e gerado por dois

vetores unit�arios, formando um ângulo de 2�=3. Os dom

�

inios de Voronoi

deste reti
ulado s~ao hex�agonos regulares. Para gerar o reti
ulado A

3

, 
on-

sideramos dois vetores unit�arios ortogonais entre si, v

1

e v

2

e es
olhemos

um ter
eiro vetor unit�ario v

3

, formando um ângulo de 2�=3 
om ambos v

1

e v

2

. Construimos D

4

a partir de A

3

, 
onsiderando os vetores v

1

; v

2

e v

3

determinados anteriormente e tomando v

4


omo um vetor unit�ario ortagonal

a v

1

e v

2

e formando ângulo de 2�=3 
om v

3

. Similarmente, 
onsideramos

os geradores v

1

; v

2

; v

3

e v

4

determinados anteriormente e adi
ionamos um

vetor unit�ario v

5

ortogonal a v

2

; v

3

e v

4

e formando um ângulo de 2�=3 
om

v

1

4

.

Dada a di�
uldade em resolver o problema, em determinar d

n

, tratou-se,

por um lado em bus
ar limitantes superiores para d (n) e d

L

(n), sem se poder

determinar se estes s~ao ou n~ao �otimos e, por outro lado, limitantes inferiores

para d

n

e d

L

(n), sempre que poss

�

ivel atrav�es de exemplos. Um exemplo

elementar de limitante �e dado pela fam

�

ilia de reti
ulados �

n

, gerados pela

base ortogonal e

1

= (
; 0; :::; 0) ; :::; e

n

= (0; :::; 0; 
). O dom

�

inio de Voronoi

P

o

(�

n

) �e o 
ubo

f(x

1

; :::x

n

) 2 E

n

j jx

i

j � 
=2; i = 1; :::; ng .

Este �e um 
ubo de lado 
, 
uja bola ins
rita �e a bola 
entrada em o e de

raio 
=2. Assim, temos que o volume do dom

�

inio de Voronoi �e 


n

, enquanto

o da bola ins
rita �e dado por 


n

D

n

(D

n

uma 
onstante).

Este por exemplo �e o 
aso do limitante en
ontrado por Minkovski ([26℄)

em 1893 e demonstrado em 1905: d

L

(n) � � (n) =2

n�1

, onde � (n) =

P

1

k=1

k

�n

�e a fun�
~ao zeta de Riemman.

4

Todos estes reti
ulados, assim 
omo os 
onhe
idos em dimens~oes maiores, est~ao as-

so
iados a grupos de Coxeter-Weyl, grupos dis
retos �nitos gerados por re
ex~oes. Para

determinar as re
ex~oes geradoras dos grupos, basta 
onsiderarmos os hiperplanos ortog-

onais aos geradores do reti
ulado. Estes grupos est~ao 
lassi�
ados e os grupos de Weyl

s~ao usados na 
lassi�
a�
~ao das �algebras de Lie semi-simples. Citamos 
omo referên
ia os

textos [21℄ para os grupos de Coxeter e [30℄ para os grupos de Weyl.
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2.2 Empa
otamentos de Esferas ap�os 1900

Os textos que tratam de empa
otamento de esferas 
ostumam adjetivar de

modo perempt�orio a situa�
~ao em que se en
ontra o problema. Milnor ([26℄)

por exemplo, 
hama a situa�
~ao de es
andalosa e n~ao temos 
omo evitar dar-

lhe raz~ao. Em sua forma gen�eri
a, sem restri�
~oes a reti
ulados, obteve-se um

�uni
o resultado de�nitivo e inquestion�avel: em 1910, A. Thue ([31℄) demon-

strou que o empa
otamento asso
iado ao reti
ulado A

2

�e �otimo dentre todos

os empa
otamentos poss

�

iveis no plano. Para o 
aso tri-dimensional, apesar

de C. A. Rogers ([29℄) a�rmar em 1958 que "muitos matem�ati
os a
reditam

e todos os f

�

isi
os sabem" que o empa
otamento asso
iado ao reti
ulado D

3

�e �otimo, apenas em 1998, S.P. Ferguson and T.C. Hales apresentaram uma

demonstra�
~ao desta a�rma�
~ao. Mesmo assim, ainda n~ao existe 
onsenso so-

bre sua validade (uma breve dis
uss~ao sobre o status desta demonstra�
~ao

pode ser en
ontrada em [28℄).

Alguns outros avan�
os de�nitivos foram feitos por H. F. Bli
hfeldt que,

entre 1925 e 1935 determinou os empa
otamentos �otimos dentre os asso
i-

ados a reti
ulados at�e dimens~ao 8, permitindo-nos 
ompletar a tabela da

se�
~ao anterior:

n � d (�) = d

L

(n)

6 E

6

�

3

=48 �

p

30; 3729 Bli
hfeldt 1925

7 E

7

�

3

=105 � 0; 2953 Bli
hfeldt 1926

8 E

8

�

4

=r84 � 0; 2536 Bli
hfeldt 1935

Vemos assim que, nos 
em anos trans
orridos desde que o problema

foi louvado por Hilbert, os avan�
os de�nitivos 
ontinuaram sendo es
as-

sos. Assim, tratou-se de ampliar o leque de quest~oes rela
ionadas ao as-

sunto. Come�
ou-se a estudar empa
otamentos em espa�
os n~ao eu
lidianos

(esferas e espa�
os hiperb�oli
os) e tamb�em arranjos de 
orpos 
ongruentes,

n~ao ne
essariamente esf�eri
os (mas geralmente 
om algum tipo de simetria).

Considerou-se tamb�em empa
otamentos de esferas 
om raios vari�aveis mas

limitados (0 < a � R � b) e 
ategorias de arranjos que n~ao s~ao ne
essaria-

mente reti
ulados, 
omo por exemplo o arranjo de um determinado n�umero

de esferas em um dom

�

inio de Voronoi de um grupo 
ristalogr�a�
o que, pos-

teriormente, �e usado para re
obrir-se o espa�
o.

Tratou-se tamb�em de bus
ar resultados que garantam a existên
ia de

empa
otamentos �otimos. O prin
ipal destes foi obtido por H. Groemer ([17℄)

em 1963, onde tratou n~ao apenas de empa
otamentos de esferas, mas de


orpos 
onvexo sim�etri
os em rela�
~ao ao seu bari
entro.

A bus
a por limitantes inferiores obteve alguns resultados signi�
ativos,

mas nenhum deles por m�etodos 
onstrutivos. Bus
ou-se en
ontrar arranjos

18



reti
ulados que realizem o limitante da desigualdade de Minkovski, mas


onseguiu-se apenas familias que, assintoti
amente (
omo fun�
~ao da di-

mens~ao n) se aproximam desta densidade.

Quanto a bus
a de limitantes superiores, esta tem sido bastante intensa.

Diversos limitantes foram determinados, 
ada um menor que o outro. Um

dos mais re
entes, demonstrado por R. Kellerhals em 1988 ([23℄), refere-se a

densidade lo
al que, 
onforme vimos, 
oin
ide 
om o 
on
eito usual de densi-

dade no 
aso de empa
otamentos reti
ulados (este tamb�em �e o 
on
eito que

se extende de modo natural para arranjos em espa�
os hiperb�oli
os). Neste

trabalho, ela determinou um limitante superior universal para densidade

lo
al ld (n) em espa�
os de 
urvatura 
onstante:

ld (n) =

n+ 1

n� 1

�

n

2

n�1

�

n�1

Y

k=2

�

k � 1

k + 1

�

n�k

2

1

v

n

onde v

n

�e o volume de um simplexo ideal hiperb�oli
o

5

.

Finalmente, para en
errar esta se�
~ao, devemos real�
ar que apesar dos

avan�
os nas quest~oes prin
ipais serem relativamente modestos, o estudo de

empa
otamento de esferas �e uma �area de pesquisa extremamente pujante e

produtiva, 
omo pode ser 
onstatado pela quantidade de resultados apresen-

tados por Conway e Sloane ([11℄) em seu tratado sobre o assunto. Talvez o

prin
ipal motivo de interesse na �area, al�em, �e 
laro, de quest~oes envolvendo

um 
erto senso est�eti
o dos matem�ati
os, �e a rela�
~ao

�

intima entre empa
o-

tamentos de esferas e 
�odigos 
orretores de erros, uma teoria fundamental

para a transmiss~ao digital de dados. Mas isto �e uma outra hist�oria...

5

Considere o dis
o unit�ario D

n

dotado de uma m�etri
a hiperb�oli
a de 
urvatura 
on-

stante igual a �1. Seu bordo �e uma esfera unit�aria onde es
olhemos n+1 pontos distintos.

Tra�
amos todas as geod�esi
as do espa�
o hiperb�oli
o que tenham estes pontos 
omo pon-

tos limites e 
onstruimos seu fe
ho 
onvexo, o menor 
onjunto 
onvexo (por geod�esi
as)


ontendo estas geod�esi
as. Obtemos assim um simplexo ideal de dimens~ao n e 
al
ula-se

seu volume (novamente 
om a m�etri
a hiperb�oli
a) v

n

. O resultado independe da es
olha

ini
ial dos pontos.

19



Referen
es

[1℄ Aleksandrov, A.D., Kolmogorov, A.N. e Lavrent'ev, M.A. - Mathemat-

i
s, Its Content, Methods and Meaning 3, The M.I.T. Press, 1965.

[2℄ Beardon, A.F. - The Geometry of Dis
rete Groups, Springer-Verlag,

1982.

[3℄ Bieberba
h, L. - Uber die Bewegungsgruppen der Euklidis
hen Raume

I, Mathematis
he Annalen 70 (1911), pp. 297-336.

[4℄ Bieberba
h, L. - Uber die Bewegungsgruppen der Euklidis
hen Raume

II, Mathematis
he Annalen 72 (1912), pp. 400-412.

[5℄ Bravais, A. - M�emoire sur les syst�emes des point distribui�ees

r�eguli�erment sur un plan ou dans l�espa
e, Journal E
ole Polyte
hnique

19, 1-128.

[6℄ Brown, H., Neub�user, J. e Zassenhaus, H. - On integral groups. I. The

redu
ible 
ase, Numer. Math. 19 (1972), 386{399.

[7℄ Brown, H., Neub�user, J. e Zassenhaus, H. - On integral groups. III.

Normalizers, Math. Comp. 27 (1973), 167{182.

[8℄ Brown, H., Neub�user, J. e Zassenhaus, H. - On integral groups. II. The

irredu
ible 
ase, Numer. Math. 20 (1972/73), 22{31.

[9℄ Bur
khardt, J.J. - Die Symmetrie der Kristalle, Birkh�auser Verlag,

Basel-Boston, MA, 196 pp., 1988.

[10℄ Cosgrove - The Groups of Wrath, Math. Intel. 9 (3), 1987, 29-32.

[11℄ Conway, J.H. e Sloane, N.J.A. - Sphere Pa
kings, Latti
es and Groups,

Springer-Verlag, 1988.

[12℄ Coxeter, H.S.M. e Moser, W.O.J. -Generators and Relators for Dis
rete

Groups, Springer-Verlag, Berlin, 1957.

[13℄ Farkas, D.R. - Crystallographi
 Groups, Ro
ky Mountain J. of Math.

11 (4), 1981, 511-551.

[14℄ Fedorov, E.S. - Symmetry of Crystals, Amer. Crystallographi
 Asso
.,

New york, 1971; tradu�
~ao do original russo Symmetry of regular systems

of �gures, Colle
ted Works, Akad. Nauk SSSR, Mos
ow, 1949.

[15℄ Fejes T�oth, L. - Regular Figures, Pergamon Press, 1964.

20



[16℄ Fejes T�oth, G. e Kuperberg, W. - Pa
king and Covering with Convex

Sets, in Handbook of Convex Geometry (P.M. Gruber e J.M. Wills, ed.)

2, Elseviere S
. Publ., 1993, 799-860.

[17℄ Groemer, H. - Existenzs�atze f�ur Lagerungen im Euklidis
hen Raum,

Math. Zeits
hr. 81 (1963), 260-278.

[18℄ Hessel, J.F.C. - Krystallonometrie oder Krystallometrie und Krista-

lographie, auf eigenth�umli
he Weise und mit Zugrundelegung neuer

allgemeiner Lehren der reine Gestaltenkunde, sowie mit vollst�andiger

Ber�u
ksi
htigung der wi
htigsten Arbeiten und Methoden anderer Krys-

tallogrphenn bearbeitet, in H.W. Brandes e.a. (Hrsg.), Johann Samuel

Taugott Gehlers Physikalis
hes W�orterbu
h 9, Leiptzig, 1831.

[19℄ Hilbert, D. - Mathemati
al Problems, in Mathemati
s Developments

Arising from Hilbert Problems, Pro
. of Symp. in Pure Math. 28, 1976,

1-34. Traduzido do original, publi
ado em Gott. Na
h., 1900, 253-297.

[20℄ Hilbert, D. e Cohn-Vossen, S. - Geometry and the Imagination, Chelsea

Publishing House, New York, 1952.

[21℄ Humphreys, J.E. - Re
e
tion Groups and Coxeter Groups, Cambridge

Studies in Advan
ed MAthemati
s 29, Cambridge University Press,

1990.

[22℄ Jordan, C. -M�emoire sur les groupes de mouvements, Annali di Matem-

ati
a, 2, 167-215, 322-345; Oeuvres 4, Paris, 1964, 231-302.

[23℄ Kellerhall, R. - Ball pa
kings in spa
es of 
onstant 
urvature and the

simpli
ial density fun
tion, J. reine angew. Math. 494, 1998, 189-203.

[24℄ Korkine, A. e Zolotare�, G. - Sur le formes quadratiques positives,

Math. Ann. 11, 1877, 242-292.

[25℄ Mehrtens, H. - Ludwig Bieberba
h and "Deuts
he Matemathik", in

Studies in the History of Mathemati
s (Esther R. Phillips, ed.), 195-241,

Studies in Mathemati
s 26, AMS, 1987.

[26℄ Milnor, J. - Hilbert's problem 18: On Crystalographi
 Groups, Funda-

mental Domains, and on Sphere Pa
kings, in Mathemati
s Develop-

ments Arising from Hilbert Problems, Pro
. of Symp. in Pure Math.

28, 1976, 491-506.

[27℄ Minkovski, H. - Extrait d�une lettre adress�ee �a M. Hermite, Bull. S
i.

Math. 17 (2), 24-29 [Ges.Abh., volume 1 (Teubner, Leipzig, 1911) 266-

270℄.

21



[28℄ J. Osterl�e, Densit�e Maximale des Empilements de Sph�eres en Dimen-

sion 3, S�eminaire Bourbaki, Ast�erisque 266 (2000), 405-413.

[29℄ Rogers, C. A. - The Pa
king of Equal Spheres, PLMS 8, 1958, 609-620.

[30℄ San Martin, L.A.B. -

�

Algebras de Lie, Editora da Uni
amp, 1999.

[31℄ Thue, A. -

�

Uber die di
hteste Zussammenstellung von kongruent Keisen

in der ebene, Norske Vid. Sels. Skr. 1, 1-9.

[32℄ M.A. Tsfasman e S.G. Vladut - Algebrai
-Geometri
 Codes - Mathe-

mati
s and its Appli
ations; Soviet Series 58, Kluwer A
ademi
 Pub-

lishers, 1991.

[33℄ Weyl, H. - Symmetry, Prin
eton University Press, 1952.

[34℄ Wolf, J. A. - Spa
es of Constant Curvature, Publish or Perish, In
.,

Boston, 1974.

[35℄ Wy
ko�, R. W. G. - The Analyti
al Expression of the Results of the

Theory of Spa
e Groups, Washington, 1930.

22


