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Resumo

Neste trabalho voltaremos nossa atencao para dois problemas encontrados em
varias aplicagoes . O primeiro deles é a resolu¢ao de um sistema linear, de grande
porte, no qual a matriz de coeficientes possui uma estrutura esparsa. Propore-
mos, para este tipo de sistemas, o método iterativo GMRES (Generalized Minimal
RESidual), introduzido em 1986 por Saad e Schultz. Tal algoritmo tem como ob-
jetivo minimizar a cada iteracao a norma do residuo sobre o subespaco de Krylov,
utilizando o método de Arnoldi (equivalente ao processo de Gram-Schimdt) para
gerar uma base ortogonal para este subespaco.

O segundo problema considerado aqui ¢ o de resolver um sistema nao linear. Um
método classico para resolver este tipo de problema é o método de Newton, atraente
devido a sua rapida convergencia. Mas a necessidade da resolugao de um sistema
de equagoes lineares a cada iteragao pode ser cara se o nimero de incognitas for
grande. Assim, proporemos o método de Newton Inexato, que utiliza um método
iterativo para a resolucao do sistema linear. Neste trabalho combinaremos o método
de Newton com o método GMRES para resolver os sistemas lineares a cada iteracao.
No final apresentaremos alguns testes a fim de avaliar o desempenho do GMRES in-
serido no método de Newton Inexato. Para isto, utilizaremos programas em MATLAB
implementados por C. T. Kelley, em 1995.

*Este autor foi financiado pela Fapesp



Abstract

In this work, we are interested in the resolution of two kind of problems that have
many practical applications. The first one is the resolution of a large linear system of
equations, in which the coefficient matrix is sparse. We propose the iterative method
GMRES (Generalized Minimal RESidual), introduced by Saad and Schultz, in 1986.
At each iteration of this algorithm, one minimizes the residual norm in the Krylov
subspace, using the Arnoldi method (equivalent to the Gram-Schimdt process) to
compute an orthonormal basis for this subspace.

The second problem is the resolution of nonlinear systems of equations. The
classical Newton method is very attractive to solve this kind of problem, because
it has fast convergence. But it requires the resolution of a linear system at each
iteration, which can be too expensive. So, we propose the Inexact Newton method,
which uses an iterative method to solve the linear equations. In this work, we
combine the Newton method with GMRES applied to the linear system for the
Newton step. Finally we present some numerical experiments in order to analyse
the performance of Newton—-GMRES. We use MATLAB codes written by C. T. Kelley,
in 1995.



1 Introducao

A necessidade de resolver sistemas lineares e nao lineares surge em varios problemas
cientificos como, por exemplo, quando discretizamos equagcoes diferenciais. Neste
trabalho vamos escrever um sistema de equacoes lineares como

Ax=b (1)
onde A é uma matriz n X n nao singular, b € IR"™ é um vetor conhecido e
r, = A e R (2)

¢ a solucao procurada. Trabalharemos também com a resolucao de sistemas de
equagoes nao lineares, ou seja, com o problema:

Dado F : IR" — IR",encontrar z, € IR" tal que F(z,) =0. (3)

Denotaremos f; como a i-ésima componente de F'. Se F' é diferenciavel em x € IR",
entdo definimos a matriz Jacobiana J(x) ou F'(z) por
Jw)y = P, = 2.
Ly

Para a resolucao de um sistema linear podemos utilizar métodos diretos ou itera-
tivos. Nos métodos diretos, operagoes elementares sao aplicadas ao sistema de forma,
a transforma-lo em outro mais simples, cuja solucao é a mesma do original. Ou,
equivalentemente, a matriz de coeficientes do sistema é decomposta em um produto
de dois ou mais fatores e, posteriormente, sistemas lineares faceis sao resolvidos,
conduzindo a solu¢ao do sistema original. Entre estes métodos encontra-se o método
da Eliminacao de Gauss, Fatoracao LU e Decomposicao de Cholesky. Porém estes
métodos nao sao recomendados se a ordem do sistema for grande, pois eles podem
provocar um grande prenchimento da matriz (elementos nulos subtituidos por nao
nulos) implicando na necessiade de maior alocacao de meméria. Pode ainda haver
um grande acimulo de erros de arredondamento, levando a solugoes pouco precisas
4, [5] e [18].

Para evitarmos tais problemas podemos utilizar métodos iterativos, cuja idéia
central é gerar uma seqliéncia {zy} que convirja para a solu¢ao do sistema. Os
métodos iterativos nao acumulam erros de arredondamento; além disso, aproveitam
a estrutura da matriz, sendo preferiveis quando esta é esparsa (possui um nimero
relativamente pequeno de elementos nao nulos).

O melhor e mais eficiente método iterativo para a resolucao de sistemas lineares,
quando a matriz de coeficientes é simétrica e definida positiva, é o método dos
Gradientes Conjugados [10]. Porém surge a necessidade de métodos iterativos para a



resolucao de sistemas que nao possuem tais caracteristicas. Vdrios algoritmos foram
propostos ap6s o método dos Gradientes Conjugados e sao baseados em projecoes
sobre o subespaco de Krylov. Como exemplo destes métodos temos SYMMLQ e
MINRES para matrizes simétricas; GMRES, QMR, CGN e CGS para matrizes
nao simétricas. O mais popular dentre os métodos para sistemas nao simétricos
¢ o GMRES, que sera discutido na proxima secao; os demais métodos nao serao
discutidos neste trabalho e apenas citaremos [1] como uma breve referéncia e [15]
para um estudo da convergeéncia dos métodos CGN, CGS e GMRES.

Para a resolucao de um sistema nao linear, utilizamos, em geral, o método de
Newton, que trabalha com aproximacoes lineares para do problema nao linear. As-
sim, reduzimos a resolu¢ao do sistema nao linear & resolucao de sistemas lineares da
forma:

J(xk)sk = —F(.’Ek), (4)

e posteriormente definimos x;41 = o + s como sendo a nova aproximacgao para a
solucao [7].

Como vimos anteriormente, para a resolucao de alguns sistemas lineares, os
métodos iterativos apresentam melhores resultados que os diretos, assim surge o
interesse de implementarmos o método de Newton com algum método iterativo para
a resolucao dos sistemas lineares. Desta combinacao temos o método de Newton
Inexato. Seguindo esta linha, na terceira secao vamos descrever o método Newton-
GMRES e posteriormente (secao 4) apresentaremos alguns testes numéricos a fim
de avaliar o desempenho do algoritmo proposto.

2 GMRES (Generalized Minimum RESidual)

O método GMRES (Generalized Minimum RESidual) foi proposto em 1986 por Saad
e Schultz [19] como um método iterativo para sistemas nao simétricos, isto é, para
sistemas da forma de (1). Sendo A uma matriz genérica, entao nao podemos pensar
em minimizar a fungao ¢(z) = (1/2)z” Az — 27b, como no método dos Gradientes
Conjugados. Como alternativa consideraremos o problema de quadrados minimos
min, |0 — Az||y e, como em Gradientes Conjugados, minimizaremos a funcdo sobre
o subespaco de Krylov. Desta forma nosso objetivo sera

min_||b — Az||, (5)

rExo+Ky
onde K é o k-ésimo subespaco de Krylov dado por
K, = span{ry, Arg, ..., A¥r},

CcoI1

Ty = b—AJIO



2.1 Propriedades e Conseqiiéncias da Minimizacao

Como z € xg + K4, entao teremos

k—1 ‘

T = Tg + Z CYjA]TU

=1

e, portanto,
k—1 ' k '
r=b—Ax =b— Axy — Z osz”lro =1y — Zaj,lA]rg.
=1

J=0

Assim, se x € xy + Ky, entdo r = p(A)ry, onde p € Py é conhecido como polindmio
residual e Py = {p | p é um polinémio de grau k e p(0) = 1}. Esse resultado pode
ser enunciado como o seguinte teorema.

Teorema 2.1 Seja A uma matriz nao singular e seja xp a solugcao da k-ésima ite-
racao do GMRES. Entao para todo p, € Py temos

[74ll2 = min [|p(A)roll2 < [[Pe(A)roll2-
PEPy
Deste teorema segue o seguinte corolario.

Corolario 2.2 Seja A uma matriz nao singular e seja T a solucdo da k-ésima
iteracao do GMRES. Entao para todo py € Py temos

e ll2
7oll2

< [Pk (A)l2- (6)

Com este corolario podemos mostrar que o GMRES termina com um ntdmero
finito de passos.

Teorema 2.3 Seja A € IR™"™ uma matriz nao singular. Entdo o método GMRES
obtem a solugdo do sistema (1) com n iteragoes.

Demonstracao :
Sabemos que o polindmio caracteristico de A é p(z) = det(A — 2I). p tem grau n e
p(0) = det(A) # 0, desde que A é nao singular. Entao

_ p(2)
w(2) = —= € P,
) p(0)
¢ um polinomio residual. Mas sabemos que p(A) = p,(A) = 0. Pelo corolério acima
temos que r, = b — Az, = 0 e portanto x, é a solucao de Ax = b. O



Com este teorema temos que o método GMRES converge para a solu¢ao x, no
maximo em n iteragoes (na auséncia de erros de arredondamento). Podemos ainda
obter outros resultados quanto a convergéncia do método; para isto vamos supor que
A é uma matriz diagonalizdvel, isto é, existe uma matriz V' (que pode ser complexa)
tal que

A=VAV! (7)

onde A é uma matriz diagonal, contendo os autovalores de A, ou seja, A = diag(A1, Az, . . .

onde \; é autovalor de A, parai=1,...,n. Temos entao o teorema a seguir.

Teorema 2.4 Seja A uma matriz nao singular diagonalizdvel e considere a diago-
nalizagao (7) . Seja vy a k-ésima iteragao do GMRES. Entao para todo p € Py
temos que

[I7ell2 _
< Ko(V') max z 8
||7,0||2 = 2( )zea(A) |pk( )| ( )

onde k2 (V') € o nimero de condi¢do da matrizV eo(A) = {\ | A é um autovalor de A}

€ o espectro da matriz A.

Demonstracao :
Seja py € Py. Temos que pi(A) = Vpp(A)V L. Entao

Il < VIV llpe( )l < (V) max (o)

O

No teorema acima supomos que A é uma matriz diagonalizavel. Mas como o
conjunto das matrizes nao diagonalizaveis é um conjunto muito pequeno no espaco
das matrizes n X n, quase toda as matrizes sao diagonalizaveis. Entao, voltarems
nossa atencao apenas para estas matrizes.

Utilizando o resultado acima podemos demonstrar o seguinte teorema.

Teorema 2.5 Seja A uma matriz nao singular diagonalizdvel. Se A possui apenas
k autovalores distintos, entdo, na auséncia de erros de arredondamento, o GMRES
encontrard a solugdo no mdrimo em k iteracoes .

Demonstracao :
De fato, sendo { Ay, ..., At} o conjunto com os k autovalores distintos, entao podemos
definir

ﬁ (A — 2)

=1

, An)



Observe que pg(z) tem grau k e p(0) = 1; portanto este é um polinomio residual e
pr(z) = 0 para todo z € 0(A). Assim, utilizando o teorema 2.4 temos que

7kl _
< ko(V) max z)| = 0.

||T0||2 = 2( )zea(A) |pk( )|
Logo, [|7k]|2 = 0, ou seja, 1, = b— Axy, = 0. Portanto z; = z, é a solugao do sistema
linear Az = b. O

Com este resultado temos que o GMRES converge com um numero finito de
passos, embora seu desempenho seja melhor quando visto como um método iterativo
e nao como um método direto.

2.2 Processo de Arnoldi

Consideremos V) a matriz de projecao ortogonal sobre Ky; entao z € K pode ser

escrito como
k

2=y,

=1
onde v} é a l-ésima coluna de Vj. Logo, podemos converter (5) no problema de
obter o vetor de coeficientes y, o qual é um problema de quadrados minimos em IRF.
Desde que
r—xo = Viy

para algum y € IR*, entdo temos x; = o + V,y, onde y minimiza
16— A(zo + Viy)ll2 = [lro — AViyl[2.
Logo, nosso problema de quadrados minimos em IRF é

in [|ro — AV, 9
min [|ro — AViylla, 9)

que ¢ um problema padrao de quadrados minimos e pode ser resolvido, por exemplo,
por fatoracao QR [16] e [21].

Antes de prosseguirmos nossos estudos vamos discutir um método para obter a
matriz V. Como vimos anteriormtente, as colunas de Vj formam uma base ortonor-
mal para K. Para obter esta base podemos utilizar o processo de Gram-Schimdt
[21], que neste caso particular é conhecido como processo de Arnoldi. Neste trabalho
utilizaremos somente o processo de Arnoldi usual para gerar uma base ortonormal
para K, embora existam trabalhos que usam outros métodos, como, por exem-
plo, o de H. F. Walker [20], que utiliza a tranformagao de Householder e o de A.
Essai [9], que utiliza um produto interno com pesos (< w,v >= Y.* | d;u;v; com
d; >0Vi € {l,...,n}) para gerar tal base.
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No processo de Arnoldi fornecemos como entrada os vetores zy e b, a matriz A,
e a dimensao k. O algoritmo calcula uma base ortonormal para Ky, armazenando-a
nas colunas da matriz V.

Algoritmo de Arnoldi - arnoldi(zg,b, A, k,V)

1. Defina ro = b— A:ro € v = T0/||7“0||2-
2. Parat=1,...,k—1
Av; — Y ((Avi)'vj)v;

7=1
Uk = = .
A — T (Avi) )i

Se nao ocorrer ocorrer divisao por zero no passo 2 do algoritmo de Arnoldi, entao as
colunas de V, formam uma base ortonormal para ICp. A divisao por zero, referida
como ”breakdown”, ocorre somente se a solucao de Ax = b estd no subespaco Kp_1.

Lema 2.6 Seja A uma matriz nao singular. Considere os vetores vj gerados pelo
processo de Arnoldi, e seja © o menor inteiro tal que

3

Av; = > ((Avy) vy)v; = 0.

7j=1
Entdo v = A™'b € zy + K,.

Demonstracao :
Por hipétese Av; € KC; e portanto AKC; C KC;. Desde que as colunas de V; formam
uma base ortonormal para KC; entao

AV; = Vi,
onde H ¢ uma matriz ¢ X 7. Sabemos que H ¢é nao singular pois A é nao singular.
Tomando 3 = ||ro||2 e e; = (1,0,...,0)T € IR" entao temos
[7ill2 = ||b — Awill2 = [lro — A(z; — @o)][2-

Mas z; — xy € K; e portanto existe y € IR' tal que x; — 2y = V;y. Como ry = Ve,
e V; é uma matriz ortogonal, entao

I7illa = Vi(Ber = Hy)ll2 = || Ger = Hyl|me+,

onde || - || ge+1 denota a norma Euclidiana no R**!. Tomando y = SH 'e; temos
que r; = 0 pela propriedade de minimizagao. O



2.3 O Algoritmo GMRES

Se o processo de Arnoldi nao falhar, entao podemos usd-lo na implementacao do
método GMRES de forma muito eficiente. Tomando h;; = (Av;)Tv;, pelo processo
de Gram-Schmidt temos que a matriz Hy é uma matriz de Hessenberg superior, isto
¢, hij = 0 sempre que ¢ > j + 1. Desta forma o processo de Arnoldi produz uma

matriz ortogonal tal que
AV = Vi1 Hy. (10)

Logo, para algum y* € IR*,
rp=b— Ay, =1y — Az, — v0) = Vi1 (Ber — Hyy").

Assim, xj, = xo+ V44", onde y* minimiza || Se; — Hypy||2 sobre IRF. Note que quando y*
é calculado, a norma de r;, pode ser encontrada sem explicitarmos x e r, = b— Axy,
ou seja, utilizando a ortogonalidade de Vj temos que

7ell2 = Vi1 (Ber — Hiy®)|l2 = ||Ber — Hyy™|| e (11)

Por esta razao, terminaremos as iteracoes quando encontrarmos um vetor xj tal
que
16— Azl < €f|b]]2.

para algum € > 0 pequeno.

Finalmente, dada a aproximagcao inicial x, o vetor do lado direito da equacao b,
a matriz A, a precisao € > 0 e o numero maximo de iteracoes k,,q., entao podemos
escrever o algoritmo

Algoritmo GMRES - gmresa(x,b, A, €, knaz)

1. Definar=0— Az, p=||r|la, vi =71/p, =pek=0.
2. Enquanto p > €|b||]2 e k < ke faca

(a) k=k+1

(b) Para j=1,...,k

hjk = (Avg)"v;

Vg1 = Avy — Z?Zl hjxv;
Py = ||Uk+1||2

Vg1 = V1 / [V sa]2
er = (1,0,...,0)7 € R*;
minimize ||3e; — Hyyl||ge+1 sobre IRF para obter y*

9



(8) p=IBer — Hey" || gr+1-
3. xp = w9 + Viyt.

Note também que as bases para o subespaco de Krylov sao armazenadas a cada
iteracao. Deste modo, na k-ésima iteracao do método armazenamos k vetores de
dimensao n. Esta é uma desvantagem, pois para sistemas grandes podemos ter
problemas com alocacao de memoria e, além disso, na k-ésima iteracao estaremos
realizando da ordem de (1/2)k*n multiplicagoes . Para evitarmos este tipo de pro-
blema podemos reiniciar o método apdés um niumero m de iteragoes. O método
GMRES com reinicializagao é chamado de GMRES(m) e sua convergéncia é mais
lenta que o GMRES usual. Neste trabalho nao discutiremos o método GMRES(m),
que estd descrito com detalhes em [11] e [19].

Outro problema apresentado pelo algoritmo gmresa é quanto a ortogonalidade
dos vetores v;, ou seja, os vetores v; podem ser nao ortogonais devido a erros de
arredondamento. Quando isto acontece, perderemos a precisao do método. Uma
forma de evitarmos este problema é substituindo o processo de Gram-Schmidt
classico pelo modificado, pois embora sejam teoricamente equivalentes, na pratica
o método de Gram-Schmidt modificado apresenta uma precisao maior quanto a
ortogonalidade. Desta forma, alteramos o passo 2c do algoritmo gmresa para

Vg1 = Ay,
Paraj=1,...,k
Vk+1 = Ug41 — (U]Z—:F].Uj)vj'
obtendo assim um algoritmo mais eficiente.

Esta versao do GMRES é muito simples e ilustra idéias importantes. A primeira
delas é que zy ¢ calculado somente apds terminadas as iteragoes e p pode ser utilizado
como uma aproximacao para a norma do residuo do sistema linear, pois eles sao iden-
ticos na auséncia de erros de arredondamento. Além disso, podemos compensar a
perda da ortogonalidade para os vetores da base do subespago de Krylov, acres-
centando um teste para verificar se isto ocorre e reortogonalizar quando necessério.
Por exemplo, podemos acrescentar, apds o algoritmo de Gram-Schmidt modificado,
um processo para a reortogonalizacao. Esta reortogonalizacao pode ser executada
em todas as iteracoes ou somente se um teste detecta a perda de ortogonalidade.
Se reortogonalizarmos a cada passo, entao temos que o custo computacional para
o calculo de V' é o dobro. Deste modo iremos propor um critério para detectar a
perda de ortogonalidade e o processo de Gram-Schmidt com reortogonalizacao pode
ser visto como

1. Vg+1 = Avk
Para j=1,...,k
N
hjk = Vj41;
Uk+1 = Uk41 — hjk?)j

10



2. hgyr = ||Uk+1||2

3. Se a perda da ortogonalidade for detectada
Para j=1,...,k
himp = UlcTHUj
hjk = hjk — htmpvj
Vkt1 = Vg1 — Pump¥;

4 hiyrg = Jvggall2
5. Vg1 = Vkg1/||Vk1l]2

Neste trabalho utilizaremos a condi¢ao de Brown/Hindmarsh para detectar a perda
da ortogonalidade, como proposto em [11]. Assim, apés o processo de Gram-
Schmidt, iremos verificar se

[Avk |2 + 0l vk ll2 = (| Avell2 (12)

e quando esta igualdade for satisfeita, reortogonalizaremos. Isto significa que se
o novo vetor é muito pequeno comparado com Awvg, podemos estar perdendo in-
formacoes e, entao, é necessario realizarmos o segundo passo do processo de Gram-
Schmidt novamente. Neste trabalho utilizaremos § = 10~ no teste para reortogo-
nalizacao.

2.4 GMRES com Rotacgoes de Givens

Para terminarmos nosso estudo do GMRES, vamos discutir um método para a res-
olugdo do problema de quadrados minimos encontrado no passo (e) do gmresa.
Para a resolucao deste problema, podemos utilizar rotagoes de Givens para obter a
decomposicao QR da matriz Hy, ou seja, Hy = Q Ry [21].

Assim podemos escrever o algoritmo gmres utilizando rotacoes de Givens para
a resolucao do problema de quadrados minimos e (12) como um teste para detectar
a perda da ortogonalidade.

Algoritmo GMRES - gmres(x,b, A, €, knaz)

L. Definar=0— Az, vy =7/||r|l2, p= 7|2, B=p, k=0¢e
g = p(l,O, 0,.. _70)t € [Rkmaz+1

2. Enquanto p > €||b|2 e k < ks faca

(a) k=k+1

11



(b) Vpg1 = Avy
Paraj=1,...,k
i hjk = vi4v;
. Vg1 = Vkg1 — hjrv;
(©) Pesrn = [[Oksall2
(d) Realizar teste para detectar a perda da ortogonalidade e reortogonalizar
se necessario.
(@) vkr1 = vkr1/ vkl
(f) i Se k > 1 aplicar Qx_; sobre a k-ésima coluna de H.
].]. UV = ’/h%,k) + hz+1,k
iii. Cr — hk,k/V, S — _hfk-l—l,k/l/-
iv. hipr = ckhir — skhesik, et = 0.
v. g = G(ck, sk)g.
(8) p=1(9)ksl
3. Faca r;; =r;; paral <i,5 <k.

Faca (w); = (g); para 1 <i < k.
Resolva o sistema triangular superior Ry* = w.

4. Tp = Lo + kak.

3 Método de Newton Inexato

O método de Newton Inexato consiste em resolver o sistema (4) utilizando um
método iterativo para obter a solugao aproximada dos sistemas lineares gerados a
cada iteracao. Um critério de parada usual para métodos iterativos é baseado no
residuo relativo ||rg||/||F(z¢)]|, onde o residuo ry é dado por

re = J(xg)sp + F(xg).

Assim, calcularemos uma aproximacao da solucao satisfazendo
T S s (13)
Pl

onde a seqiiéncia nao negativa {n;} é usada para controlar o nivel de precisao e é
conhecida como seqiiéncia forcante ([6] e [8]). Note que 7, pode depender de xy e
se tomarmos 7, = 0 temos o método de Newton.

Resumindo, um método de Newton Inexato é um método que, dada uma apro-
ximacao inicial xy, gera uma seqiiéncia {xy} para aproximar z, por:

12



J(l‘k)Sk = —F(l‘k) —|—7"k,
onde ||l < gl £ (il (14)
Tk+1 = Tk + Sk

Assumindo que a seqiiéncia {7} é uniformentente menor que 1, entdo podemos
mostrar que o método de Newton Inexato é localmente convergente; para isto, vamos
enunciar os seguintes lemas':

Lema 3.1 Seja F' : IR" — IR" uma fun¢do nao linear satisfazendo as seguintes
propriedades:

(1) Existe pelo menos um x, € IR", com F(z,) = 0.

(2) F € continuamente diferenciavel em uma vizinhanca S de .

(3) J(x.) € nao singular.

Entao, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que J(y) € nao singular e

17(y) =T (@) I <e
sempre que ||y — .|| < 0.

Lema 3.2 Seja F : IR™ — IR™ uma funcao satisfazendo as propriedades do lema
3.1. Entao, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que

1E(y) = F(2.) = J(@.)(y — 2l < elly — a.]]
sempre que ||y — x,|| < 4.

Teorema 3.3 Seja F' : IR" — IR" uma fungao ndo linear satisfazendo as pro-
priedades do lema 3.1:

Assuma que M < Nae < 0 < 1. Assim, existe € > 0 tal que, se ||y — x| < €,
entdo a seqiéncia {xy} do método de Newton Inexato converge para x, satisfazendo

||xk+1 - LL’*“* S U||xk - LL’*“*, (15)
onde ||yll. = || (z)yl-

Demonstracao :
Sendo J(z,) ndo singular, entao

1 n
;IIyII < yll« < pllyll  para  y e IR" (16)

onde
p = max{[|J (z.)[|, [/ (z.) 7"}

10s lemas apresentados a seguir, com suas respectivas demonstragdes, se encontram em [17]
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Desde que n: < 0, entao existe v > 0 suficientemente pequeno de modo que

(L + 71) Mhmaa (1 4 py) +2p79] < 0.

Agora, escolhemos € > 0 suficientemente pequeno tal que

[T (y) = ()] <7, (17)
1J(y)™" = J (@) <, (18)
1F(y) — F(z.) = J(x)(y — z)|| < lly — 2| (19)

sempre que ||y — .|| < p?e. Tal € existe em virtude da continuidade de J(z) em z,,
pelo lema 3.1 e pelo lema 3.2.
Assuma que ||zg — z.|| < €. Nés provaremos (15) por indugdo. Note que, por
(16), a hipdtese de indugdo e (16) novamente,
o = 2| < pllog — 2l < po”lwo — wulle < pPllwo — a| < p

e portanto (17) - (19) valem com y = x;. Lembrando que a n-ésima iteragao do
método de Newton Inexato é definida de modo que si satisfaca (14) e que

J(@e)(@h41 — @) =

I+ J(@a)[J ()™ = I (@) ] Ire+ [ () — T (@)l (@ — @) — [Fax) = F@e) = J(@) (@ — 2],

temos, tomando a norma || - ||,
l(zr+1 —2)ll =

[+ 11 @)1 (@)™ = T@) T T el + 1 (@r) = (@ llllar — @]l = [1F(@x) = F(ax) — I (@) (@ —z2)|]
< U+ ) mel[F @)l +Aller — 2l + vllze — 2 ]l],

onde usamos a definicao de p e as equagdes (18), (14), (17) e (19). Mas
F(ay) = [J () (xp — )] + [F(ag) — F(o.) = J (@) (26 — 2],
e portanto
IE @)l < ok = ulls +[F () = F(22) = () (w5 = 2 [| < Mg =zl + ]l — ],
onde utilizamos (19). Finalmente, por (16), obtemos
lekrr = zolls < (L4 py)Iellloe — 2l +vllore = 2l + 29[k — 2.]l]

< (14 py) Mmaw (1 + py) + 2p7]|| e — 24|+

O resultado agora segue pela escolha de . O

Com este teorema mostramos que o método de Newton Inexato é localmente
convergente. Agora vamos caracterizar sua ordem de convergéncia, indicando a
influéncia da seqiiéncia for¢ante {n;} na convergéncia do método.
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Teorema 3.4 Seja F' : IR™ — IR" uma fungao ndo linear satisfazendo as pro-
priedades do lema 3.1: Assuma que as iteragoes {xy} do método de Newton Inexato
convergem para T.. Entao:
(a) 1, — x, superlinearmente se limg_,oo n = 0;
(b) x — . com ordem 1+ p se J tem continuidade tipo Holder* com expoente p
em Ty €

me = O(|J(z)|IP)  quando  k — oc.

A demonstracao do teorema acima encontra-se em [6] e [11].

3.1 Método Newton-GMRES

O nome Newton-GMRES é dado para o método de Newton Inexato que utiliza o
método GMRES para a resolucao do sistema linear dado em (14). Nesta secao
forneceremos uma andlise do método de Newton-GMRES, iniciando nossa discussao
com os efeitos da aproximacao do Jacobiano por diferencas finitas.

Sabemos que o método GMRES requer o cédlculo do produto da matrix J(z) por
um vetor w. Para aproximarmos este produto por diferencas finitas, utilizaremos a
derivada direcional. Assim, trabalhando com o vetor nulo como aproximacao inicial,
podemos escrever o método GMRES para a resolucao do sistema dentro do método
de Newton Inexato.

Algoritmo - fdgmres(s,z, F,n, kmazx, p)
1. s=0,r=—=F(x),vy=r/||rlla, p=||7]l2, B=p, k=0
2. Enquanto p > n||F(x)||2 e k < kmax faca

(a) k=k+1
(b) Vk+1 = DhF(LL‘ . Uk)
Paraj=1,...,k
i Rk = vig0;
. Vg1 = Vkg1 — hjrv;
(©) Pt = vkt
(d) k1 = vir1/[|vksall2
(e) ey = (1,0,...,0)T € RFF!
Minimize ||Be; — Hyy*|| ge+1 para obter y* € IRF.
(f) p=IBer — Hyy" || o+

2J tem continuidade tipo Holder com expoente p (0 < p < 1) em z, se existe L > 0 tal que
|J(y) — J(x«)|| < L|ly — x«||P para ||y — x«|| suficientemente pequeno.

15



3. s = Vit

Supondo que a fun¢do F(z) é calculada sem erros, entdo podemos mostrar que
o desempenho do método Newton-GMRES nao ¢ alterado se utilizamos diferencas
finitas com um passo h pequeno.

Proposicao 3.5 Seja F' : IR® — IR™ uma fung¢do ndo linear satisfazendo as
sequintes propriedades:

(1) Eziste pelo menos um x, € IR com F(x,) = 0.

(2) J:Q — R™" ¢ Lipschitz continua com constante v>.

(3) J(x.) € nao singular.

Seja n € (0,1). Entdo existem h e § tais que, se x € B(w,,d), h < h, e o algoritmo
fdgmres termina com k < kmaz, entao

|7 (z)s — F(z)|l2 < (n+ 4yh) | F (@) ]2 (20)
Desta proposicao segue o teorema:

Teorema 3.6 Seja F' : IR" — IR" uma funcao nao linear satisfazendo as pro-
priedades da proposicio 3.5. Entao existe § tal que, se xy € B(x,,d) e as seqiéncias
{nr} e {hx} satisfazem

O = Mk + 4’)/hk € [0, 5’]

com 0 < & < 1, entao as iteracoes do Newton-GMRES
Tk+1 = Tk + Sk
onde sy ¢ calculado pelo algoritmo fdgmres com entrada
(Sk, Tk, F, hie, ni, kama, p)
converge g-linearmente com respeito a norma || - ||+ e s satisfaz
17 (z)sk = F(zp)ll2 < ol E ()2 (21)

. Além disso,

e se o — 0, entdo a convergéncia ¢ q-superlinear, e

o seoy < Ki||F(xy)||P para algum Kj > 0, entdo a convergéncia é q-superlinear
com q-ordem 1 + p.

A demonstracao da proposi¢ao 3.5 e do teorema 3.6 encontram-se em [11].

3.J tem continuidade tipo Lipschitz em z, se existe v > 0 tal que ||J(y) — J(z.)| < 7|y — z«||
para ||y — x.|| suficientemente pequeno.
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3.2 Implementacao do Método Newton-GMRES

Em nossa implementacao para o método de Newton-GMRES, utilizamos o software

MATLAB (MATrix LABoratory) e a rotinansolgm implementada por C. T. Kelley, que

estd disponivel na pigina www.siam.org\pub\books\kelley. Esta rotina exige

como entrada uma aproximacao inicial, a fun¢ao, um vetor contendo as toleréncias

para o critério de parada e um termo para formarmos a seqiiéncia forcante {n}.
Nos ajustaremos n a cada iteragao tomando inicialmente

e = YNE @) [IP/11F (ze-) 17,

onde v € (0,1] é um parametro. Se 7' é uniformemente limitada por 1, entdo
tomando 7, = 7t para k > 0 temos garantida a convergéncia dada pelo teorema
3.3. Deste modo, definiremos um valor 7,,,, < 1 para k = 0 e tomaremos

B {nmal‘; 5€ k = 07

e =\ min (e, ), se k> 0. (22)

Note que 7,0 < 1 é um limitante superior para a seqiiéncia {n} e portanto,
temos a convergéncia garantida pelo teorema 3.3. Em nossas implementacoes |,
utilizaremos v = 0.9 e 7,0 = 0.9999.

Mas, pode acontecer de que nf seja pequeno para uma ou mais iteragoes quando
xy estd proximo da solu¢do. Um método sugerido em [8] para evitar isto consiste
em avaliar se 7,_; é suficientemente grande; neste caso nao tomamos 7, menor que
um fator de 7,1, ou seja,

Nmaz > se k=0,
nt = { min (Nmaz» M7, se k>0, yni_, <0.1, (23)
min (a0, max (i, yni_,)), se k>0, yni_; > 0.1.

A constante 0.1 é um valor arbitrario.
Finalmente tomaremos

M = 1N (s, max (75, 0.57,/ || F(zi) 1)), (24)

onde
Tt = To + 7 || F' (o) ],

¢ adicionado para evitar um trabalho desnecessario.

Utilizaremos a rotina dirder para aproximar a derivada direcional tomando h =
\/€ps, onde eps representa o zero da maquina. Em todos os testes computacionais
utilizaremos v = 0.9, como recomenda [8].
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Algoritmo - nsolgn(z, F, 7,7)
L.ore=ro = ||F(x)||2
2. Enquanto ||F(z)||e > 710 + 7, faca

(a) Escolha n.
(b) Execute fdgmres(s,z, F,n) obtendo s
(c)
(d) Calcule F(x)
)
)

(
(

c) r=x+s

e) ri = [|F(@)ll2 0 =1y /re, re =1y

f) Se ||F(z)|l2 < 7,70 + 7, entao termine.

4 Testes Computacionais

Nesta secao apresentaremos os testes computacionais realizados. Os algoritmos uti-
lizados foram nsol e nsolgm descritos anteriormente. Tanto na rotina nsol como
na rotina nsolgm, utilizamos um nimero maximo de 40 iteragoes para o método de
Newton. Para o GMRES, trabalhamos com 7,4, = 0.9 e um nimero maximo de 40
iteragoes. O Jacobiano foi aproximado por diferencas finitas e usamos 7, = 7, = 107°
no critério de parada.

Os resultados obtidos sao apresentados por meio de tabelas e graficos. Nas
tabelas, a coluna F,; registra os valores de ||F'(xg)||2/||F (zo)||2, em cada iteracao k.

4.1 Equacao de Chandrasekhar

No primeiro teste computacional, abordamos a equacao de Chandrasekhar dada por

1 -1
o c /LH(V)dZ/) o, (25)
2Jo p+v

que é utilizada para resolver problemas de distribuicdo de transferéncia radiotiva

3].
Aproximamos a integral sobre o intervalo [0, 1] pela regra do ponto médio, dada
por:

[} fdn 53 ),

onde p; = (j —1/2)/N para 1 < j < N. O resultado do problema discretizado é

N

Flz) = z; — <1 - ik >_1. (26)

2N =1 i
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Sabemos que tanto (25) quanto (26) possuem duas solugoes para ¢ € (0, 1), embo-
ra apenas uma destas solucoes possua uma interpretacao fisica. Sabemos também
que o método de Newton e o método de Newton Inexato, com as aproximacoes
iniciais 7o = (0,0,...,0)T ou zy = (1,1,...,1)T, convergem para a solu¢ao desejada
[12].

Nos utilizamos N = 200, ¢ = 0.9 e o vetor unitario como aproximacao inicial.
Com estes valores comparamos o método de Newton com o método de Newton-
GMRES obtendo os resultados apresentados na tabela 1 e nas figuras 1 e 2.

| Tteracdo | Foo | | Iterg@ao | 3 235;; — | N. Iter. 0GMRES |
0 4.5725e+000 2332e-
1 4.6585e-002 1
1 5.0258¢-001
2 5.4381e-003 1
2 8.5005¢-003
3 2.4122e-006 3 3.8567e-005 5
' 4 5.0628e-007 2

Tabela 1: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a equacao de Chandrasekhar
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Figura 1: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a equagao de Chandrasekhar
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Figura 2: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a equacao de Chandrasekhar

4.2 Sistema Tridiagonal de Broyden

O sistema tridiagonal de Broyden, apresentado em [2] e [14], é definido por:

fl(l’) == (3 - 2[1)1)[1}1 — 2[1)2 +1

fz(l‘) = (3 — 2$Z)J)Z — X1 — 2~77z'+1 +1 = 2, e, = 1 (27)
o) = (3 =2x,)T, —xp 1 +1
Trabalhamos com n = 500, z = (—1,—1,...,—1)T como aproximagao inicial e

obtivemos os resultados apresentados na tabela 2 e nas figuras 3 e 4.

| Tteragio [ Fy | N. Iter. GMRES |

Iteragio | Freq | 0 [1.0109e+000 0
0 2.2605e+001 1 1.5590e-001 1

1 2.8767e+000 2 4.5623¢-002 1

2 8.5112¢-002 3 2.1466¢-002 1

3 1.3101e-004 4 4.3406e-003 3

4 1.2387¢-009 5 6.7333e-005 6

6 4.6338¢-007 7

Tabela 2: Métodos de Newton e Newton-GMRES para o sistema de Broyden
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4.3 Problema de Contorno Nao Linear
Consideramos o seguinte problema de contorno:
1
u'(t) = 5(u(t) +t+1)° 0<t<l,

u(0) = u(1) = 0.

Se utilizarmos uma discretiza¢ao com ordem O(h?), ou seja, tomando

u(t 4+ h) — 2u(t) + u(t — h)
U’”(t) ~ h2 ?
obtemos como resultado o sistema nao linear definido por:
h,2
fk(l‘) =20 — Tpy1 — Tpp_1 + 7(1} + . + 1)3, 1<k <n, (28)

onde h =1/(n+1), ty = kh e xp = u(tg) com xp = x,41 = 0.

Sabemos que o sistema (28) possui uma tdnica solu¢ao x, com 0 < z} < 0.5 para
1 <i<n[13].

Para resolver este problema, tomamos n = 500, e um numero maximo de 100
iteracoes para o método GMRES. Fornecemos

:U:&, com fi:ti(ti—l),l <1 < n,

como aproximacao inicial e encontramos os resultados apresentados na tabela 3 e
nas figuras 5 e 6.

[ Iteragao | Frer | N. Iter. GMRES |
0 1.2994¢-003 0
1 1.1331e-004 1
_ 2 2.4233e-004 1
Iteracao Fro ‘ 3 1.0926e-004 2
4 2.1129¢-005 9
0 2.9055¢-002 5 5.9899¢-006 100
1 3.6099¢-006 (75 4.1987e-006 100
3.1258¢-006 100
2 2.1237¢-009 8 2.3876e-006 100
9 1.83456-006 100
10 1.4170e-006 100
11 1.0957¢-006 100
12 8.49036-007 100

Tabela 3: Métodos de Newton e Newton-GMRES para o problema de contorno

Note que a convergéncia do método Newton-GMRES torna-se lenta a partir da
quinta iteragao do método de Newton Inexato. Isto provavelmente ocorre devido ao
mau-condicionamento do Jacobiano perto da solucao do sistema. Para contornar
este problema poderiamos utilizar um pré-condicionador para o GMRES.
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4.4 Funcao Trigexp de Toint
Neste teste computacional consideramos o seguinte sistema de equagoes :
fi(x) = 323 + 255 — 5+ sin (11 — 29) sin (z; + 23),
fz(l‘) = —:Ei_lexi_l_xi + 1171(4 + 31‘?) + 21‘i+1 + sin (LL‘Z — 371'-1—1) sin (LL'Z + LIIZ’_H) -8
parat=2,3,...,n—1,
fo(®) = =2y €™ 7" + 4, — 3.

Sabemos que este sistema possui uma solu¢do unica [14]. Utilizando n = 500 e

zo = (0,0,...,0)T, obtivemos os resultados apresentados na tabela 4 e nas figuras 7
e 8.
‘ [teracao ‘ Fr ‘
0 1.78626+002 | Tteragao F. N. Iter. GMRES |
1 5.9964e+002 0 7.9882e+000 0
2 1.6681e+-002 1 1.2285e+-001 1
3 4.7119e+4-001 2 2.5148e+000 1
4 1.3652e+001 3 2.1791e-001 1
5 3.2319e+-000 4 1.7556e-002 1
6 4.5064e-001 5 7.3809e-004 2
7 1.5291e-002 6 1.2914e-006 5
8 1.9942e-005

Tabela 4: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a fungao Trigexp

4.5 Funcao de Rosenbrock Generalizada

Consideramos agora o seguinte sistema de equacoes :
_ 2
foim1(x) = 10(w2; — 23;_4),

foi(z) =1 — wg_1,

parat=1,2,...,n, com n par.

Sabemos que este sistema de equagoes possui uma solugao para z = (1,1,...,1)7
[14]. Utilizando n = 500, x = (&), onde &;_ 1 = —1.2 e &; = 1, como aproximagao
inicial, obtivemos os resultados apresentados na tabela 5 e nas figuras 9 e 10.
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Tteragao | Frl | N. Iter. GMRES |

0 3.4785e+000 0
1 1.4254e+000 1
2 2.7247e+001 2
3 2.6220e+001 1
4 3.0195e+001 1
Tteracio Foo ‘ Y 2.4682e+001 1
0 T TR20001 6 4.4247e+001 1
7 2.2020e+001 1
1 7.6527e+002
5 5 38336007 8 6.8455e+000 2
9 1.7002e+000 1
10 1.6485e+000 2
11 1.2924e-001 1
12 9.5605e-002 2
13 4.8011e-003 1
14 3.2155e-004 2
15 3.4598e-012 2

Tabela 5: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a funcao de Rosenbrock
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4.6 Funcao Singular de Powell
Trabalhamos aqui o sistema de equacoes :
faies(2) = 24i-3 + 10240,
f4z>2(£1?) = \/5(3?4%1 - CU4z'),
frioi () = (T4im0 — 2345-1)7,
f4i(5U) = \/ﬁ(ﬂ?ufs’ - 5U4z')2;

para ¢ = 1,2,...,n, com n miltiplo de 4. Neste sistema temos que o Jacobiano é
singular na solugao [14].

Sabemos que este sistema de equacoes possui uma solucao na origem e utilizando
n =500, z = (&), onde &5 = 3, &40 = —1, {1 = 0, &; = 1, como aproximacao
inicial, obtivemos os resultados apresentados na tabela 6 e nas figuras 11 e 12.

Devemos notar que, neste teste, o método de Newton terminou as iteragoes com
F,e = 1.35 x 107* e 0 método de Newton-GMRES com F,. = 5.46 x 1075, Isto
acontece pois utilizamos como critério de parada a seguinte condicao:

1E (@)l < 7|l E(20) |2 + 7o,
e como 7, =7, = 1075, || F(x¢)||2 = 163.94 entdo terminamos as iteragoes quando
|F()]]2 < 1.65 x 107,

como ocorreu em ambos os métodos.
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[teracao

Frel

o

1.6394e+002

3.5466e+001

8.8664e+000

2.2166e+000

5.5415e-001

1.3854e-001

3.4634e-002

8.6586e-003

2.1647e-003

QOO | O Tt | W N —

5.4116e-004

—_
e}

1.3529e-004

Tabela 6: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a funcao de Powell
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Figura 11: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a funcao de Powell
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4.7 Funcao Quase-Linear de Brown

O sistema quase-linear de Brown é descrito por:

n
fi(x):xi+2xj—(n+1), 1<i<n,
j=1

fulz) = (Jﬂ%) -1

Sabemos que este sistema possui uma solugao z, = (o, @, ..., a,a' )" onde «
satisfaz na™ — (n + 1)a' + 1 = 0. Utilizando n = 500 e x¢ = (1/2,1/2,...,1/2)"
como aproximacao inicial, obtivemos os resultados apresentados na tabela 7 e nas
figuras 13 e 14.

Devemos observar que o método de Newton nao convergiu e o residuo relativo
nao linear ficou indeterminado a partir da primeira iteracao. Isto acontece porque
o Jacobiano é singular (a ultima linha é um vetor de zeros) em z, = (1,1,...,1)%,
que é a solucao para a qual o método deveria convergir. No entanto, o método
Newton-GMRES nao apresentou dificuldades.

5 Conclusao

Com base nos testes realizados percebemos que o método de Newton-GMRES obteve
um desempenho melhor que o método de Newton; realizou menor nimero de operagoes,
gastou muito menos tempo de execucao e apresentou os menores residuos.
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[teracao ‘ F.. ‘
0 5.5957e4003
1 Inf
2 Inf
40 Inf

| Iteragao Fro N. Iter. GMRES |
0 2.5025e+002 0
1 7.8250e-003 1
2 2.2255¢-003 2
3 6.0372e-004 2
4 1.5828e-004 2

Tabela 7: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a fun¢ao de Brown

Residuo N&o Linear Relativo

1072

10° :

Continua — Método de Newton
. Tracejada — Método Newton-GMRES

Il
2 25 3 35 4 45 5
Iteracdes

Figura 13: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a funcao de Brown
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Figura 14: Métodos de Newton e Newton-GMRES para a funcao de Brown

Os bons resultados apresentados mostram a importancia da alternativa de uti-

lizacao de métodos iterativos na resolucao do sistema linear necessiria no método
de Newton. E, entre estes métodos, o GMRES constitui-se numa boa escolha, apre-
sentando, na grande maioria dos testes, convergéncia rapida e resultados bastante
precisos.
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