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Introdu�
~ao:

Dias atr�as, sem querer, presen
iei uma 
onversa entre o gerente

de um Ban
o e um 
liente que queria apli
ar uma 
erta quantia de dinheiro.

O apli
ador estava ansioso em saber \ quanto tempo" levaria para dupli
ar

a quantia a ser apli
ada . Em tempos de juros baixos nas poupan�
as, ele

estranhou que levaria muitos anos para ter seu 
apital dupli
ado. O gerente

mostrou a ele a seguinte tabela:

i(% taxa de 
res
imento anual) 2 3 4 5

d(tempo de dupli
a�
~ao em anos ) 35 23; 333 17; 5 14

onde esse tempo d, segundo o gerente, era aproximado, por�em 
om maior


on�an�
a na aproxima�
~ao para as taxas anuais mais baixas. Desanimado o


liente agrade
eu e foi embora. Eu, muito 
urioso, me detive analisando a

tabela e notei que, em 
ada 
aso, o n�umero de anos vezes a taxa de apli
a�
~ao,

d� i, era muito pr�oxima de 70. Perguntei ao gerente 
omo havia obtido tais

tempos e ele me disse que \essa era uma regra usada em �nan�
as 
onhe
ida


omo a regra dos setenta ". Muito simples: dividindo 70 pela taxa i obt�em-

se o tempo desejado. O porquê de ser 70 ele n~ao sabia, mas sabia que dava


erto. Mais �a frente iremos justi�
ar o 
�al
ulo simplista do gerente nessa

regra.

Problemas semelhantes a este, onde se deseja saber o tempo de

dupli
a�
~ao de uma 
erta quantidade, o
orrem em toda parte. A seguir temos

outro, n~ao menos 
on
reto, em lugares onde h�a 
rises de abaste
imento de

todos os tipos e �e ne
ess�ario se saber o 
omportamento de 
ertas popula�
~oes

para n~ao 
riar o 
aos no futuro.

A popula�
~ao do M�exi
o era, em 1980, de aproximadamente 67,38

milh~oes de pessoas e passou para 78,59 milh~oes em 1986, tendo um 
res
i-

mento anual da ordem de 2,6% ao ano. O 
onhe
imento de tal 
res
imento,

exponen
ial 
omo se ver�a, pode levar a questionamentos do tipo: Em que

ano a popula�
~ao do M�exi
o ser�a o dobro da atual, supondo-se que tal taxa

de 
res
imento anual permane�
a 
onstante em 2,6% ao ano? O tempo
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de dupli
a�
~ao de uma quantidade que 
res
e exponen
ialmente �e o tempo

ne
ess�ario para que a quantidade dobre.

Um problema, n~ao t~ao aparentemente distante quanto o do M�e-

xi
o a
ima, pode o
orrer a qualquer momento 
onos
o ou 
om nossos �lhos,

quando temos que tomar rem�edios que podem nos 
ausar intoxi
a�
~oes, ou

provo
ar rea�
~oes al�ergi
as, dada a administra�
~ao su
essiva de doses e que

n~ao s~ao totalmente eliminadas do organismo.

Quando se d�a um medi
amento a um pa
iente, a droga entra

na 
orrente sangu

�

inea. Ao passar pelo f

�

igado e rins ela �e metabolizada e


ome�
a ser eliminada a uma taxa que depende da droga dada. Por exemplo,

para o antibi�oti
o ampi
ilina (substân
ia ativa), aproximadamente 40% da

droga remanes
ente �e eliminada a 
ada hora. Isso signi�
a que, �a 
ada hora

adi
ional, �e removida uma quantidade menor que na hora anterior, pois a

elimina�
~ao in
ide sempre sobre a quantidade de droga presente no organismo

num dado instante. Tal 
omportamento de de
res
imento �e do tipo expo-

nen
ial. Para muitos �ns, pode-se querer saber quanto tempo uma 
erta

dose ingerida de ampi
ilina (em mg) leva para ser reduzida �a sua metade.

Tal tempo �e 
onhe
ido 
omo meia vida da ampi
ilina no 
orpo do pa
iente.

A meia-vida de uma quantidade que de
ai exponen
ialmente �e o tempo

ne
ess�ario para que a quantidade se reduza por um fator meio.

Os três 
asos a
ima d~ao tamb�em uma id�eia da importân
ia da

Matem�ati
a e da sua apli
a�
~ao a problemas ligados a outras �areas de 
on-

he
imento, vindo de en
ontro a orienta�
~oes lo
alizadas nos PCN, Parâmetros

Curri
ulares Na
ionais. Subja
ente aos problemas aqu

�

i apresentados est�a o


on
eito de fun�
~ao exponen
ial e suas propriedades que ser~ao dis
utidas a

seguir.

A fun�
~ao exponen
ial geral

Diz -se que P �e uma fun�
~ao exponen
ial de t, de base a, onde 0 < a 6= 1,

se

P (t) = P

0

a

t

,

onde P

0

�e o valor de P em t = 0, e a �e o fator pelo qual P varia quando o

parâmetro t varia de uma unidade.

As fun�
~oes exponen
iais se dividem basi
amente em dois tipos (RPM 33,

p�ag. 25):

2



se 0 < a < 1 temos um de
aimento exponen
ial e se 1 < a temos um


res
imento exponen
ial.

Exemplo: A tabela abaixo d�a a popula�
~ao estimada do M�exi
o, entre

1980 e 1986.

Ano 1980 1981 1982 1983 1984 1985 1986

Popula�
~ao(milh~oes) 67; 38 69; 13 70; 93 72; 77 74; 66 76; 60 78; 59

Para re
onhe
er se uma dada tabela, 
omo a a
ima, 
orresponde a uma

fun�
~ao exponen
ial do tipo P (t) = P

0

a

t

, deve-se, de a
ordo 
om a de�ni�
~ao

de fun�
~ao exponen
ial de base a, veri�
ar se existem raz~oes 
onstantes entre

os valores igualmente espa�
ados de t. No 
aso em quest~ao, onde t = 0


orresponde ao ano 1986:

P (t + 1)

P (t)

= a ,

69; 13

67; 38

= a = 1; 023 =

70; 93

69; 13

=

72; 77

70; 93

= :::

o que vem justi�
ar que o 
res
imento, aproximado, da popula�
~ao do M�exi
o

era de 2,6% ao ano naquele per

�

iodo e, assim, do tipo exponen
ial. Uma

express~ao para tal 
res
imento �e dada ent~ao por: P (t) = 67; 38 (1; 026)

t

onde P (0) = 67; 38 milh~oes de habitantes.

Geralmente o 
res
imento exponen
ial �e des
rito em termos de taxas

em por
entagens: A popula�
~ao do M�exi
o 
res
e a uma taxa de 2,6% ao

ano; 40% da ampi
ilina �e removida a 
ada hora . Isso leva �a apresenta�
~ao

de f�ormulas alternativas, equivalentes, para a fun�
~ao exponen
ial em termos

dessas taxas: se r �e a taxa de 
res
imento, ent~ao a = 1 + r �e o fator de


res
imento e P (t) = P

0

(1+r)

t

= P

0

a

t

; se r �e a taxa de de
res
imento, ent~ao

a = 1�r �e o fator de de
aimento e P (t) = P

0

(1�r)

t

= P

0

a

t

: Neste formato,

a quantidade r �e 
omumente 
hamada de taxa de 
res
imento relativo ou

per
entual. Quando as fun�
~oes exponen
iais s~ao es
ritas em termos da base

a, a base mais 
omumente usada �e dada pelo n�umero e = 2; 71928::: e por

ser usada 
om muita frequên
ia, �e 
hamada de base natural. A fun�
~ao

exponen
ial de base e, y(t) = e

t

, �e 
onhe
ida 
omo \a fun�
~ao exponen
ial ".

�

E sabido que \para todo n�umero positivo a, podemos es
rever a = e

k

para algum k real. Se a > 1 ent~ao k > 0 e se 0 < a < 1 ent~ao k < 0 .\(Isso �e
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uma 
onsequên
ia do Teorema 4, p�ag. 25, RPM 33, do artigo \Cres
imento

linear e 
res
imento exponen
ial", por Elon L. Lima). Assim, o quadro abaixo

sintetiza as formas das fun�
~oes exponen
iais:

P = P

0

a

t

= P

0

(1 + r)

t

= P

0

e

kt

se a > 1 e k > 0 para 
res
imento,

P = P

0

a

t

= P

0

(1� r)

t

= P

0

e

�kt

se 0 < a < 1 e k > 0 para de
aimento exponen
ial.

A fun�
~ao logaritmo natural

De�ne-se a fun�
~ao logar

�

itmo natural de x, denotada por ln(x), 
omo

sendo a fun�
~ao inversa da exponen
ial e

x

.

\ O logar

�

itmo natural de x �e a potên
ia de e ne
ess�aria para se obter x:"

Assim y = ln(x) , x = e

y

:

Enquanto o dom

�

inio de e

x

�e o 
onjunto de todos os n�umeros reais, o de

ln(x) �e 
onstituido de todos os n�umeros reais que s~ao estritamente maiores

que zero.

A fun�
~ao logar

�

itmo natural pode apare
er tamb�em de�nida de outro

modo( vide o livro \Logar

�

itmos", por Elon L.Lima, da Cole�
~ao do Professor

de Matem�ati
a, SBM). Por�em, para os prop�ositos deste trabalho, a de�ni�
~ao

a
ima �e bastante pr�ati
a e ir�a ajudar a resolver o problema do tempo de

dupli
a�
~ao e o da meia-vida. J�a para a \Regra dos 70" ser�a ne
ess�aria uma

forma pr�ati
a de 
al
ular o valor num�eri
o do logar

�

itmo, mesmo que aproxi-

mado.Tal express~ao se en
ontra apresentada, 
om notas hist�ori
as, em RPM

26 , p�ag 6, e que foi obtida, por volta de 1665 , por I. Newton e �e a que se

segue:

ln(1 + x) = x�

x

2

2

+

x

3

3

�

x

4

4

+ :::: onde jxj < 1:

Tal express~ao, que tamb�em �e 
onhe
ida 
omo a S�erie de Taylor da fun�
~ao

ln (x) em torno de x = 1, permite 
al
ular os valores do logar

�

itmo de um

n�umero perto do 1 por meio de um polinômio em x, onde x �e a diferen�
a entre
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esse n�umero e o 1, desde que ela seja pequena.Tamb�em permite a seguinte

aproxima�
~ao:

ln(1 + x) � x , quando 0 � jxj << 1 .

Em tempo: o leitor mais atento e/ou rigoroso pode estar questionando

qu~ao pre
isa �e essa aproxima�
~ao, ou que tipo de erro pode ser 
ometido

quando se pro
ede assim. Para estimativas bastante pre
isas sobre tais erros

o leitor poder�a 
onsultar o livro \Cal
ulus", Mi
hael Spivak, 3

a

Ed., Publish

or Perish, In
,1994, em seu 
ap

�

itulo 4. Tal dis
uss~ao n~ao ser�a feita aqu

�

i dado

o 
ar�ater ingênuo que se pretende dar a esse tema.

O tempo de dupli
a�
~ao

Para se 
al
ular o tempo de dupli
a�
~ao, d, de uma quantidade que


res
e exponen
ialmente 
om o tempo, primeiramente nota-se que:

Teorema 1: Toda fun�
~ao que 
res
e exponen
ialmente tem um tempo

de dupli
a�
~ao �xo.

Demonstra�
~ao: Seja a > 1 e P (t) = P

0

a

t

uma tal fun�
~ao. Ela �e 
res
ente

e sua imagem �e o 
onjunto dos n�umeros reais positivos. Assim existe um

n�umero real positivo d tal que tal que a

d

= 2. Esse n�umero d �e o tempo de

dupli
a�
~ao, ou seja P (t+ d) = 2P (t) qualquer que seja o valor de P (t). De

fato

P (t+ d) = P

0

a

(t+d)

= (P

0

a

t

)(a

d

) = (P

0

a

t

):2 = 2P (t) :

A igualdade (P

0

a

t

)(a

d

) = (P

0

a

t

):2 ainda permite expli
itar o valor do d:

a

d

= 2 , d ln(a) = ln 2() d =

ln 2

ln a

(propriedade do ln ).

Tal resultado mostra que n~ao importa qual seja a quantidade ini
ial em

uma popula�
~ao, 
ujo 
res
imento �e exponen
ial, que tal quantidade sempre

dobrar�a depois de d unidades de tempo. Por�em tal tempo depende expli
i-

tamente da base a que determina o 
res
imento.

S~ao deixados aos leitores os seguintes exer


�

i
ios:

a) Obter resultado semelhante para a meia vida;

5



b) Mostrar, 
om os dados da tabela do 
res
imento popula
ional do

M�exi
o, que em 2007 sua popula�
~ao ser�a o dobro da de 1980. Logo seu

tempo de dupli
a�
~ao d = 27 anos.

O resultado a seguir estabele
e uma rela�
~ao entre o tempo de du-

pli
a�
~ao d e a taxa per
entual de 
res
imento, r, da popula�
~ao.

Corol�ario: Se P (t) = P

0

(1 + r)

t

, onde r > 0, ent~ao o tempo de du-

pli
a�
~ao d �e dado por

d =

ln 2

ln (1 + r)

:

Demonstra�
~ao: Basta tomar, no Teorema 1, a = 1 + r:

A \regra dos 70"

Chegou agora o momento de justi�
ar a regra dos 70:

\Para 
al
ular o tempo aproximado de dupli
a�
~ao de um inves-

timento( ou popula�
~ao) divida 70 pela taxa per
entual anual de

juros(ou de 
res
imento)."

O Teorema 1 garante que o tempo de dupli
a�
~ao n~ao depende da

quantidade ini
ial, mas, sim, da taxa e que esse tempo �e

d =

ln 2

ln (1 + r)

onde r (%) =

r

100

�e a taxa anual de 
res
imento.

Como ln 2 = 0; 693::: � 0; 70 e ln(1 +

r

100

) �

r

100

,

d �

0; 70

r

100

=

70

r

, 
omo estabele
ida pela regra dos 70.

Para �nalizar, a tabela seguinte, onde os valores reais e os aproximados

de 
res
imento popula
ional podem ser 
omparados, mostra que essa\regra

dos 70" �e uma aproxima�
~ao razoavelmente boa para tais 
�al
ulos aproxi-

mados quando as taxas de 
res
imentos s~ao bem pequenas.
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i ((%) taxa anual de 
res
imento) 2 3 4 5

d (tempo de dupli
a�
~ao, em anos) 35; 003 23; 450 17; 673 14; 207

70

i

(tempo de dupli
a�
~ao) 35; 000 23; 333 17; 500 14; 000

aproximado, em anos

Como se pode observar ao longo deste artigo, houve uma preo
upa�
~ao

muito maior 
om o tempo de dupli
a�
~ao do que 
om a meia-vida. Isso foi

proposital, apesar do t

�

itulo, visto que tudo o que se fez a
ima pode ser

refeito 
om as fun�
~oes exponen
iais de
res
entes e isso �e deixado ao leitor,

a
ompanhado das seguintes perguntas(que ele, ap�os efetuar seus 
�al
ulos,

poder�a tranquilamente responder):

1.) A regra dos 70 vale tamb�em para o 
�al
ulo aproximado da

meia-vida de uma popula�
~ao?

2.) Numa taxa m�edia anual de 6% ao ano, nas apli
a�
~oes �nan-


eiras, 
al
ule o tempo de dupli
a�
~ao, d; para essa taxa pelos dois

pro
essos: o\real" e pela\ regra dos 70".Compare-as.
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