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Quando de seu lancamento na década de 70, a Loteria Esportiva des-
pertava o imaginario coletivo com contos de fada sobre o enriquecimento
instantaneo de personagens até entao andnimos e histérias de terror sobre o
esfacelamento da vida social e afetiva destes mesmos protagonistas.

Embora um tanto decadente, os prémios oferecidos pelo Loteria Es-
portiva ainda sio vultosos o suficiente para muitos exercicios de imaginacao
e sonhos de fazer os treze pontos. Vou logo advertindo o leitor que este
artigo nao deve ajuda-lo a ganhar na loteria, mesmo porque nele, faco uma
simplificagao nao admitida pelo mundo da bola: ignoro resultados, ignoro
os times e jui’zes; olhamos os jogos como simples pontos indistinguiveis, sem
paixao, sem favoritismos. Mais ainda, as estratégias encontradas aplicam-se
a loterias imagindrias.

Vamos tentar olhar a Loteria Esportiva e outras possi’veis loterias baseadas
10 mesmo principio, sob o prisma da Teoria de Cédigos Corretores de Erros.
Utilizando apenas os conceitos basicos da teoria, vamos buscar estratégias
para otimizar o jogo na loteria esportiva. Apesar destas estratégias nao
poderem ser tteis para se ganahr na Loteria Esportiva (aquela da Caixa
Economica Federal), podemos oferecer um lucro de outra natureza: um
primeiro contato com codigos corretores de erros, uma teoria fértil, com
muitas ramificacées em matematica e diversas aplicacoes em engenharia.

1 Para que Cédigos?

Em intmeras situacoes, nao podemos transmitir informacoes in natura, do
modo como sao geradas e compreendidas, devido ao canal de transmissao.
O processo de projecao de um filme no cinema, por exemplo, preserva a
natureza da imagem, pois o projetor nada mais faz que iluminar e ampli-
ficar (através de facho de luz e das lentes) a informagao contida na pelicula,



imagens gravadas no celuléide. Se porventura o projetor estiver quebrado,
podemos ver o filme colocando a peli,cula contra um facho de luz, pois a
informacao contida na obra estd contida na pelicula em sua forma natu-
ral, na forma de imagens. Este mesmo filme pode ser armazenado em uma
fita magnética (video), de uma forma codificada: Nao adianta colocarmos a
pelicula do video sob um facho de luz, pois precisamos de algum aparelho que
decodifique seu sinal. Algo semelhante ocorre em transmissoes via satélite,
comunicacao digital e muitos outros canais, de uso cada vez mais intenso.
Um dos principais problemas existente na transmissao de informacao codi-
ficada (ndo confundir com criptografada) é a existéncia de interferéncias de
diversas naturezas que causam erros de transmissao: a informacgao recebida
nao é a informacao transmitida.

Os Codigos Corretores de Erro foram criados na década de 40 por Claude
Shanon para tratar com os problemas acarretados pelas interferéncias (ruidos)
dos canais de transmissao: como detectar a existéncia de erros e como
corrigi-los.

Comecemos entao com o trabalho propriamente dito, estudando a prin-
cipal familia de cédigos

2 (Cdbdigos Corretores de Erro

Vamos apresentar alguns conceitos realmente bésicos da Teoria de Codigos
Corretores de Erros. Ao leitor que se interessar pelo assunto e quiser apren-
der algo mais, recomendamos o livro de L.F. Voloch ([Vo]), uma introdugao
simples e bastante suscinta ao tema. Se depois disto o leitor quiser se
aprofundar no assunto, a referéncia inevitdvel é o livro enciclopédico de
MacWilliams e Sloane ([MS]), que contém tudo o que vamos apresentar
aqui (e quase tudo relacionado a esta teoria).

O conhecimento necessario para compreender os conceitos deste trabalho
é bastante elementar (para quem ji viu alguma vez na vida): as operacoes
aritméticas nos corpos finitos I, e rudimentos de dlgebra linear sobre estes
corpos. Como os conceitos que vamos usar de algebra linear sdo bastante
elementares, tudo o que foi visto em um curso regular de algebra linear
(sobre os reais ou complexos) aplica-se também quando estudamos espacos
vetoriais sobre corpos finitos. Mais ainda, quase todas as demonstragoes
que encontramos em um livro didatico qualquer de algebra linear podem
ser generalizadas apenas trocando os termos "R ou C” por ”K um corpo
qualquer”.

No entanto, caso vocé sinta-se inseguro com estas defini¢bes (e para



evitar que precise buscar alguma bibliografia auxiliar), pense em F, como
o conjunto dos simbolos {ﬁ, T,...,m} com duas operacoes, a soma e o
produto. Para somarmos T e ¥, fazemos a soma usual z + y, dividimos esta
pelo primo g e obtemos um resto inteiro r entre 0 e ¢ —1. Dizemos entao que
¥ =7T+7y. O produto 7 -y é definido de modo similar: fazemos o produto
usual z -y, dividimos por ¢, obtemos um resto r e definimos 7 = 7 + 7. Para
sanar qualquer dtuvida, vamos apresentar as tabelas com a soma e o produto
em [, e [F3, os Unicos casos que vamos realmente considerar neste trabalho.
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Conhecendo as operacoes, fica facil pensarmos em espacgos vetoriais sobre
corpos finitos: pense Fy como o conjunto das enuplas (Z1,...,ZTp) com cada
coordenada 7; € F,. Estes sao os vetores de Fg. Soma-se dois vetores
somando-se as coordenadas duas a duas

(517 7571) + (yb 7?71) = (fl +Y1,- T +yn) )

e multiplica-se um vetor (%1, ...,Z,) por um escalar A € [Fy multiplicando-se
cada uma das coordenadas

ATy Zn) = (A T1, e, X2 T)

Podemos com isto comegar a falar dos codigos propriamente ditos. Suponha,

que nosso canal de transmissao possa transmitir exatamente ¢ sinais distin-
tos. Vamos chamar este conjunto de sinais de alfabeto, cada sinal sendo uma,
letra do alfabeto. Frequentemente ¢ = 2 e vamos sempre assumir que ¢ seja
primo.

Vamos denotar por F, o corpo finito com g-elementos, de modo que
temos uma identificacdo bijetora entre nosso alfabeto e o corpo dado. Se
considerarmos o espago vetorial F/, podemos construir um vocabuldrio com
até ¢" palavras: a cada elemento x = (z1, 29, ..., z,) € Iy pode ser atribuido



um significado, e temos um codigo: buscamos o elemento z € Fy que ex-
pressa o significado desejado (codifica¢ao), transmitimos a informagao (as
coordenadas de z) e aquele que a recebe (pessoa ou equipamento) olha na
tabela de significados para dar sentido & mensagem (decodificagao).

No entanto, todo canal de comunicacao possui algum tipo de ruido
que causa erros na transmissdo, de modo que o sinal transmitido z =
(z1,x9,...,x,) € o sinal recebido y = (y1, y2, ..., yp) NA0 sa0 necessariamente
iguais.

Se todos os elementos de [y forem palavras do meu c6digo, nao podere-
mos nem ao menos detectar a existéncia de erros (nio se esqueca, estamos
tratando de linguagens sem seméantica). Para tratarmos deste tipo de pro-
blema necessitamos introduzir mecanismos de controle, o que, no nosso caso,
é feito pelos cédigos linares.

Um [n, d; q]-cddigo linear é um subespago vetorial d-dimensional C de [y
(com d < n). As palavras do nosso c6digo sio os ¢ elementos de C. Temos
diversos modos de descrever o sub-espaco C. Podemos descrevé-lo exibindo
uma base ou como o nucleo de uma transformacao linear : Fy — Fg_d. Tal
transformagao é representada por uma matriz H = (hij)(n, d)xns AUe neste
contexto é chamada de matriz de controle de paridade: um elemento z € Fy
pertence a C se e somente se
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hin—ayr hn—ay2 -+ Pm—an xn 0

Assumimos que d < n e observamos que de imediato, temos um modo
(falivel mas razodvel) para detectar erros. Ao recebermos uma palavra
y = (y1,...,yn) basta fazer o produto Hy” e temos certeza de haver algum
erro se tivermos Hy! # 0. Observamos também que temos de imediato um
custo para esta capacidade de deteccao de erros, pois ao invés de transmi-
tirmos apenas as d-coordenadas de um ponto (relativa a uma base de C),
temos que transmitir n, de modo que temos n — d coordenadas de controle.
Este é o embate natural entre interesses opostos na teoria de cédigos: o au-
mento na capacidade de detectar e corrigir erros versus o aumento de custo,
representado pela taza de informagio n/d.

J4 conseguimos tocar na questao de detecgao de erro, mas para falarmos
sobre correcdo precisamos saber "o quanto ” uma informagcao estd errada.
Para isto, consideramos a norma de Hamming em Fy, |z|; = ntmero de
coordenadas nao nulas de z. Como toda norma, esta define uma distancia:



dig (z,y) = |r —y|y . Temos entdo que se transmitirmos a palavra z e
recebermos a palavra y, a distancia de Hamming dy (z,y) é exatamente o
nimero de erros que ocorreu no processo de transmissao.

A distancia de Hamming admite um fendmeno extremamente interes-
sante para o desenvolvimento de uma teoria de cédigos: subespagos distintos
podem ter distancias distintas entre seus pontos. Consideremos por exemplo
o espago Fi. Os conjuntos

i = {(0,0,0,0),(1,0,0,0)}, V2=1{(0,0,0,0),(1,1,0,0)},
Vs ={(0,0,0,0),(1,1,1,0)}, Vi=1{(0,0,0,0),(1,1,1,1)},

sdo todos subespacos unidimensionais, mas os vetores de cada um destes
subespagos estao a distancia distinta um do outro, variando em ordem cres-
cente de 1 a 4.

Este fendomeno é quantificado pelo conceito de distancia minima ou peso
de um cédigo C, definido como W (C) = min{dy (z,y) |z,y € C}. Sendo C
subespago vetorial, temos que x — y € C sempre que z,y € C, de modo que
W (C) = min{|z|, |z € C}.

A capacidade de detecgao e correcao de um cédigo estd intimamente rela-
cionada & distAncia minima do codigo. Estamos supondo que a pertubacao
de nosso canal é gaussiana, ou seja, a cada letra transmitida tenho a mesma
probabilidade de ter algum erro e ésta é menor que 1/2 (do contrario, minha
linha de transmissido nao é confidvel, para usarmos um eufemismo). Como
cada palavra de meu c6digo tem n letras (a dimensao do espago ambiente
[ ), estamos querendo dizer que a probabilidade de recebermos exatamente
m + 1 letras erradas é menor que a de recebermos m letras erradas.

Se considerarmos

o [W((;)—l

—1
] = a parte inteira de %7

temos que, dado um ponto qualquer z € Fy, existe no maximo um ponto

z € C com dp (z,z) < e. De fato, suponha que existam z,y € C com
dy (z,2) < eedy (y,z) < e. Temos entao, pela desigualdade triangular que

dy (z,y) < dpg(z,2)+dy(z,)
< e+e
W) -1

contradizendo a minimalidade de W (C).
Vamos entdo supor que estamos trabalhando com um [n,d; g]-cédigo e
que este tenha distancia minima W = W (C). Transmitimos uma mensagem,



digamos =z = (z1,z2,...,2,) € recebemos uma mensagem, eventualmente
errada, digamos y = (y1,¥2,...,Yn). Vamos supor que o nimero de erros
seja menor que W. Temos entdo que o ntmero de de erros, ou seja, o
numero de coordenadas erradas é dado por

du (z,y) = |z —yly -

Vamos supor, como hipétese adicional, que o numero de erros é menor que
e, Ou seja,

dir (5,y) < e = [w] .

2

Temos entdo que podemos recuperar o ponto originalmente transmitido z:
este é o ponto de C mais proximo da mensagem recebida y, o inico ponto
de C cuja distancia a y é menor ou igual a e.

Vamos tentar descrever a situagao geometricamente. Dado um ponto = €
F? e r > 0 (na realidade, basta considerarmos r natural), a bola (fechada)

q
de centro z e raio r é o conjunto

By () = {y € Fy |dy (z,y) <r}.

Obviamente, para qualquer z € F!, By (z) = {z} e By (z) = F'. Ao

' q
%], temos que a familia {B. (z) |z € C} das bolas em

[y, centradas em pontos de C e de raio e sao todas disjuntas. Assim, se a
mensagem recebida y contiver no maximo e erros, temos que y pertence a
uma destas bolas, B, (), e corrigimos o erro de transmissao substituindo y
por z, o centro da bola que o contém.

Se x for a mensagem transmitida e a mensagem recebida y tiver mais
do que e erros, podem ocorrer duas situacoes: ou y nao pertence a qual-
quer uma das bolas da familia {B, (z) |z € C} ou entdo y € B, (z), com
z # x. No primeiro caso nio sabemos (a0 menos no ponto em que nos en-
contramos) como proceder; no segundo caso, interpretaremos a mensagem
de modo errado, atribuindo o valor equivocado z. No entanto, sob condigoes
razodveis (em que o erro é considerado aleatério), a probabilidade de ocor-
rermos neste tipo de equi’voco é relativamente pequena, e sob o ponto de vista
de aplicagoes praticas, pode-se ajustar os parametros envolvidos (n,d, q e e)
de modo a se conviver com 0s erros incorrigi’veis sem grandes prejui’zos a
aolicacao.

Vamos considerar dois exemplos.

tomarmos e = [

Exemplo: Consideremos ¢ = 2,n =4 e d = 1. Vamos considerar o melhor



[4,1;2] codigo possivel, o cédigo
1= {(07 0,0, 0) ) (17 L1, 1)} .

Obtemos entdo que W (C1) =4 e e = [252] = 1. Temos entdo as bolas

Bl((0,0,0,0)) = {(0707070)7(1707070
Bl((]-a]-a]-a]-)) = {(1717171)7(0717171

,(0,1,0,0),(0,0,1,0),(0,0,0,1)}
7(]‘707 ]‘7 ]‘) ? (]‘7 ]‘707 ]‘) ’ (]‘7 ]‘7 ]‘70)}

~— ~—

Observe que ambas as bolas sao disjuntas e contém, cada uma delas 5 pontos
de 3. Temos entdo que 6 = 2* — 2.5 pontos para os quais nao sio cobertos
por qualquer uma das bolas, pontos para os quais nao sabemos decidir o que
fazer. a

Exemplo: Consideremos agora ¢ = 2,n = 3 e d = a. Vamos considerar o
melhor [3, 1; 2] codigo possivel, o codigo

C, ={(0,0,0),(1,1,1)}.
Novamente obtemos que W (C2) = 3 e e = [251] = 1 e temos as bolas
disjuntas

B ((0,0,0)) = {(0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
B ((1,1,1)) = {(1,1,1),(0,1,1),(1,0,1),(1,1,0)}

Temos agora que cada uma das bolas contém 4 pontos e By ((0,0,0)) U
B1((1,1,1)) = F3. Em outras palavras, podemos escrever o espago ambi-
ente F3 como unido disjunta de bolas centradas em pontos do cédigo. Esta
situacdo, sob o ponto de vista de codigos, é ideal pois nao importa qual a
mensagem recebida y, sabemos sempre o que fazer com ela: se necessério,
trocamos y pelo centro da tnica bola (desta famﬂia) que o contém. E por
este motivo, que cddigos com esta propriedade sao ditos cddigos perfeitos. O

3 Loteria Esportiva

Todos conhecem a loteria esportiva, em que temos treze jogos, cada jogo com
trés opcoes: vitéria do time da casa (coluna 1), empata (coluna do meio) ou
vitéria do visitante (coluna 2). Podemos renomear os possiveis resultados
atribuindo o valor 0 & coluna 1, o valor 1 & coluna do meio e o valor 2 a



coluna 2. Temos com isto que o resultado da loteria pode ser representado
por um vetor (zi,z2,...,213), com z; € {0,1,2}, para todo ¢ = 1,2,...,13.
Além disto, cada vetor da forma (z1, 9, ...,z13) representa um possivel re-
sultado da loteria. Em outras palavras, estamos identificando os resulta-
dos da loteria esportiva com o espago IF%?’. Vamos supor que o jogo feito
seja x = (z1,%9,...,213) e o resultado apurado y = (y1,¥2,...,413). Como
saber quantos pontos fizemos? E simples, basta calcularmos a distancia
di (z,y) = |z — y|y, que mede exatamente quantas coordenadas dos dois
vetores sao distintas, ou seja, quantos jogos erramos. O nimero de pontos,
6bviamente, é 13 — dg (z,y).

Se fizermos uma aposta x e o resultado for y, fazermos 13 pontos quer
dizer que z = y, ou seja, d(z,y) = 0. Como podemos interpretar uma
aposta que faz doze pontos? Ora, doze pontos equivale a termos a dy (z,y)
- a distancia entre a aposta e o resultado - igual a 1. Em outras palavras,
se o resultado cair numa bola fechada de raio 1 da aposta - B; (x) - entao
podemos garantir que fizemos ao menos doze pontos (treze se o resultado for
o centro da bola). De modo similar, fazer ao menos 13 — n pontos significa
o resultado apurado cair numa bola de raio n centrada na aposta feita.

Como podemos ter certeza de acertar todos os 13 pontos? A tnica
possibilidade que nos déa a certeza de fazermos treze pontos é apostarmos
13 jogos triplos, fazendo o absurdo de 3'3 apostas. E para fazermos no
minimo 12 pontos? Uma possibilidade é fazermos 32 apostas: jogamos
triplo em todos os jogos a ndo ser em uma delas, um jogo simples. No
entanto, ¢ possivel buscar estratégias para garantir este mesmo resultado
com um nuamero significativamente menor de apostas e é isto que faremos
abaixo.

E f4cil contarmos o ntmero de pontos em uma bola fechada. Vamos
examinar as bolas centradas na origem, isto é, no ponto 0 = (0,0,...,0).
Nao perdemos qualquer generalidade pois podemos sempre transladar as
bolas & origem, ou seja, para qualquer z € ]Fé?’ e qualquer positivo r > 0,
temos que y € B, (z) se e somente se y — z € B, (0).

A bola unitéria de F}? centrada em 0 é o conjunto dos pontos que tem no
méximo uma coordenada nao nula. E ficil contd-los: Um ponto tem treze
coordnadas, cada uma delas com duas possibilidades distintas de 0, o que
d4 13 - 2 = 26 possibilidades. Somando-se a esta o préprio = temos 27 = 33
vetores na bola unitéria.

Para a bola de raio 2, devemos adicionar, aos 27 vetores ja encontrados,
aqueles que distam exatamente 2, ou seja, aqueles que tem exatamente duas
coordenadas nao nulas. Para escolhermos as coordenadas temos ()132 =

% Para cada uma destas duas coordenadas temos 2 possibilidades de elas



serem nao nulas o que perfaz 4 = 22 possibilidades. Temos entdo 22()132
vetores que distam exatamente 2 da origem. Obtemos com isto que B3 (0)
tem 1+2()131422()132 = 1426+ 312 = 339 vetores. E ficil continuarmos
computando e mostrar que uma bola de raio 0 < n < 13 tem exatamente
S 0 24()13i elementos.

Podemos examinar o nimero de elementos de cada bola na tabela abaixo
(# (By (x)) é o numero de elementos da bola e centro z e raio r):

r 01 ]2 3 4 5

8 (B, (z)) 1 271339 2.627 | 14.067 55.251
Fatores de 3 | 39 | 33 | 3 x 113 | 2.627 | 33 x 521 | 32 x 6139
r 6 7 8 9

8 (B, (z)) 165.080 | 384.720 714.200 | 1.080.300
Fatores de 3 | 165.080 | 3 x 128.240 | 714.200 | 3 x 360.100

r 10 11 12 13

b (B, (z)) 1.373.100 1.532.900 | 1.586.100 1.594.300
Fatores de 3 | 3 x 457.700 | 1.532.900 | 3 x 528.700 | 313

Observe que apenas em trés casos, a quantidade de elementos de uma
bola é poténcia de 3. Um dos casos é quando o raio é 13, e este nao nos
acrescenta qualquer informagao, apenas significa que se jogarmos treze jogos
triplos, entao com certeza acertaremos faremos treze pontos. O outro caso,
que também nao acrescenta qualquer informacao, é quando o raio é zero:
significa apenas que, se fizermos 3'3 = 1.594.300 jogos simples, cobriremos
todas as possibilidades e, com certeza, faremos treze pontos. O unico caso
interessante é do raio ser 1, quando a bola possui exatamente 3% = 27
elementos.

E ¢bvio que podemos particionar F5? em 3! conjuntos disjuntos, cada
um deles com 33 elementos, isto nio é suficiente: queremos particionar IF%3
em 30 = 59049 bolas disjuntas, cada uma delas de raio um. Observe que
# (B, (z)) ser divisor de 3'? é uma condigiio necessaria para podermos recobri
Fi3 com bolas disjuntas de raio r, ou seja, para encontrarmos um c6digo
perfeito. Quando esta condicdo nao for satisfeita, qualquer recobrimento
por bolas de mesmo raio necessariamente recobrird algum ponto ao menos
duas vezes. Isto significa que estamos, em um certo sentido, disperdicando
apostas, ou seja, estamos concorrendo a 12 ou 11 pontos em mais de um
cartao.

Para a infelicidade dos apostadores, niio é possivel construir um cédigo
perfeito (ndo trivial) em F3? (veja [MS, Teorema 33, cap. 6.10]). Podemos no



entanto nos perguntar quais variacoes da loteria esportiva admitem cédigos
perfeitos. E isto o que faremos na préxima segao.

4 Loterias com Cdédigos Perfeitos

O que entendemos por variacao de loteria esportiva? E simples, temos um
conjunto de n jogos, cada um dos jogos com ¢ possiveis resultados distintos e
um grande prémio para quem acerta os n resultados, um prémio menor para
quem acerta n — 1 resultados e, assim por diante, até n — k > 0 resultados.

Podemos considerar por exemplo, uma loteria de futebol com n jogos e
g = 3 resultados (vitéria empate ou derrota do time da casa). Vamos nos
restringir ao caso em que n = 11, essencialmente o dnico caso de loteria de
futebol no qual podemos, através da teoria de cédigos, podemos encontrar
um cédigo perfeito que nos garantird ao menos 9 = n—2 pontos com 3% apos-
tas. Em outras palavras, vamos construir um cddigo perfeito de dimensao
d = 6 sobre Fi! que corrige e = 2 erros.

Este cédigo é chamado de Cddigo de Golay Gy e sua construcao envolve
diversas etapas. Vamos antes de tudo particionar os naturais nao nulos e
menores que 11 em dois conjuntos:

Q
N = {2,6,7,8,10} = {néo—resi'duos quadrado médulo 11}

{1,3,4,5,9} = {resi’duos quadrados médulo 11}

ou seja, nos numeros que sao congruos ou ndo (médulo 11) a um ndmero
quadrado. Identificamos ainda Fi; com o corpo de Galois GF (11) das raizes
n-ésimas da identidade do modo natural, via a funcdo exponencial, ou seja,
a cada x # 0 associamos ¢TI, Ao nos restringirmos apenas aos elementos
de Fi1, obtemos um isomorfismo de corpos. Em outras palavras, estamos
considerando o conjunto das raizes n-ésimas da unidade

GF (11) = {ak|a — ¢ k=0,1,.., 10} .
Se considerarmos os polindmios

¢@)=[@-a) e n@=]] @-a"

reQ neN

1

temos que z'' — 1, o polinémio minimo de «, pode ser decomposto como

st —1=(z—-1)q(z)n(z).

10



Se consideramos o anel de polinémios I3 [z], e denotarmos por I o ideal
gerado por z'! —1, temos o anel quociente A = F3 [z] / (z!! — 1) = F3 [z] /1.
Se considerarmos em A os ideais ciclicos Z, gerado por ¢ (z) e Z,, gerado por
n (x), é facil ver que a mudanga de coordenada induzida por z — z? permuta
os ideais Z, e Z,, de modo que, cada um deles tem dimensao % (n+1)=6.

Sendo um anel, se considerarmos a operagio usual de soma em A, p (z) I+
q(z)I = (p+¢q)(z) I, e a restricao do produto aos polinémios constantes,
(M) (p(x)I) = Ap(z)I, vemos que A é um espaco vetorial sobre 5 e
qualquer ideal, em particular os ideais Z,; e Z,, sao sub-espagos vetorlals
E possivel demonstrar que Zy é um [11, 6 3]-cédigo com distancia minima
W (Zy) = 5. Em particular, como dois elementos de Z, distam um do outro
ao menos 5, temos que duas bolas distintas, centradas em elementos de Z,
e de raio 2 sao disjuntas. Seguindo um raciocinio andlogo ao feito na segao
3, obtemos que a bola de raio 2 centrada em um ponto, digamos a origem
0, possui um elemento que dista 0 da origem, o préprio centro, 22 = 2()111
elementos que distam 1, aqueles que tem exatamente uma coordenada nao
nula, e 220 = 22()112 elementos a distancia exatamente 2, aqueles que tem
precisamente duas coordenadas nao nulas. No total, temos que cada uma
destas bolas tem 1 + 22 + 220 = 243 = 3° elementos. Como 1, possui 36
elementos, temos que a unido destas bolas disjuntas contém 3°3% = 311 el-
ementos, ou seja, estas recobrem todo o anel A. Em outras palavras, Z, é
um cédigo perfeito em A.

Um raciocinio analogo pode ser feito de forma a obter outros cédigos de
Golay.

Se considerarmos, por exemplo o ideal gerado por z3 + z 4+ 1 no anel
Fy [#]/ (z7 + 1), obtemos um [7, 4; 2]-cédigo perfeito com distincia minima
3. Este codigo pode naturalmente ser identificado com um c6digo em FiL.
Neste caso, vamos ser explicitos. Basta considerarmos o subespagco de Fit
gerado pelos elementos

{(1,1,1,0,0,0,1),(0,0,0,1,1,1,0), (1,0,0,1,0,0,1) , (1,1,0,1,0,1,0) } .

Neste caso, como o c¢6digo é relativamente pequeno (somente 16 elementos),
podemos exibir explicitamente todos os seus elementos e ao leitor basta cons-
tatar que todos, com excessao do vetor nulo, tem ao menos 3 coordenadas
ndo nulas. Apresentamos os vetores do cédigo como aqueles que tem as
coordenadas dadas pelas colunas da matriz abaixo:
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0011110011 10O0O0T171
0110011010O011O0O0T1
010110101O01O0O0T1TQO0T1
01 010101O01O01O0T1O0T1
00110011001 1O0O0T11
0000111100001 1T171
0oo0o000O0OO0OT117T1T11111

Observe que este cédigo, construido em um espaco vetorial sobre o corpo
> nao se presta a uma loteria de futebol ou xadrez, jogos que admitem o
empate, mas apenas a jogos como basquete ou voleibol, que admitem apenas
dois resultados possiveis, vitéria ou derrota do time da casa.

Para estas loterias, existe uma classe de codigos perfeitos, bem mais
simples de serem descritos, chamados de Cddigos de Hamming. Para cada
inteiro r > 0, existem exatamente 2" naturais que podem ser escrito, no
sistema bindrio, como nimeros com no maximo r di,gitos. Escrevemos uma
matriz 7 x (2" — 1) (que denotamos por H,) em que a n-ésima coluna ¢ a
representacdo bindria de n. Obtemos que H, é uma matriz de posto r. De
fato, as r colunas associadas as potencias 2°,2% ...,2""! formam a matriz
identidade. Podemos assim concluir que as r linhas de H, sao linearmente
independentes e geram portanto um sub-espago C, de dimensao r. Se consi-
derarmos o complemento ortogonal de C;-, obtemos um subespaco vetorial
de dimensdo 2" — 1 — 7, um [2" —1,2" — 1 —r;2]-c6digo C;-. E possivel
mostrar que C;- tem distancia minima, W (CTJ-) = 3. Obtemos entao que
as bolas unitarias de F%T_I centradas em C;- sdo disjuntas. Em cada uma
destas 22" ~177 bolas temos exatamente 2" elementos, perfazendo na uniio
um total de 221 = 22'-1-79" elementos. Como F2 ~! tem (2)* ™' ele-
mentos, concluimos que C- é um [2" —1,2" — 1 —r;2]-cédigo perfeito que
corrige um erro.

Em resumo, em uma loteria esportiva de basquete com n = 2" — 1 jogos,
podemos fazer n—1 pontos com 22" 17" apostas, economizando 2" ! apostas
em relagao ao palpite usual: jogar duplo em todas as colunas exceto uma
delas.

Exemplo: Para r = 3 temos por exemplo a matriz

1 23 45 6 7
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1010101
H- = 0110011
0001111

e o cédigo de Hamming C;- é gerado pelas linhas da matriz

11100 00
1 11
H, = 0 0 0 0

01 01010

1101001
Neste caso, podemos ter certeza de acertar 6 dos setes jogos da loteria,
fazendo 24 jogos, ao invés de 26 jogos no palpite usual. O
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