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Quando de seu lan�amento na d�eada de 70, a Loteria Esportiva des-

pertava o imagin�ario oletivo om ontos de fada sobre o enriqueimento

instantâneo de personagens at�e ent~ao anônimos e hist�orias de terror sobre o

esfaelamento da vida soial e afetiva destes mesmos protagonistas.

Embora um tanto deadente, os prêmios ofereidos pelo Loteria Es-

portiva ainda s~ao vultosos o su�iente para muitos exer

�

iios de imagina�~ao

e sonhos de fazer os treze pontos. Vou logo advertindo o leitor que este

artigo n~ao deve ajuda-lo a ganhar na loteria, mesmo porque nele, fa�o uma

simpli�a�~ao n~ao admitida pelo mundo da bola: ignoro resultados, ignoro

os times e ju

�

izes; olhamos os jogos omo simples pontos indistinguiveis, sem

paix~ao, sem favoritismos. Mais ainda, as estrat�egias enontradas apliam-se

a loterias imagin�arias.

Vamos tentar olhar a Loteria Esportiva e outras poss

�

iveis loterias baseadas

no mesmo prin

�

ipio, sob o prisma da Teoria de C�odigos Corretores de Erros.

Utilizando apenas os oneitos b�asios da teoria, vamos busar estrat�egias

para otimizar o jogo na loteria esportiva. Apesar destas estrat�egias n~ao

poderem ser �uteis para se ganahr na Loteria Esportiva (aquela da Caixa

Eonômia Federal), podemos ofereer um luro de outra natureza: um

primeiro ontato om �odigos orretores de erros, uma teoria f�ertil, om

muitas rami�a�~oes em matem�atia e diversas aplia�~oes em engenharia.

1 Para que C�odigos?

Em in�umeras situa�~oes, n~ao podemos transmitir informa�~oes in natura, do

modo omo s~ao geradas e ompreendidas, devido ao anal de transmiss~ao.

O proesso de proje�~ao de um �lme no inema, por exemplo, preserva a

natureza da imagem, pois o projetor nada mais faz que iluminar e ampli-

�ar (atrav�es de faho de luz e das lentes) a informa�~ao ontida na pel

�

iula,
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imagens gravadas no elul�oide. Se porventura o projetor estiver quebrado,

podemos ver o �lme oloando a pel

�

iula ontra um faho de luz, pois a

informa�~ao ontida na obra est�a ontida na pel

�

iula em sua forma natu-

ral, na forma de imagens. Este mesmo �lme pode ser armazenado em uma

�ta magn�etia (v

�

ideo), de uma forma odi�ada: N~ao adianta oloarmos a

pel

�

iula do v

�

ideo sob um faho de luz, pois preisamos de algum aparelho que

deodi�que seu sinal. Algo semelhante oorre em transmiss~oes via sat�elite,

omunia�~ao digital e muitos outros anais, de uso ada vez mais intenso.

Um dos prinipais problemas existente na transmiss~ao de informa�~ao odi-

�ada (n~ao onfundir om riptografada) �e a existênia de interferênias de

diversas naturezas que ausam erros de transmiss~ao: a informa�~ao reebida

n~ao �e a informa�~ao transmitida.

Os C�odigos Corretores de Erro foram riados na d�eada de 40 por Claude

Shanon para tratar om os problemas aarretados pelas interferênias (ru

�

idos)

dos anais de transmiss~ao: omo detetar a existênia de erros e omo

orrigi-los.

Come�emos ent~ao om o trabalho propriamente dito, estudando a prin-

ipal fam

�

ilia de �odigos

2 C�odigos Corretores de Erro

Vamos apresentar alguns oneitos realmente b�asios da Teoria de C�odigos

Corretores de Erros. Ao leitor que se interessar pelo assunto e quiser apren-

der algo mais, reomendamos o livro de L.F. Voloh ([Vo℄), uma introdu�~ao

simples e bastante susinta ao tema. Se depois disto o leitor quiser se

aprofundar no assunto, a referênia inevit�avel �e o livro enilop�edio de

MaWilliams e Sloane ([MS℄), que ont�em tudo o que vamos apresentar

aqui (e quase tudo relaionado a esta teoria).

O onheimento neess�ario para ompreender os oneitos deste trabalho

�e bastante elementar (para quem j�a viu alguma vez na vida): as opera�~oes

aritm�etias nos orpos �nitos F

q

e rudimentos de �algebra linear sobre estes

orpos. Como os oneitos que vamos usar de �algebra linear s~ao bastante

elementares, tudo o que foi visto em um urso regular de �algebra linear

(sobre os reais ou omplexos) aplia-se tamb�em quando estudamos espa�os

vetoriais sobre orpos �nitos. Mais ainda, quase todas as demonstra�~oes

que enontramos em um livro did�atio qualquer de �algebra linear podem

ser generalizadas apenas troando os termos "R ou C " por "K um orpo

qualquer".

No entanto, aso voê sinta-se inseguro om estas de�ni�~oes (e para
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evitar que preise busar alguma bibliogra�a auxiliar), pense em F

q

omo

o onjunto dos s

�

imbolos

�

0; 1; :::; q � 1

	

om duas opera�~oes, a soma e o

produto. Para somarmos x e y, fazemos a soma usual x+ y, dividimos esta

pelo primo q e obtemos um resto inteiro r entre 0 e q�1. Dizemos ent~ao que

r = x + y. O produto x � y �e de�nido de modo similar: fazemos o produto

usual x � y, dividimos por q, obtemos um resto r e de�nimos r = x+ y. Para

sanar qualquer d�uvida, vamos apresentar as tabelas om a soma e o produto

em F

2

e F

3

, os �unios asos que vamos realmente onsiderar neste trabalho.

F

2

;

+ 0 1

0 0 1

1 1 0

� 0 1

0 0 0

1 0 1

F

3

;

+ 0 1 2

0 0 1 2

1 1 2 0

2 2 0 1

� 0 1 2

0 0 0 0

1 0 1 2

2 0 2 1

Conheendo as opera�~oes, �a f�ail pensarmos em espa�os vetoriais sobre

orpos �nitos: pense F

n

q

omo o onjunto das enuplas (x

1

; :::; x

n

) om ada

oordenada x

i

2 F

q

. Estes s~ao os vetores de F

n

q

. Soma-se dois vetores

somando-se as oordenadas duas a duas

(x

1

; :::; x

n

) + (y

1

; :::; y

n

) = (x

1

+ y

1

; :::; x

n

+ y

n

) ;

e multiplia-se um vetor (x

1

; :::; x

n

) por um esalar � 2 F

q

multipliando-se

ada uma das oordenadas

� (x

1

; :::; x

n

) =

�

� � x

1

; :::; � � x

n

�

.

Podemos om isto ome�ar a falar dos �odigos propriamente ditos. Suponha

que nosso anal de transmiss~ao possa transmitir exatamente q sinais distin-

tos. Vamos hamar este onjunto de sinais de alfabeto, ada sinal sendo uma

letra do alfabeto. Frequentemente q = 2 e vamos sempre assumir que q seja

primo.

Vamos denotar por F

q

o orpo �nito om q-elementos, de modo que

temos uma identi�a�~ao bijetora entre nosso alfabeto e o orpo dado. Se

onsiderarmos o espa�o vetorial F

n

q

, podemos onstruir um voabul�ario om

at�e q

n

palavras: a ada elemento x = (x

1

; x

2

; :::; x

n

) 2 F

n

q

pode ser atribuido
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um signi�ado, e temos um �odigo: busamos o elemento x 2 F

n

q

que ex-

pressa o signi�ado desejado (odi�a�~ao), transmitimos a informa�~ao (as

oordenadas de x) e aquele que a reebe (pessoa ou equipamento) olha na

tabela de signi�ados para dar sentido �a mensagem (deodi�a�~ao).

No entanto, todo anal de omunia�~ao possui algum tipo de ru

�

ido

que ausa erros na transmiss~ao, de modo que o sinal transmitido x =

(x

1

; x

2

; :::; x

n

) e o sinal reebido y = (y

1

; y

2

; :::; y

n

) n~ao s~ao neessariamente

iguais.

Se todos os elementos de F

n

q

forem palavras do meu �odigo, n~ao podere-

mos nem ao menos detetar a existênia de erros (n~ao se esque�a, estamos

tratando de linguagens sem semântia). Para tratarmos deste tipo de pro-

blema neessitamos introduzir meanismos de ontrole, o que, no nosso aso,

�e feito pelos �odigos linares.

Um [n; d; q℄-�odigo linear �e um subespa�o vetorial d-dimensional C de F

n

q

(om d � n). As palavras do nosso �odigo s~ao os q

d

elementos de C. Temos

diversos modos de desrever o sub-espa�o C. Podemos desrevê-lo exibindo

uma base ou omo o n�uleo de uma transforma�~ao linear : F

n

q

! F

n�d

q

. Tal

transforma�~ao �e representada por uma matriz H = (h

ij

)

(n�d)�n

, que neste

ontexto �e hamada de matriz de ontrole de paridade: um elemento x 2 F

n

q

pertene a C se e somente se

Hx

T

=

0

B

�

h

11

h

12

::: h

1n

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

h

(n�d)1

h

(n�d)2

::: h

(n�d)n

1

C

A

0

B

B

B

�

x

1

x

2

.

.

.

x

n

1

C

C

C

A

=

0

B

�

0

.

.

.

0

1

C

A

.

Assumimos que d < n e observamos que de imediato, temos um modo

(fal

�

ivel mas razo�avel) para detetar erros. Ao reebermos uma palavra

y = (y

1

; :::; y

n

) basta fazer o produto Hy

T

e temos erteza de haver algum

erro se tivermos Hy

T

6= 0. Observamos tamb�em que temos de imediato um

usto para esta apaidade de dete�~ao de erros, pois ao inv�es de transmi-

tirmos apenas as d-oordenadas de um ponto (relativa a uma base de C),

temos que transmitir n, de modo que temos n� d oordenadas de ontrole.

Este �e o embate natural entre interesses opostos na teoria de �odigos: o au-

mento na apaidade de detetar e orrigir erros versus o aumento de usto,

representado pela taxa de informa�~ao n=d.

J�a onseguimos toar na quest~ao de dete�~ao de erro, mas para falarmos

sobre orre�~ao preisamos saber "o quanto " uma informa�~ao est�a errada.

Para isto, onsideramos a norma de Hamming em F

n

q

, jxj

H

= n�umero de

oordenadas n~ao nulas de x. Como toda norma, esta de�ne uma distânia:
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d

H

(x; y) = jx� yj

H

. Temos ent~ao que se transmitirmos a palavra x e

reebermos a palavra y, a distânia de Hamming d

H

(x; y) �e exatamente o

n�umero de erros que oorreu no proesso de transmiss~ao.

A distânia de Hamming admite um fenômeno extremamente interes-

sante para o desenvolvimento de uma teoria de �odigos: subespa�os distintos

podem ter distânias distintas entre seus pontos. Consideremos por exemplo

o espa�o F

4

2

. Os onjuntos

V

1

= f(0; 0; 0; 0) ; (1; 0; 0; 0)g ; V

2

= f(0; 0; 0; 0) ; (1; 1; 0; 0)g ;

V

3

= f(0; 0; 0; 0) ; (1; 1; 1; 0)g ; V

4

= f(0; 0; 0; 0) ; (1; 1; 1; 1)g ;

s~ao todos subespa�os unidimensionais, mas os vetores de ada um destes

subespa�os est~ao a distânia distinta um do outro, variando em ordem res-

ente de 1 a 4.

Este fenômeno �e quanti�ado pelo oneito de distânia m

�

inima ou peso

de um �odigo C, de�nido omo W (C) = minfd

H

(x; y) jx; y 2 Cg. Sendo C

subespa�o vetorial, temos que x� y 2 C sempre que x; y 2 C, de modo que

W (C) = min fjxj

H

jx 2 Cg.

A apaidade de dete�~ao e orre�~ao de um �odigo est�a intimamente rela-

ionada �a distânia m

�

inima do �odigo. Estamos supondo que a pertuba�~ao

de nosso anal �e gaussiana, ou seja, a ada letra transmitida tenho a mesma

probabilidade de ter algum erro e �esta �e menor que 1=2 (do ontr�ario, minha

linha de transmiss~ao n~ao �e on��avel, para usarmos um eufemismo). Como

ada palavra de meu �odigo tem n letras (a dimens~ao do espa�o ambiente

F

n

q

), estamos querendo dizer que a probabilidade de reebermos exatamente

m+ 1 letras erradas �e menor que a de reebermos m letras erradas.

Se onsiderarmos

e =

�

W (C)� 1

2

�

= a parte inteira de

W (C)� 1

2

,

temos que, dado um ponto qualquer z 2 F

n

q

, existe no m�aximo um ponto

x 2 C om d

H

(x; z) � e. De fato, suponha que existam x; y 2 C om

d

H

(x; z) � e e d

H

(y; z) � e. Temos ent~ao, pela desigualdade triangular que

d

H

(x; y) � d

H

(x; z) + d

H

(z; x)

� e+ e

= W (C)� 1

ontradizendo a minimalidade de W (C).

Vamos ent~ao supor que estamos trabalhando om um [n; d; q℄-�odigo e

que este tenha distânia m

�

inimaW =W (C). Transmitimos uma mensagem,
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digamos x = (x

1

; x

2

; :::; x

n

) e reebemos uma mensagem, eventualmente

errada, digamos y = (y

1

; y

2

; :::; y

n

). Vamos supor que o n�umero de erros

seja menor que W . Temos ent~ao que o n�umero de de erros, ou seja, o

n�umero de oordenadas erradas �e dado por

d

H

(x; y) = jx� yj

H

.

Vamos supor, omo hip�otese adiional, que o numero de erros �e menor que

e, ou seja,

d

H

(x; y) � e =

�

W (C)� 1

2

�

:

Temos ent~ao que podemos reuperar o ponto originalmente transmitido x:

este �e o ponto de C mais pr�oximo da mensagem reebida y, o �unio ponto

de C uja distânia a y �e menor ou igual a e.

Vamos tentar desrever a situa�~ao geometriamente. Dado um ponto x 2

F

n

q

e r � 0 (na realidade, basta onsiderarmos r natural), a bola (fehada)

de entro x e raio r �e o onjunto

B

r

(x) =

�

y 2 F

n

q

jd

H

(x; y) � r

	

.

Obviamente, para qualquer x 2 F

n

q

, B

0

(x) = fxg e B

n

(x) = F

n

q

. Ao

tomarmos e =

h

W (C)�1

2

i

, temos que a fam

�

ilia fB

e

(x) jx 2 Cg das bolas em

F

n

q

, entradas em pontos de C e de raio e s~ao todas disjuntas. Assim, se a

mensagem reebida y ontiver no m�aximo e erros, temos que y pertene a

uma destas bolas, B

e

(x), e orrigimos o erro de transmiss~ao substituindo y

por x, o entro da bola que o ont�em.

Se x for a mensagem transmitida e a mensagem reebida y tiver mais

do que e erros, podem oorrer duas situa�~oes: ou y n~ao pertene a qual-

quer uma das bolas da fam

�

ilia fB

e

(x) jx 2 Cg ou ent~ao y 2 B

e

(z), om

z 6= x. No primeiro aso n~ao sabemos (ao menos no ponto em que nos en-

ontramos) omo proeder; no segundo aso, interpretaremos a mensagem

de modo errado, atribuindo o valor equivoado z. No entanto, sob ondi�~oes

razo�aveis (em que o erro �e onsiderado aleat�orio), a probabilidade de oor-

rermos neste tipo de equ

�

ivoo �e relativamente pequena, e sob o ponto de vista

de aplia�~oes pr�atias, pode-se ajustar os parâmetros envolvidos (n; d; q e e)

de modo a se onviver om os erros inorrig

�

iveis sem grandes preju

�

izos �a

aolia�~ao.

Vamos onsiderar dois exemplos.

Exemplo: Consideremos q = 2; n = 4 e d = 1. Vamos onsiderar o melhor
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[4; 1; 2℄ �odigo poss

�

ivel, o �odigo

C

1

= f(0; 0; 0; 0) ; (1; 1; 1; 1)g .

Obtemos ent~ao que W (C

1

) = 4 e e =

�

4�1

2

�

= 1. Temos ent~ao as bolas

B

1

((0; 0; 0; 0)) = f(0; 0; 0; 0) ; (1; 0; 0; 0) ; (0; 1; 0; 0) ; (0; 0; 1; 0) ; (0; 0; 0; 1)g

B

1

((1; 1; 1; 1)) = f(1; 1; 1; 1) ; (0; 1; 1; 1) ; (1; 0; 1; 1) ; (1; 1; 0; 1) ; (1; 1; 1; 0)g

Observe que ambas as bolas s~ao disjuntas e ont�em, ada uma delas 5 pontos

de F

4

2

. Temos ent~ao que 6 = 2

4

� 2 � 5 pontos para os quais n~ao s~ao obertos

por qualquer uma das bolas, pontos para os quais n~ao sabemos deidir o que

fazer. 2

Exemplo: Consideremos agora q = 2; n = 3 e d = a. Vamos onsiderar o

melhor [3; 1; 2℄ �odigo poss

�

ivel, o �odigo

C

2

= f(0; 0; 0) ; (1; 1; 1)g .

Novamente obtemos que W (C

2

) = 3 e e =

�

3�1

2

�

= 1 e temos as bolas

disjuntas

B

1

((0; 0; 0)) = f(0; 0; 0) ; (1; 0; 0) ; (0; 1; 0) ; (0; 0; 1)g

B

1

((1; 1; 1)) = f(1; 1; 1) ; (0; 1; 1) ; (1; 0; 1) ; (1; 1; 0)g

Temos agora que ada uma das bolas ont�em 4 pontos e B

1

((0; 0; 0)) [

B

1

((1; 1; 1)) = F

3

2

. Em outras palavras, podemos esrever o espa�o ambi-

ente F

3

2

omo uni~ao disjunta de bolas entradas em pontos do �odigo. Esta

situa�~ao, sob o ponto de vista de �odigos, �e ideal pois n~ao importa qual a

mensagem reebida y, sabemos sempre o que fazer om ela: se neess�ario,

troamos y pelo entro da �unia bola (desta fam

�

ilia) que o ont�em.

�

E por

este motivo, que �odigos om esta propriedade s~ao ditos �odigos perfeitos. 2

3 Loteria Esportiva

Todos onheem a loteria esportiva, em que temos treze jogos, ada jogo om

três op�~oes: vit�oria do time da asa (oluna 1), empata (oluna do meio) ou

vit�oria do visitante (oluna 2). Podemos renomear os poss

�

iveis resultados

atribuindo o valor 0 �a oluna 1, o valor 1 �a oluna do meio e o valor 2 �a
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oluna 2. Temos om isto que o resultado da loteria pode ser representado

por um vetor (x

1

; x

2

; :::; x

13

), om x

i

2 f0; 1; 2g, para todo i = 1; 2; :::; 13.

Al�em disto, ada vetor da forma (x

1

; x

2

; :::; x

13

) representa um poss

�

ivel re-

sultado da loteria. Em outras palavras, estamos identi�ando os resulta-

dos da loteria esportiva om o espa�o F

13

3

. Vamos supor que o jogo feito

seja x = (x

1

; x

2

; :::; x

13

) e o resultado apurado y = (y

1

; y

2

; :::; y

13

). Como

saber quantos pontos �zemos?

�

E simples, basta alularmos a distânia

d

H

(x; y) = jx� yj

H

, que mede exatamente quantas oordenadas dos dois

vetores s~ao distintas, ou seja, quantos jogos erramos. O n�umero de pontos,

�obviamente, �e 13� d

H

(x; y).

Se �zermos uma aposta x e o resultado for y, fazermos 13 pontos quer

dizer que x = y, ou seja, d (x; y) = 0. Como podemos interpretar uma

aposta que faz doze pontos? Ora, doze pontos equivale a termos a d

H

(x; y)

- a distânia entre a aposta e o resultado - igual a 1. Em outras palavras,

se o resultado air numa bola fehada de raio 1 da aposta - B

1

(x) - ent~ao

podemos garantir que �zemos ao menos doze pontos (treze se o resultado for

o entro da bola). De modo similar, fazer ao menos 13 � n pontos signi�a

o resultado apurado air numa bola de raio n entrada na aposta feita.

Como podemos ter erteza de aertar todos os 13 pontos? A �unia

possibilidade que nos d�a a erteza de fazermos treze pontos �e apostarmos

13 jogos triplos, fazendo o absurdo de 3

13

apostas. E para fazermos no

m

�

inimo 12 pontos? Uma possibilidade �e fazermos 3

12

apostas: jogamos

triplo em todos os jogos a n~ao ser em uma delas, um jogo simples. No

entanto, �e poss

�

ivel busar estrat�egias para garantir este mesmo resultado

om um n�umero signi�ativamente menor de apostas e �e isto que faremos

abaixo.

�

E f�ail ontarmos o n�umero de pontos em uma bola fehada. Vamos

examinar as bolas entradas na origem, isto �e, no ponto 0 = (0; 0; :::; 0).

N~ao perdemos qualquer generalidade pois podemos sempre transladar as

bolas �a origem, ou seja, para qualquer x 2 F

13

3

e qualquer positivo r � 0,

temos que y 2 B

r

(x) se e somente se y � x 2 B

r

(0).

A bola unit�aria de F

13

3

entrada em 0 �e o onjunto dos pontos que tem no

m�aximo uma oordenada n~ao nula.

�

E f�ail ont�a-los: Um ponto tem treze

oordnadas, ada uma delas om duas possibilidades distintas de 0, o que

d�a 13 � 2 = 26 possibilidades. Somando-se a esta o pr�oprio x temos 27 = 3

3

vetores na bola unit�aria.

Para a bola de raio 2, devemos adiionar, aos 27 vetores j�a enontrados,

aqueles que distam exatamente 2, ou seja, aqueles que tem exatamente duas

oordenadas n~ao nulas. Para esolhermos as oordenadas temos ()132 =

13!

11!2!

. Para ada uma destas duas oordenadas temos 2 possibilidades de elas

8



serem n~ao nulas o que perfaz 4 = 2

2

possibilidades. Temos ent~ao 2

2

()132

vetores que distam exatamente 2 da origem. Obtemos om isto que B

2

(0)

tem 1+2()131+2

2

()132 = 1+26+312 = 339 vetores.

�

E f�ail ontinuarmos

omputando e mostrar que uma bola de raio 0 � n � 13 tem exatamente

P

n

i=0

2

i

()13i elementos.

Podemos examinar o n�umero de elementos de ada bola na tabela abaixo

(℄ (B

r

(x)) �e o n�umero de elementos da bola e entro x e raio r):

r 0 1 2 3 4 5

℄ (B

r

(x)) 1 27 339 2:627 14:067 55:251

Fatores de 3 3

0

3

3

3� 113 2:627 3

3

� 521 3

2

� 6139

r 6 7 8 9

℄ (B

r

(x)) 165:080 384:720 714:200 1:080:300

Fatores de 3 165:080 3� 128:240 714:200 3� 360:100

r 10 11 12 13

℄ (B

r

(x)) 1:373:100 1:532:900 1:586:100 1:594:300

Fatores de 3 3� 457:700 1:532:900 3� 528:700 3

13

Observe que apenas em três asos, a quantidade de elementos de uma

bola �e potênia de 3. Um dos asos �e quando o raio �e 13, e este n~ao nos

aresenta qualquer informa�~ao, apenas signi�a que se jogarmos treze jogos

triplos, ent~ao om erteza aertaremos faremos treze pontos. O outro aso,

que tamb�em n~ao aresenta qualquer informa�~ao, �e quando o raio �e zero:

signi�a apenas que, se �zermos 3

13

= 1:594:300 jogos simples, obriremos

todas as possibilidades e, om erteza, faremos treze pontos. O �unio aso

interessante �e do raio ser 1, quando a bola possui exatamente 3

3

= 27

elementos.

�

E �obvio que podemos partiionar F

13

3

em 3

10

onjuntos disjuntos, ada

um deles om 3

3

elementos, isto n~ao �e su�iente: queremos partiionar F

13

3

em 3

10

= 59049 bolas disjuntas, ada uma delas de raio um. Observe que

℄ (B

r

(x)) ser divisor de 3

13

�e uma ondi�~ao neess�aria para podermos reobri

F

13

3

om bolas disjuntas de raio r, ou seja, para enontrarmos um �odigo

perfeito. Quando esta ondi�~ao n~ao for satisfeita, qualquer reobrimento

por bolas de mesmo raio neess�ariamente reobrir�a algum ponto ao menos

duas vezes. Isto signi�a que estamos, em um erto sentido, disperdi�ando

apostas, ou seja, estamos onorrendo a 12 ou 11 pontos em mais de um

art~ao.

Para a infeliidade dos apostadores, n~ao �e poss

�

ivel onstruir um �odigo

perfeito (n~ao trivial) em F

13

3

(veja [MS, Teorema 33, ap. 6.10℄). Podemos no

9



entanto nos perguntar quais varia�~oes da loteria esportiva admitem �odigos

perfeitos.

�

E isto o que faremos na pr�oxima se�~ao.

4 Loterias om C�odigos Perfeitos

O que entendemos por varia�~ao de loteria esportiva?

�

E simples, temos um

onjunto de n jogos, ada um dos jogos om q poss

�

iveis resultados distintos e

um grande prêmio para quem aerta os n resultados, um prêmio menor para

quem aerta n� 1 resultados e, assim por diante, at�e n� k > 0 resultados.

Podemos onsiderar por exemplo, uma loteria de futebol om n jogos e

q = 3 resultados (vit�oria empate ou derrota do time da asa). Vamos nos

restringir ao aso em que n = 11, essenialmente o �unio aso de loteria de

futebol no qual podemos, atrav�es da teoria de �odigos, podemos enontrar

um �odigo perfeito que nos garantir�a ao menos 9 = n�2 pontos om 3

6

apos-

tas. Em outras palavras, vamos onstruir um �odigo perfeito de dimens~ao

d = 6 sobre F

11

3

que orrige e = 2 erros.

Este �odigo �e hamado de C�odigo de Golay G

11

e sua onstru�~ao envolve

diversas etapas. Vamos antes de tudo partiionar os naturais n~ao nulos e

menores que 11 em dois onjuntos:

Q = f1; 3; 4; 5; 9g =

n

res

�

iduos quadrados m�odulo 11

o

N = f2; 6; 7; 8; 10g =

n

n~ao-res

�

iduos quadrado m�odulo 11

o

ou seja, nos n�umeros que s~ao ongruos ou n~ao (m�odulo 11) a um n�umero

quadrado. Identi�amos ainda F

11

om o orpo de Galois GF (11) das ra

�

izes

n-�esimas da identidade do modo natural, via a fun�~ao exponenial, ou seja,

a ada x 6= 0 assoiamos e

ix

2�

11

. Ao nos restringirmos apenas aos elementos

de F

11

, obtemos um isomor�smo de orpos. Em outras palavras, estamos

onsiderando o onjunto das ra

�

izes n-�esimas da unidade

GF (11) =

n

�

k

j� = e

i

2�

11

; k = 0; 1; :::; 10

o

.

Se onsiderarmos os polinômios

q (x) =

Y

r2Q

(x� �

r

) e n (x) =

Y

n2N

(x� �

n

)

temos que x

11

� 1, o polinômio m

�

inimo de �, pode ser deomposto omo

x

11

� 1 = (x� 1) q (x)n (x) .

10



Se onsideramos o anel de polinômios F

3

[x℄, e denotarmos por I o ideal

gerado por x

11

�1, temos o anel quoiente A = F

3

[x℄ =

�

x

11

� 1

�

= F

3

[x℄ =I.

Se onsiderarmos em A os ideais 

�

ilios I

q

gerado por q (x) e I

n

gerado por

n (x), �e f�ail ver que a mudan�a de oordenada induzida por x 7! x

2

permuta

os ideais I

q

e I

n

, de modo que, ada um deles tem dimens~ao

1

2

(n+ 1) = 6.

Sendo um anel, se onsiderarmos a opera�~ao usual de soma emA, p (x) I+

q (x) I = (p+ q) (x) I, e a restri�~ao do produto aos polinômios onstantes,

(�I) (p (x) I) = �p (x) I, vemos que A �e um espa�o vetorial sobre F

3

e

qualquer ideal, em partiular os ideais I

q

e I

n

, s~ao sub-espa�os vetoriais.

�

E poss

�

ivel demonstrar que I

q

�e um [11; 6; 3℄-�odigo om distânia m

�

inima

W (I

q

) = 5. Em partiular, omo dois elementos de I

q

distam um do outro

ao menos 5, temos que duas bolas distintas, entradas em elementos de I

q

e de raio 2 s~ao disjuntas. Seguindo um raio

�

inio an�alogo ao feito na se�~ao

3, obtemos que a bola de raio 2 entrada em um ponto, digamos a or

�

igem

0, possui um elemento que dista 0 da or

�

igem, o pr�oprio entro, 22 = 2()111

elementos que distam 1, aqueles que tem exatamente uma oordenada n~ao

nula, e 220 = 2

2

()112 elementos a distânia exatamente 2, aqueles que tem

preisamente duas oordenadas n~ao nulas. No total, temos que ada uma

destas bolas tem 1 + 22 + 220 = 243 = 3

5

elementos. Como I

q

possui 3

6

elementos, temos que a uni~ao destas bolas disjuntas ont�em 3

5

3

6

= 3

11

el-

ementos, ou seja, estas reobrem todo o anel A. Em outras palavras, I

q

�e

um �odigo perfeito em A.

Um raio

�

inio an�alogo pode ser feito de forma a obter outros �odigos de

Golay.

Se onsiderarmos, por exemplo o ideal gerado por x

3

+ x + 1 no anel

F

2

[x℄ =

�

x

7

+ 1

�

, obtemos um [7; 4; 2℄-�odigo perfeito om distânia m

�

inima

3. Este �odigo pode naturalmente ser identi�ado om um �odigo em F

11

2

.

Neste aso, vamos ser expl

�

iitos. Basta onsiderarmos o subespa�o de F

11

2

gerado pelos elementos

f(1; 1; 1; 0; 0; 0; 1) ; (0; 0; 0; 1; 1; 1; 0) ; (1; 0; 0; 1; 0; 0; 1) ; (1; 1; 0; 1; 0; 1; 0)g .

Neste aso, omo o �odigo �e relativamente pequeno (somente 16 elementos),

podemos exibir expliitamente todos os seus elementos e ao leitor basta ons-

tatar que todos, om exess~ao do vetor nulo, tem ao menos 3 oordenadas

n~ao nulas. Apresentamos os vetores do �odigo omo aqueles que tem as

oordenadas dadas pelas olunas da matriz abaixo:
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0

B

B

B

B

B

B

B

B

�

0 0 1 1 1 1 0 0 1 1 1 0 0 0 1 1

0 1 1 0 0 1 1 0 1 0 0 1 1 0 0 1

0 1 0 1 1 0 1 0 1 0 1 0 0 1 0 1

0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1

0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1

0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1

1

C

C

C

C

C

C

C

C

A

Observe que este �odigo, onstru

�

ido em um espa�o vetorial sobre o orpo

F

2

n~ao se presta a uma loteria de futebol ou xadrez, jogos que admitem o

empate, mas apenas a jogos omo basquete ou voleibol, que admitem apenas

dois resultados poss

�

iveis, vit�oria ou derrota do time da asa.

Para estas loterias, existe uma lasse de �odigos perfeitos, bem mais

simples de serem desritos, hamados de C�odigos de Hamming. Para ada

inteiro r � 0, existem exatamente 2

r

naturais que podem ser esrito, no

sistema bin�ario, omo n�umeros om no m�aximo r d

�

igitos. Esrevemos uma

matriz r � (2

r

� 1) (que denotamos por H

r

) em que a n-�esima oluna �e a

representa�~ao bin�aria de n. Obtemos que H

r

�e uma matriz de posto r. De

fato, as r olunas assoiadas �as potenias 2

0

; 2

1

; :::; 2

r�1

formam a matriz

identidade. Podemos assim onluir que as r linhas de H

r

s~ao linearmente

independentes e geram portanto um sub-espa�o C

r

de dimens~ao r. Se onsi-

derarmos o omplemento ortogonal de C

?

r

, obtemos um subespa�o vetorial

de dimens~ao 2

r

� 1 � r, um [2

r

� 1; 2

r

� 1� r; 2℄-�odigo C

?

r

.

�

E poss

�

ivel

mostrar que C

?

r

tem distânia m

�

inima W

�

C

?

r

�

= 3. Obtemos ent~ao que

as bolas unit�arias de F

2

r

�1

2

entradas em C

?

r

s~ao disjuntas. Em ada uma

destas 2

2

r

�1�r

bolas temos exatamente 2

r

elementos, perfazendo na uni~ao

um total de 2

2

r

�1

= 2

2

r

�1�r

2

r

elementos. Como F

2

r

�1

2

tem (2)

2

r

�1

ele-

mentos, onlu

�

imos que C

?

r

�e um [2

r

� 1; 2

r

� 1� r; 2℄-�odigo perfeito que

orrige um erro.

Em resumo, em uma loteria esportiva de basquete om n = 2

r

� 1 jogos,

podemos fazer n�1 pontos om 2

2

r

�1�r

apostas, eonomizando 2

r�1

apostas

em rela�~ao ao palpite usual: jogar duplo em todas as olunas exeto uma

delas.

Exemplo: Para r = 3 temos por exemplo a matriz

1 2 3 4 5 6 7

12



H

?

r

=

0

�

1 0 1 0 1 0 1

0 1 1 0 0 1 1

0 0 0 1 1 1 1

1

A

e o �odigo de Hamming C

?

r

�e gerado pelas linhas da matriz

H

r

=

0

B

B

�

1 1 1 0 0 0 0

1 0 0 1 1 0 0

0 1 0 1 0 1 0

1 1 0 1 0 0 1

1

C

C

A

.

Neste aso, podemos ter erteza de aertar 6 dos setes jogos da loteria,

fazendo 2

4

jogos, ao inv�es de 2

6

jogos no palpite usual. 2
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