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Abstract

En este trabajo presentamos algunos criterios de optimalidad global
en programacién no lineal.

1 Introduccion

Son bien conocidas las condiciones necesarias de optimalidad en progra-
macién matematica, en particular, las llamadas reglas de multiplicadores,
explicitamente las de Lagrange y Karush-Kuhn-Tucker (K-K-T), ver por
ejemplo [15],[2], [3]. Estas reglas son sélo necesarias, es decir, si z* es una
solucion 6ptima entoces ella debe satisfacer ciertas ecuaciones (los llamados
sistemas de Lagrange o K-K-T), las deficiencias naturales en estas condi-
ciones de optimalidad son:

1. el carédcter local y no global,

2. no son conclusivas.

Asi, es necesario un analisis mds profundo para decidir cuales de los
puntos extremos es en efecto una solucién 6ptima. Usualmente, para alcan-
zar los objetivos anteriores, se utilizan criterios de segundo orden o mayor
[1],12],[3], lo cual exige un grado mayor de diferenciabilidad de las funciones
involucradas en el problema, o se impone convexidad (o variantes) sobre las



funciones que definen el problema. Pero, es deseable tener criterios practicos
que nos permitan concluir si un punto satisfaciendo las condiciones nece-
sarias, es en efecto un 6ptimo global. Vamos presentar tres caminos posibles
para responder esta pregunta : problemas invexos, representacién integral y
finalmente una caracterizacion topolédgica. La nocién de invexidad es rela-
tivamente reciente, fue introducida por Hanson [16] . Dado el caracter local
del cédlculo diferencial, en contraposicién del calculo integral, el cual es ttil
sobre conjuntos compactos y no vacios, y por lo tanto tiene un caricter més
global, su utilizacién en la problematica de optimizacion global es natural, y
como las integrales no exigen diferenciabilidad de las funciones, el espectro
de uso es mayor. La caracterizaciéon topoldgica que daremos no exige la
continuidad usual de funciones, pero exige lo que llamaremos continuidad
por niveles, asi su uso en optimizacion global es mayor.

2 Preliminares

En esta seccién vamos a recordar algunos resultados necesarios para las
préximas secciones, como también estableceremos las notaciones que uti-
lizaremos en el curso del trabajo.

El problema bésico en programacién no lineal (PNL) puede ser colocado
de la siguiente manera: Dados un subconjunto U C R” no vacio y una
funcién f: U — R queremos determinar z* tal que solucione

Minimizar f(z)
sujeto a zeU, (PM)

es decir, tal que z* € U y f(z*) < f(x) para todo z € U. En el caso que

U={z€R" [ fi(z) <OVi=1.p} (1)

es bien conocido el siguiente resultado de condiciones necesarias de optimal-
idad.

Teorema 1 :  (Karush-Kuhn-Tucker) Sea z* una solucion dptima
(local o global) de (PM) con el conjunto U dado por (1) y que una condicion
de reqularidad sea satisfecha. Entonces, existen escalares X\j,i = 1,...,p,
tales que

Vi@ +Y AVl = 0; (2)
1=1



Ao > 0,i=1,..,p; (3)
Aifi(z®) = 0,i=1,..,p. (4)

Existen en la literatura varias condiciones de regularidad, quizéas las mas
conocidas sean las siguientes

1. Condicién de Slater,
2. Condicién de Mangasarian-Fromovitz.

Usando el formalismo Lagrangeano, el sistema de ecuaciones (3-4) es
reescrito de la siguiente forma

Vi L£(z*,A) = 0; (5)
i > 0, i=1,..,p; (6)
Afia®) = 0, i=1,..p )

Donde £ : R* x RP — R es la funcion de Lagrange, la cual es definida
como

£(z,\) = f(@) + Y Nifilx)
i1

y A= (A1,...,Ap) € RP. Un punto estacionario de la Lagrangeana (es decir,
un punto z tal que V,£(z, A) = 0) es llamado un punto extremo de (PM).
El sistema (3)-(4) recibe el nombre de sistema de Karush-Kuhn-Tucker.

Definicién 1 : Si f: X C IR" — [0,00) es una funcién y « € (0, 00),
entonces:
1. Definimos el a— nivel de f por
{fza} =Laf ={z e X / f(z) 2 a}.
Observe que o < B = Lo f 2 Lgf.
2. xp € X se dice un punto de maximo local proprio de f si

0 < f(zo) < sup f(z) paratodo z € U.
reX

y existe una vecindad U de zg tal que

f(:l)') < f(IO)a



Definicién 2 : (Limites de Kuratowski) Sea {A, }n,en una sucesién
de subconjuntos de X C IR", entonces definimos el limite superior en el
sentido de Kuratowski de la sucesién { Ay, }nemn, denotado limsup A,,, como

limsup A,, = ﬁ U Ay

n=1k>n

y el limite inferior en el sentido de Kuratowski de la sucesion {4, }nemw,
denotado liminf A,,, como

liminf A, = (1) | A&,

H keH

donde H denota un subconjunto cofinal arbitrario de IV y la interseccion
es sobre todo los H. Recordamos que H es un subconjunto cofinal de IN si
Vn € IN, 3m € H tal que m > n.

Si liminf A,, = limsup A,, = A, entonces diremos que A es el limite de la
sucesién {A;, }nemv, 0 que la sucesién {A, } e converge a A (en el sentido
de Kuratowski), y se escribe

A=1lmA,
donde A, LYY
Observacién 1 : liminf A, C limsup 4,

Observacion 2 : liminf A, y limsup A,, son subconjuntos cerrados
de X.

Definicion 3 : Sea f: X C IR" — [0,00) y M = sup,cx f(z) (el
cual puede ser +00). Dicemos que f es continua por niveles si o, = o =
L, f LA L. f para todo a € (0, M).

Los siguientes ejemplos muestran que la continuidad usual y la con-
tinuidad por niveles son independientes.

Ejemplo 1 : Sea X =[0,1] C IR. Defina f : X — [0,00) por
11—z seOSxS%,

flz) =

<z <l.

D=

1
556



Es claro que f es continua sobre X. Por otro lado, tomando o) = % + =,

p > 2, tenemos que

=

1 1]
2 p”

P O Il ol 11— 1 _
para todo p. Asi, limsup Ly, f = ﬂp:l Ukzp[o’ 5 — 1 =10, 3], pero L%f =

[0,1]. Consecuentemente, f no es continua por niveles.

Lapf = [0,

Ejemplo 2 : Tome X =[0,1] € IR. Defina f : X — [0,00) por

lsex=1,

flz) =
0 sex #1.

Entonces, f no es continua sobre [0,1]. Pero, para cada « € (0,1), tenemos
Lqf = 1. Por lo tanto, f es continua por niveles.

3 Condiciones suficientes de optimalidad para prob-
lemas invexos

La nocién de funcion invexa fue introducida por Hanson [16],[17]. Esta clase
de funciones es interesante, pues las cldsicas condiciones necesarias de opti-
malidad de Karush-Kuhn-Tucker son también suficientes.

Definicién 4 : Sean Q un subconjunto abierto, no vacio de R" y la
funcion f:Q — R diferenciable. La funcion f se dice tnvexa en u € §Q si
existe una funcion n: Q x Q@ — R” tal que

f(x) = f(u) 2< V f(u),n(z,u) >

parae cada x € Q. Dicemos, simplemente, que f es invera , si lo es en todo
u € €.

Note que si f es una funcién convexa diferenciable, en particular, f es
invexa: basta tomar n(z,u) = x — u.

Antes de enunciar y demostrar el teorema de las condiciones suficientes
de optimalidad para el programa invexo (es decir, cuando todas las fun-
ciones en (P) son invexas, para una misma funcién 7)), necesitaremos de los
siguientes lemas:

Lema 1 : Una funcién [ es invexa en Q si y solamente si todo punto
estacionario de f es punto de minimo global.



Demostracion : Suponga f invexa en £ y sea u un punto estacionario
de f, es decir,V f(u) = 0. De la definicién de invexidad, se sigue que

f(@) = fu) 2<0,n(z,u) >=0,

y, por lo tanto, f(u) < f(x) para todo = € €2 asi, u es minimo global de f.
Por otro lado, suponga que todo punto estacionario de f es punto de
minimo global.
Ahora, definamos:

|f () = f(u)] .
n(z,u) = va()SIVf(u);Ao

0, caso contrario.

Si Vf(u) =0, entonces < Vf(u),n(z,u) >=0< f(z) — f(u), pues u es
punto de minimo global.

Si Vf(u) # 0, entonces < Vf(u),n(z,u) >= f(z) — f(u)

Asi, en cualquier caso, la funcion f es invexa. I

Lema 2 : Si para cada i = 1,...,p tenemos A\; > 0 y las funciones
fi son invezas para una misma funcion n, entonces la funcion Y | \;f; es
mnvexa.

Demostracion : De la definicién de invexidad se sigue que

fi(z) — fi(u) >< Vfi(u),n(z,u) >,i=1,...,p.

Como \; > 0 para todo A; > 0, tenemos que

Ailfi(z) = fi(u)) >< NV fi(u),n(z,u) >,i=1,...,m.

Sumando sobre los indices ¢ obtenemos

p

p
D o Nifil@) = Aifilu Z NV fi(u),n(z,u) > .
=1

=1

Por lo tanto,

p p
> Aifi(x) =Y Aifi(u) 2< V] ZA fi(w)]n(,u) >
=1 =1

=1



Luego, la funcién Y 7, X;f; es invexa. i
Ahora, estamos en condicién de enunciar y demostrar el siguiente resul-
tado.

Teorema 2 : (Condiciones suficientes de optimalidad para el pro-
grama invezro) Suponga que x* sea un punto factible para (PM) y que las
funciones fo, fi sean invexas en x* para una misma funcion n y que existan
multiplicadores \; € R, 1 =1, ..., p, tal que las condiciones de Karush- Kuhn-
Tucker son satisfechas en x* . Entonces z* es un punto de minimo global
para (PM).

Demostracién : Por el lema anterior, la funcién fo + > 0 | Aif; es
invexa en z* y de las condiciones de Karush- Kuhn- Tucker, se sigue que z*
es punto estacionario de fo + > 7 | A;f;. Entonces, por el Lema 1 , z* es
punto de minimo global de fo + >_F | X; fi. De este modo,

p
z)+ Y Aifix) > folw +2Afl ),
=1

para todo punto factible para (PM).
Pero \;fi(z*) = 0 para todo indice i y, por lo tanto,

) + Z Nifi(z) = fola®),
de donde se obtiene que

fo(z) > fo(z"),
pues \;fi(x) < 0 para todo x factible para (PM).
Luego, z* es solucién global de (PM).
Considere el problema
Minimizar fy(x)
sujeito a  fi(z) <0,i =1,...,p, (P1)

donde las funciones f; son diferenciables en el conjunto de restricciones U =

{z e R" /] fi(z) <0V i=1,..p}. Las condiciones de K-K-T en un punto
estacionario z* € U son:

Vio(z®) +y VF(«’L‘*) =

"Fa") =

?

?

A%
o o o

?

Yy
F f17f27"'7fp)7

—~~



para algin y € RP.
Con relacién al problema (PM), fo(xz) y F(z) son funciones invexas en
x* € U con respecto a un 7(z,z*), n € R", si para todo z € U

fo(z) = f(&*) = n(z,2")"V fo(a")

F(z) — F(z*) > n(z, .’L‘*)tVF(LE*).

Observe que la invexidad definida aqui es en un punto z* (como también
son las condiciones de K-K-T'), no necesariamente podemos afirmar que un
minimo local en U es un minimo global en U.
Dados z e z* € U, podemos calcular el vector n(z,z*) usando progra-

macién lineal.

Minimizar by

sujeto a Ay =c (P2)

y =0,

donde

| (@) — fy(a) ]

Vio(z*) Vfi(z*) Viaz*) .. .. Vfp(a*)
A= 0 fla®)  fola®) e fpla®)
1 0 0 0

y ¢ = (0,0,...,1)%.

Las restricciones de (P2) son satisfechas por un punto de K-K-T, z*.
Por lo tanto, para cualquier valor fijo de z el problema anterior tiene una
solucién éptima, pues y es acotado.

Considere ahora el problema dual de (P2)

Maximizar c'n
sujeto a Alp < b, (P3)

que pode ser reescrito como

Maximizar 7, o
sujeto a Alp <b, (P4)



observe que el conjunto de restricciones de (P4) puede ser escrito como

V(@) n+nne < folz) — folz®)
Vi) n+ fil@)n, < file) = fi(z?)
Vi@ + fola®)n, < folz) — fplz®)

donde 1 = (171,73, .-, 71,,)".

Como fi(z*) <0 parai = 1,2,...,m, entonces tenemos que f;(z) y fo(x)
serdn invexas en z* para un « dado si 7, > 0y fi(z*)n,, > 0, para
1 = 1,...,p. Si esto ocurre podemos afirmar que z* es un minimo local, si
este tipo de solucién ocurre para todo = € U entonces podemos afirmar que
z* es un minimo global.

El siguiente ejemplo ilustra una situacién donde z* es un minimo global.

Ejemplo 3 : Considere el siguiente problema

Min  fo(x) = z1 — sin(xs)

sujeto a
fi(z) = sin(z;) — 4sin(z2) <0
fa(z) = 2sin(z1) + Tsin(z2) + 21 — 6 <0
fa3(x) =2z + 229 —3<0
fa(z) = 4z + 425 -9 <0
f5(z) = —sin(z;) <0
fo(z) = —sin(z2) <0

La regién factible descrita por estas restricciones como también las curvas
de nivel de la funcién son mostradas en la Figura 1 abajo.
Todas las funciones anteriores satisfacen la definicion de invexidade con
sin(zy)—sin(z7)
_ cos(x7)
n= sin(xz)—sin(x3) ’
cos(z3)

para todo z,z* € U y siendo z* un punto de K-K-T.
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Figure 1: Region factible y curvas de nivel de la funcion fo(z)

Vamos a verificar computacionalmente que z* = (0,arcsin(2)) es un

punto de K-K-T resolviendo el seguiente problema de programacién lineal.

Min  0.877y; + 1.9903ys — 1.1852y5 — 0.0594y, — 2.2411ys — 0.4794yg + 0.3777y;

sujeto a

Y1 + Y2 + 3y3 + 2ys + Oys — ys + Oyr =0

—0.5151y; — 2.0603y2 4 3.6056y3 + 2y4 + 8.2376ys + Oys — 0.5151y7 =0
Oy, — 3.4286ys + 0.y5 — 0.9406y — 4.7589ys + Oys — 0.8571ys

yl 4+ 0ys + Oys 4+ Oys + Oys + Oyg + Oyr =1

Y1,Y2, Y3, Y4, Y5, Y6, Y7 > 0

La solucién para tal problema es y* = (1,0,0.1429,0,0, 1.4286,0), indi-
cando asi que el punto z* es un punto de K-K-T. Por lo tanto, el problema,
dual tiene solucién factible y nos proporciona el valor de 5 en un punto fijo
zy z* = (0,arcsin(2)). Para calcular n basta resolver el problema

Max I
sujeto a
1y — 0.5151ny + Ong + 1y <0.8777
1 — 2.0603n5 — 3.4286m5 + 0, < 1.9903
31, + 3.6056m, + On3 + Ony < —1.1852

10



2n, + 21y — 0..940675 + Ony <

Ony + 8.2376m9 — 4.7589n5 + 0ny <
—n1 + 0n9 + 013 + 0ny < —0.4794

0n, —0.5151ny — 0.8571n5 + 01y <

donde 7y, n4,n3,n,4 son variables libres.

La solucién obtenida es n* = (0.4794, —0.7276,0,0.0235) que satisface
las condiciones de que n > 0, fi(z*)n3 > 0,4 = 1,2,...,6. Por lo tanto, las
funciones son invexas en z* y podemos afirmar que z* es un minimo local.
Pero, no podemos por medio de este procedimiento decir que z* sea un
minimo global, ya que calculamos n* com un = dado y nada nos permite
concluir que las condiciones 7, > 0y fi(z*)n3 > 0 serdn respetadas para
todo z € U. En este caso, sabemos que z* es un minimo global porque
conseguimos una expresion explicita para n(z,x*).

4 Representacion integral

Sean X C RM un conjunto conexo y f : RY — R En esta seccién
discutiremos el siguiente problema (PNL): encontrar un z* € X tal que

f(z*) = sup f(x).
zeX
Los resultados que presentamos a continuacién también son aplicables
para el problema de minimizacién:f(z*) = in;f( f(x). (Basta observar que
T
inf g(x) = — sup g(«x).
Inf g(z) wegg( )-)
Antes de seguir nuestra discusion, necesitaremos de los siguientes lemas.
Lema 3 : Seag: X CRY — R una funcion continua, con g(x) >0

para todo © € X. Suponga X compacto,con interior no vacio. Entonces,
para todo a € [0,1], todo x € X y todo r,s € [0,00), tenemos

[9(@)* 7179 < alg(@)]” + (1 - a)g()]". (8)

Demostracién : Para cada € X dado, considere la funcién F(r) =
[g(z)]". Para mostrar la desigualdad (8) , basta mostrar que F' es convexa.

Si g(x) = 0, el resultado es immediato. Ahora, suponga g(z) # 0.

Note que F' (r) = [g(x)]"[Ing(z)]* > 0. Luego la funcién es convexa. i

Obtenemos casi inmediatamente del Lema 3 el siguiente resultado.

11



Lema 4 : Bajo las hipdtesis del lema anterior, tenemos que la funcidn

P(t) = {[g(z)]tdu es conveza sobre [0, 00).

Demostracion : Se sigue del Lema 3 que

[g(2)]*r =9 < afg(2)]” + (1 - @)lg(2)]*,

para todo « € [0,1], todo z € X y todo r,s € [0,00).
Entonces

Plar+(1—a)s) = / 9] 1=y

X

< a / ()] dp+ (1 — ) / lg(@)dp

X X
= oP(r)+ (1 —a)P(s)

|
En lo siguiente, supondremos que en el problema de programaciéon no

lineal la funcién f es no negativa, para cada x € X. Nada perdemos en
suponer esto, pues la funcién ¢g(z) = exp(f(z)) alcanza su méximo en los
mismos puntos que f. En el préximo teorema, discutiremos la optimalidad
de un punto dado, digamos, z*. Si f(z*) = 0, el resultado es immediato.
Supondremos que f(z*) = 1. En efecto, si tuviesemos f(z*) > 1, basta con-
f(z)

flax)

Teorema 3 : (Representacidn integral de soluciones dptimas glob-
ales) Sean X C R™ un compacto con interior no vacio, f X = [0 00) una
funcidn continua y * € X tal que f(z*) = 1. Entonces P(t) = [ [f(z)]"dp —
oo cuando t — oo si y solamente si ¥ no es solucion global de (PNL)

Demostracion : Primero, supongamos que z* no es solucién global
de (PNL). Entonces, existe un 2 € X tal que f(z%) > 1.

Como f es continua, se sigue que existe V una vecinidad de z° tal que
para 7 > 0 suficientemente pequeno

siderar la funcién g (z*) =

f(x) >1+4 7, para todo z € VN X.
Luego,

= [x[f(@)]'dp = fX\V Wep + [y f ()] dp

12



Pero f es no negativa, de donde obtenemos,

Pt) = [y lf@)]'dp = (1+7)'u(V N X).

Ya que X es un compacto, el conjunto V' N X tiene volumen positivo.
Ademas, tenemos 7 > 0 de donde se sigue de la desigualdad anterior que
P(t) — oo quando t — oo.

Para probar la reciproca, suponga que z* es solucién global de (PNL).

En este caso, para todo ¢ € X, tenemos f(z) < f(z*) = 1y, por lo
tanto,

Pt) = [ [f(@)]dp < [ dp = p(X) < o,

pues X es compacto. Asi, la funcién P(t) es acotada, de donde se sigue que
P(t) = oco. I

Corolario 2 :  Bajo las hipdtesis del teorema anterior, defina la
sucesion {Pp 5, de la siguiente manera :

Pu= [ i@l dp.

Entonces z* es una solucion dptima global de (PNL) si y solamente si la
sucesion {Pp o2, converge. |

Observacién 3 :  La convezidad de P(t) nos dd un método que podria
ser util para eliminar candidatos ©* que no son optimos globales. Puesto que,
si P(t) — oo cuando t — oo, la funcion P debe ser mondtona creciente de-
spues de algun punto ty y mondtona decreciente en el intervalo [1,tg]. Luego,
si es posible obtener dos puntos 1 < t1 <ty tal que P(t2) > P(t1), se sigue
inmediatamente que ¥ no es un punto de mdximo global para el problema
(PNL). En términos de sucesiones tenemos

Corolario 3 : Bajo las hipdtesis del Teorema 3, suponga que Ppy1 >
Pr para algin n. Entonces x* no es una solucion optima global para el prob-

lema (P). 1

Ejemplo 4 : Considere el polinomio,

x> 3z
=2 - 4
q(z) = 5 — - + 21,
donde X = [0, 3]. Observamos que el punto z* = 1 satisface
q'(1) =0,

13



luego el es un punto critico, ademds, el satisface
q"(1) < 0.

Ast, él es al menos local. Veamos si es um mdximo global. Una cota inferior
es obtenida de la siguiente observacion,

322
> -
q(z) 2 ——-,
para todo = € [0,3], consecuentemente
27
>_2
q(z) 2 =,
para todo x € [0,3]. En z* =1, tenemos ¢q(1) + 2—27 = %—3. Asi, consideremos
la funcion
3,2%  3x? 27
— 2 2 L op g 20

la cual no es negativa y tiene valor 1 en z* = 1. Ademds, q y [ poseen los
mismos puntos extremos locales y globales.
Ast, si la funcion

3
P(n)z/o f(z)"dx

es una funcion convera no mondtona, entonces tenemos que r* serd sola-
mente un punto de mdzimo local, pues, P(n) tendrd un unico minimo global
en n*. Por lo tanto, sea nt = [n*] y consecuentemente, P(n*) > P(n*),
pues n* es un punto de minimo global para la funcién P(n). La Figura 2
ilustra lo que queremos mostrar, en ella esta reperesentada la curva P(n) =
f03 f(x)"dz donde f(z) fue calculada de tal manera que f(z*) =1y f(z) >0
para todo ¢ € X.

En este caso, el n*, obtenido usando un procedimiento de busqueda local
en P(n), fue igual a 19.47. Luego, n™ = [n*] = 20 y tenemos que

P(n*) = 2.82263865172199 < P(nT) = 2.82297109479478,

indicando que x* =1 no es un dptimo global de q(z) para z € X.

Ahora, vamos testar si el punto x* = 3 es un Jdptimo global o no.
Tomemos como limite inferior de q(z) el mismo limite usado anteriormente,
a saber, q(z) > _727 Ast, en ¥ = 3, tenemos

27 27 27
=09 _ — =1
aB) +5 =9-5 +6+ =15,

14



2.829 - —

2.828 —

2.827 - —

2.826 - —

2.825 —

2.824 —

2.823 =

L L L L L L L L T
15 15.5 16 16.5 17 17.5 18 18.5 19 19.5 20

Figure 2: Funcién P(n) generada para z* =1

y, la funcion f(x) se transforma

como generadora de la funcion

3
Pn) = /0 f(@)da.

Al aplicarse el mecanismo de busqueda local para encontrarse n*, que
minimice P(n), observamos que nunca alcanzamos tal punto, lo que indica
que la funcion P(n) es mondtona decreciente (vea Figura 3). Esto quiere
decir que * = 3 es un punto de mdzimo global para el problema q(z), x €

X.

5 Caracterizacion topoldgica

Antes de dar una caracterizacion topoldgica de optimalidad global, nece-
sitaremos del siguiente resultado auxiliar:

Lema 5: Una funcion f : X — [0,00) es siempre continua por niveles

por la izquierda, es decir, si tenemos oy, 7 «, entonces Lo, f — Lo f.
Demostracién : Para demostrar esta afirmacion, probaremos la
inclusion limsup Lq, f C Lo f C liminf Ly, f.
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o 5‘0 160 1‘50 260 2%0 360 3.“!0 460 4.%0 500
Figure 3: Funcién P(n) generada para z* = 3

o
Tome z € () U Lq,f =limsup L, f.
p=lkzp
Entonces
T € U Ly, f, para todo n € N. (1)
k>p

Suponga por reduccion al absurdo que z ¢ L, f es decir, que f(z) < a.

Existe pg € N tal que f(z) < ag, para todo k > pg, pero Lo, f es
cerrado; de esto y de la afirmacién anterior se sigue que existe una vecindad
U de x tal que

UN La,, f=¢.
Tenemos |J Lo, f C La,, f y porlotanto UN |J La,f = ¢, de donde
k>po k>po
se sigue que z ¢ |J Lg,f, contradiciendo (1). Luego f(z) > «, es decir

k>po
x € Ly f.

Ahora, sea = € L, f y sea H un subconjunto cofinal de N.
Entonces, f(z) > a > oy, para todo k, es decir, x € Ly, f y, con mayor

razén, © € |J Lq,f. Como H es arbitrario, z € (| |J Laq,f = liminf Ly, f.
keH HkeH

Por lo tanto, L, f K L.f. 1

Con el auxilio del Lema 5 , demostraremos el teorema siguiente, el cual
da una interesante caracterizaciéon de continuidad por niveles.
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Teorema 4 : Sean f : X — [0,00) una funcion y M = sup f(z).
zeX
Suponga que para cada « se tiene que Lo f es un conjunto cerrado. Entonces

las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) f no tiene puntos de maximos locales propios;
(ii) para cada o € (0, M), Lof ={f > o}

(iii) f es continua por niveles.

Demostracién :

(i)=(ii):

Sea 0 < ap < M. Como el conjunto {f > ag} es cerrado, es verdadera
la inclusién {f > oo} C {f > a}.

Ahora, suponga que {f > ag} # {f > ap}, entonces existe un zy € {f >
ao\{f > ao}.

En este caso, existe una vecindad U de zy tal que U N{f > ap} = ¢.
Luego, tenemos f(z) < ag = f(zg) < M, es decir, £y no es un punto de
méximo local propio de f, contradiciendo la hipétesis.

(i1)=(i):

Sea xp um maximo local propio de f.

Entonces, tenemos 0 < f(zg) = ap < M y existe una vecindad U de xg
satisfaciendo f(z) < f(xy) = o, para todo z € U.

Luego tenemos que zg € {f > ap} y también U N {f > ap} = ¢.

Por lo tanto, zy € {f > ap}\{f > ao}, contradiciendo Ly, f = {f > ap}.

(i) => (ii):

Sea a € (0, M). Tenemos {f > a} C {f > a}.

Para probar la inclusién opuesta, tomamos un zy € {f > a} y consider-
amos una sucesion a; N\, « (estrictamente). Como f es continua por niveles,

o0
tenemos L, f LY Lof ,porlo tanto, Lo f = () U La,f-
p=1lk>p

Sea U una vecindad (arbitraria) de xy.

Suponga U N{f > a} = ¢. Entonces, U N {f > ay} = ¢, para todo k.
Por lo tanto, U N[ |J Lq, f] = ¢ para todo p. Asi, g ¢ | Lq, f, Vp, de

k=p kzp
o0
donde se sigue que g ¢ (| U La,f = Laof, lo cual es una contradiccidn.
p=1k>p
Ademds, UN{f >a} £ ¢y xo€{f > a}.
(i) = (iii):
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Para esto, suponga que f no es continua por niveles en oy € (0, M).
Entonces, existe una sucesion (), con o — ag y tal que

Loy f # Laof (1)

Sin pérdida de generalidad, debido al lema , podemos suponer «;, “\, o
(estrictamente).
Asi, tenemos para cada k , Lo, f C Loyf y ya que Lo, f es cerrado,

resulta que |J Lq, f C L, f, para cada p, es decir,
k>p

FiLJL%fzhmamL%fCl@J‘ (2)

p=1k>p

Por otro lado, si z € {f > «ap} entonces existe un pg € N tal que
f(z) > o para todo k > py. Ademds, z € L, f, para todo k£ > py, lo que

implica ¢ € |J Lq,f para todo H subconjunto cofinal de N.
keH

Por lo tanto, z € (| U Lq, f = liminf L, f.
H keH
Ya que liminf L., f es cerrado y {f > oo} C liminf L,, f, concluimos

que

{f > ao} = Lo f Climinf Ly, f (3)

Luego, de (2) y (3), se sigue que Lq, f K Lq, f, contradiciendo (1), lo
que concluye la prueba. I

Um corolario imediato es el siguiente resultado.
Corolario 1: Si f es continua por niveles entonces cualquier mdzimo
local de f es necesariamente un mdzimo global.

Ejemplo 5 :  En el ejemplo 1 todos los puntos x € (%, 1] son mdzimos
locales propios.

Ejemplo 6 : En el ejemplo 2, © # 1 no son mdzimos locales propios,
puesto que f(z) =0 para x # 1, y £ = 1 es en efecto un mdzimo global de
I

Observacion 4 : Los resultados de la seccion de representacion inte-
gral pueden ser extendidos para una clase de funciones discontinuas, para
esto referimos a los trabajos de Chew y Zheng [12], Zheng [5], Torn y Zilin-
skas [13], donde tanbién son presentados algunos resultados numéricos. Esta
seccion es desarrollada en Falk [11].
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Observacion 5 :  En el Teorema 4 la hipdtesis L. f cerrado para
cualquier a es satisfecha, por ejemplo, por las funciones semicontinuas su-
periores, en particular es automdticamente satisfecha por las funciones con-
tinuas usuales. Otros trabajos en esta direccion son los de Martin [}], Zheng
[6], Horts y Tach [9]. La presentacion de esta seccion estd basada en el
trabajo [10]. Un resumen interesante para condiciones que garantizan la op-
timalidad global es el trabajo de Hiriart-Urruty [8].
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