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Resumo

Problemas de Fluxo em Redes Lineares por Partes onstituem uma impor-

tante �area de aplia�~ao, onde s~ao estudados modelos que tratam da minimi-

za�~ao de uma fun�~ao objetivo onvexa, separ�avel e linear por partes, sujeita a

um sistema de equa�~oes lineares que expressam a onserva�~ao de uxo sobre

uma rede onetada. Este problema pode ser transformado em um programa

linear equivalente de tamanho maior. Neste trabalho apresentamos e om-

paramos duas implementa�~oes do m�etodo primal-dual para redes: uma para

problemas lineares e outra para problemas lineares por partes. Ambas as im-

plementa�~oes utilizam estruturas de dados espeiais visando diminuir o gasto

om mem�oria e tempo. A estrutura utilizada para redes lineares por partes

pode ser onsiderada uma extens~ao daquela utilizada em redes lineares. Cabe

observar que o esfor�o omputaional de ada itera�~ao est�a onentrado na

onstru�~ao e resolu�~ao de um sistema linear quadrado, sim�etrio e de�nido

positivo, resolvido por um m�etodo de gradientes onjugados preondiionado.

Al�em disto, a matriz do sistema n~ao �e onstru��da expliitamente. Foram rea-

lizados diversos testes omputaionais que permitem onluir a�rmativamente

a respeito da vantagem omputaional da segunda implementa�~ao.
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1 Introdu�~ao

Considera-se um problema de minimiza�~ao om fun�~ao objetivo onvexa, separ�avel

e linear por partes, e om restri�~oes que representam a onserva�~ao de uxo em uma

rede onetada. Este modelo pode surgir em um ontexto te�orio, quando se estudam

m�etodos para obten�~ao de solu�~ao iniial para problemas lineares, ou diretamente

de aplia�~oes pr�atias, por exemplo nas �areas de teleomunia�~oes, planejamento

de opera�~ao de usinas hidrel�etrias e distribui�~ao de energia el�etria. No primeiro

aso a rede matem�atia �e um retrato direto da rede telefônia e a quantidade de

uxo que trafega por um aro orresponde �a intensidade de tr�afego telefônio entre

os n�os ligados por este aro. Como neste tipo de problema geralmente admite-se a

possibilidade de expans~ao de apaidade de determinados aros, �e natural modelar

esta situa�~ao atribuindo-se uma estrutura de ustos linear por partes para os aros.

Assim, os ustos s~ao lineares para determinadas faixas de uxo om oe�ientes

maiores para as faixas mais elevadas. A importânia e a ampla utiliza�~ao destes

modelos deorrem das propriedades de failidade de visualiza�~ao da solu�~ao, exi-

bilidade dos modelos e disponibilidade de m�etodos e�ientes para resolvê-los. Para

tanto têm sido desenvolvidas estruturas de dados espe���as e algoritmos de pro-

grama�~ao linear têm sido adaptados. Em partiular, o m�etodo simplex para redes,

que j�a �e uma adapta�~ao e�iente do m�etodo simplex para programas lineares, foi

adaptado om suesso para redes lineares por partes, ver [3, 6℄. Ap�os o advento

dos algoritmos de pontos interiores para programa�~ao linear, e.g. [9℄, surgiram ini-

iativas no sentido de formular uma variante e�iente para problemas em redes, f.

[11℄. Neste trabalho desenvolvemos uma adapta�~ao bem suedida de pontos inte-

riores para redes lineares por partes, onsiderando uma estrutura espeial de dados,

prosseguindo om trabalho j�a realizado em [7, 8, 10℄.

O usto linear por partes de uma vari�avel �e expresso por meio de duas seq�uênias

resentes de n�umeros: a primeira ontendo os extremos dos intervalos onseutivos

dentro dos quais o usto �e linear e a segunda om os oe�ientes de usto para ada

intervalo. Ho, em [4℄, apresenta os quatro m�etodos mais usuais para transformar um

problema linear por partes em um problema linear equivalente, trabalhando ada

vari�avel ujo usto �e linear por partes da seguinte forma:

� no Æ-M�etodo (sum-of-intervals ou bounded variables representation) a vari�avel

�e substitu��da pela soma de outras vari�aveis, uma para ada intervalo e o usto

assoiado �a vari�avel original �e substitu��do por uma ombina�~ao linear das
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novas vari�aveis ujos multipliadores s~ao os oe�ientes de usto dos intervalos

orrespondentes;

� no �-M�etodo (weighted-grid-point ou inner approximation) a vari�avel �e substi-

tu��da pela ombina�~ao onvexa dos extremos dos intervalos e o usto assoiado

�a vari�avel original �e substitu��do pela mesma ombina�~ao onvexa dos ustos

orrespontes aos extremos dos intervalos;

� o �-M�etodo (outer approximation) utiliza o fato que uma fun�~ao onvexa e

linear por partes pode ser expressa omo o m�aximo pontual de fun�~oes lineares

� no -M�etodo (sum-of-projetions representation) o usto �e alulado om o

efeito asata, onheido por todos os delarantes de IR.

Os autores [10℄ ompararam o uso dessas transforma�~oes em problemas em redes

lineares por partes. O m�etodo mais promissor, segundo este estudo, foi o Æ-M�etodo.

Ademais, este �e o �unio m�etodo que preserva a estrutura de rede da matriz de

oe�ientes.

Conseq�uentemente, este foi o m�etodo adotado para omparar as duas abordagens de

resolu�~ao via pontos interiores: (i) transformando-se o problema linear por partes em

um problema linear equivalente e apliando-se a este �ultimo um m�etodo de pontos

interiores para redes lineares e (ii) resolvendo-se o problema linear por partes por

uma variante de m�etodo de pontos interiores apaz de lidar diretamente, sem a

neessidade de transforma�~oes, om redes lineares por partes.

Este trabalho insere-se, portanto, em uma linha de pesquisa mais ampla, na qual

s~ao exploradas v�arias faetas das poss��veis abordagens do problema de redes linea-

res por partes: os tipos de algoritmos que podem ser utilizados, as transforma�~oes,

as estruturas de dados, os detalhes de implementa�~ao relevantes (e.g., rotinas pa-

ra a resolu�~ao de sistemas lineares), et., om o objetivo de se determinar qual a

abordagem ideal para este tipo de problema.

O trabalho apresenta-se organizado omo segue: na se�~ao 2 o arabou�o dos al-

goritmos de pontos interiores implementados �e desrito, na se�~ao 3 disutem-se os

detalhes das implementa�~oes desrevendo-se as estruturas de dados utilizadas. Os

testes omputaionais s~ao relatados na se�~ao 4 e as onlus~oes e dire�~oes para tra-

balhos futuros s~ao resumidas na se�~ao 5
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2 Desenvolvimento e Desri�~ao do Algoritmo

Neste trabalho mostramos que �e interessante onsiderar a implementa�~ao espeiali-

zada de um m�etodo de pontos interiores para problemas de uxo em redes lineareas

por partes ao inv�es de onsiderar a sua transforma�~ao em um problema de uxo em

redes lineares.

Diversos m�etodos de primais-duais de pontos interiores j�a foram propostos e os pon-

tos entrais de disuss~ao podem ser resumidos em: (1) A ada itera�~ao primal-dual,

resolver um sistema sim�etrio e de�nido positivo de equa�~oes lineares ou resolver o

sistema aumentado equivalente? (2) No aso de resolver o sistema sim�etrio e de-

�nido positivo, utilizar a fatora�~ao de Cholesky, Gradientes Conjugados, ou algum

outro m�etodo? (3) No aso de preondiionamento para o m�etodo dos gradientes

onjugados utilizar o preondiionador diagonal, da �arvore geradora m�axima, ou

algum outro?

Diversos autores, e.g. [11℄, mostraram que �e e�iente resolver o problema de uxo

em redes lineares omputando, a ada itera�~ao do m�etodo primal-dual de pontos

interiores, a solu�~ao de um sistema sim�etrio e de�nido positivo om o m�etodo

dos gradientes onjugados preondiionado pelo preondiionador diagonal, nas ite-

ra�~oes iniiais, e pelo preondiionador da �arvore geradora m�axima, nas itera�~oes

subseq�uentes do m�etodo primal-dual. Vamos utilizar esta mesma metodologia para

resolver problemas de uxo em redes lineares por partes.

O problema de uxo em redes lineares por partes de�nido por

minff(x) j Ax = b; x � 0g;

onde A �e a n�m-matriz de inidênia de uma rede om n n�os e m aros, b �e o n-

vetor de demandas dos n�os, x �e um m-vetor de uxos nos aros, a ser determinado, e

f(x) =

P

m

j=1

f

j

(x

j

) �e uma fun�~ao onvexa, separ�avel e linear por partes. As fun�~oes

onvexas e lineares por partes f

j

podem ser espei�adas pelo par de `-vetores ; d,

onde ` =

P

m

j=1

`

j

�e o n�umero total de intervalos, sendo `

j

o n�umero de intervalos de

f

j

.

Este problema pode ser transformado em um problema de uxo em redes lineares

de�nido por

minf

0

�x j

�

A�x = b; �x + �s = d; �x; �s � 0g

Neste aso, a n � `-matriz

�

A �e obtida a partir da matriz A om a replia�~ao de
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ada uma de suas olunas tantas vezes quantos s~ao os intervalos a ela assoiados.

Estamos supondo que esta replia�~ao tamb�em �e feita no vetor x transformando-o

no vetor �x. O problema dual assoiado �e dado por

maxfb

0

y � d

0

�w j

�

A

0

y � �z + �w = ; �z; �w � 0g

e as ondi�~oes de folgas omplementares s~ao expressas por

X Z1 = 0 S W1 = 0

onde X;S; Z;W s~ao matrizes diagonais om os elementos de �x; �s; �z; �w, respetiva-

mente, e 1 �e um vetor de 1's.

O m�etodo primal-dual de pontos interiores adotado �e iniializado a partir de um

iterando �x; �s; y; �z; �w satisfazendo �x; �s; �z; �w > 0 e a ada itera�~ao �e obtida uma di-

re�~ao de desloamento ��x;��s;�y;��z;� �w em onformidade om um parâmetro de

entragem � de aordo om as equa�~oes abaixo que reetem a fatibilidade primal,

a fatibilidade dual, e a omplementaridade das solu�~oes quando � = 0.

�

A�x = b�

�

A�x

��x +��s = d� �x� �s

�

A

0

�y +��z �� �w = �

�

A

0

y � �z + �w

X��z + Z��x = �1�X�z

S� �w +W��s = �1� S �w

Isto resulta na seguinte seq�uênia de omandos:

D  (X

�1

Z + S

�1

W )

�1

Q  

�

AD

�

A

0

q  b�

�

A�x+

�

AD(�

�

A

0

y � �(X

�1

� S

�1

)1� S

�1

W (d� �x� �s))

�y  solu�~ao do sistema Q�y = q

��x  D(

�

A

0

�y � +

�

A

0

y + �(X

�1

� S

�1

)1+ S

�1

W (d� �x� �s))

��s  d� �x� �s���x

��z  �X

�1

1� �z �X

�1

Z��x

� �w  �S

�1

1� �w � S

�1

W��s

O algoritmo p�ara quando uma das seguintes ondi�~oes �e satisfeita: (1) n�umero

m�aximo de itera�~oes �e exedido; (2) solu�~oes quase-omplementares �x

0

�z + �s

0

�w � 0
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s~ao enontradas; (3) limite inferior para o valor da fun�~ao objetivo primal �e exedido;

(4) limite superior para o valor da fun�~ao objetivo dual �e exedido. O parâmetro

� �e atualizado dividindo-se a omplementaridade m�edia orrente pelo n�umero de

vari�aveis.

O m�etodo primal-dual de pontos interiores pode ser esquematizado da seguinte for-

ma:

let �x; �s; y; �z; �w suh that �x; �s; �z; �w > 0

while ( rit�erio de parada n~ao �e satisfeito ) do

update �

obtain ��x;��s;�y;��z;� �w

find � suh that (�x; �s; �z; �w) + �(��x;��s;��z;� �w) > 0

update (�x; �s; y; �z; �w) (�x; �s; y; �z; �w) + �(��x;��s;�y;��z;� �w)

Destaamos a seguir os aspetos que s~ao diferentes entre as duas vers~oes que s~ao

implementadas do algoritmo, para redes lineares e para redes lineares por partes. Na

espeializa�~ao do algoritmo para redes lineares por partes trabalha-se om um vetor

adiional, um vetor de esala para os aros, al�em do vetor de esala para os intervalos,

om vistas a reduzir o esfor�o omputaional. Na ompara�~ao abaixo veremos omo

o uso deste vetor permite reduzir o n�umero de opera�~oes, enfoando, em partiular,

o esfor�o dispendido na exeu�~ao do gradiente onjugado, que �e efetuada a ada

itera�~ao:

(1) O produto u  Qv �e omputado em ada itera�~ao do m�etodo do gradiente

onjugado preondiionado para a resolu�~ao do sistema Q�y = q. A matriz

sim�etria e de�nida positiva Q =

�

AD

�

A

0

�e manipulada impliitamente da se-

guinte forma: o vetor u, que �e iniializado om zeros, �e onstru��do somando-se

parelas apropriadas, uma por aro (para redes lineares por partes) ou por

intervalo (para redes lineares). No aso de redes lineares por partes, obt�em-se

a diferen�a entre as omponentes de v da abe�a e da auda de ada aro,

multiplia-se esta diferen�a pelo fator de esala do aro e soma-se na om-

ponente de u da abe�a do aro e subtrai-se na omponente de u da auda

do aro. No aso de redes lineares, faz-se a mesma opera�~ao, por�em todas as

r�eplias dos aros devem ser onsideradas, portanto ao inv�es de lidarmos om

m aros, estaremos lidando om ` r�eplias de aros.
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(2) O preondiionador da �arvore geradora m�axima nas aplia�~oes do m�etodo do

gradiente onjugado om este preondiionador �e determindado da seguinte

forma: onstr�oi-se o monte (head) de ordena�~ao dos aros (ou intervalos) de

aordo om o seu fator de esala e retira-se do monte os aros (ou intervalos)

de maior fator de esala at�e se obter uma �arvore geradora. Esta �arvore or-

responde �a base de uma solu�~ao extrema pr�oxima da solu�~ao orrente e tem

a propriedade de ser triangulariz�avel. Note-se que a dimens~ao do monte para

redes lineares �e de ` elementos (intervalos ou r�eplias de aros) enquanto que,

para redes lineares por partes, o monte tem dimens~ao m.

Cabe observar que nas duas implementa�~oes, para redes lineares e para redes lineares

por partes, trabalhamos om um vetor solu�~ao ` dimensional (�x). Outros trabalhos,

e.g. [1℄, adotam estrat�egia diferente, trabalhando om vetor solu�~ao m dimensional.

3 Implementa�~ao

Os programas foram implementados em C e os testes omputaionais foram realiza-

dos em uma esta�~ao de trabalho SPARCStation 5. A estrutura de dados utilizada

na implementa�~ao para pontos interiores utiliza vetores de tamanho de�nidos por n

n�os, m aros e ` intervalos:

� armazenamento da rede linear: 1 n-vetor para armazenar b, 2 `-vetores, para

armazenar a abe�a e a auda de ada r�eplia de aro e 2 `-vetores para

armazenar ; d.

� armazenamento da rede linear por partes: 1 n-vetor para armazenar b, 2 m-

vetores para armazenar a abe�a e a auda de ada aro e 3 `-vetores para

armazenar ; d e o aro de ada intervalo.

� armazenamento da solu�~ao e vari�aveis auxiliares: 2 n-vetores para armazenar

os vetores y;�y;

^

b, 10 `-vetores para armazenar �x; �s; �z; �w;��x;��s;��z;� �w; ̂,

d

`

e, no aso de redes lineares por partes, mais 1 m-vetor para armazenar d

m

,

o fator de esala de ada aro. Os vetores �s; �w;��s;� �w têm a sua dimens~ao

reduzida para o n�umero de intervalos om analiza�~ao �nita.
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� vari�aveis auxiliares para o gradiente onjugado: 4 n-vetores para armazenar

a solu�~ao, o res��duo, a dire ~ao de desloamento da solu�~ao e a dire�~ao de

redu�~ao do res��duo.

� preondiionamento diagonal: 1 n-vetor para armazenar d

n

.

� preondiionamento da �arvore geradora m�axima: 4 n-vetores para armazenar

o predeessor, �o (thread), �o reverso e sentinela de n�o, e 1 m-vetor para

armazenar o monte (heap) de ordena�~ao.

� Obs.:

^

b = b�Ax, ̂ = �A

0

y� z+w, d

`

�e o fator de esala de ada intervalo,

d

m

�e o fator de esala de ada aro otido om a soma dos fatores de esala

de seus intervalos e d

n

�e o fator de esala de ada n�o obtido om a soma dos

fatores de esala dos aros inidentes.

As tolerânias utilizadas, em ambas as implementa�~oes, foram: 10

�8

(para tole-

rânia relativa no teste de omplementaridade), �10

8

(para limite inferior da fun�~ao

objetivo primal) e 10

8

(para limite superior da fun�~ao objetivo dual). O n�umero

m�aximo de itera�~oes, em ambas as implementa�~oes, �e de 100.

4 Testes Computaionais

Foram geradas aleatoriamente redes onetadas om 1000 a 10000 n�os, 2000 a 50000

aros e 4000 a 224000 intervalos. Os tempos de CPU (em segundos) e o n�umero de

itera�~oes gasto por ada programa para ada rede est~ao relaionados nas Tabelas 1,

2, 3, 4 e 5, onde a termina�~ao \L" est�a assoiada ao algoritmo para redes lineares

e a termina�~ao \P" ao algoritmo para redes lineares por partes. Estes n�umeros

orrespondem a m�edias, foram gerados 3 exemplares fat��veis para ada tamanho de

rede (n�os, aros e intervalos).

�

E poss��vel observar que, embora o n�umero de itera�~oes

n~ao apresente grandes diferen�as, o tempo de CPU �e sensivelmente menor para o

algoritmo adaptado para redes lineares por partes. A m�edia das taxas puL/puP

para todos os testes �e aproximadamente 1,5, ou seja, a estrat�egia de resolu�~ao que

onsiste em resolver o problema linear equivalente resulta em aproximadamente 50%

a mais de tempo omputaional para a resolu�~ao do problema.

Os dados da Tabela 1 referentes aos tempos de CPU est~ao organizados em forma

de gr�a�o na �gura 1. Esta representa�~ao gr�a�a pretende failitar a perep�~ao da

8



no. aros no. interv. puL puP itrL itrP

2000 4000 65 51 65 65

2000 10000 65 43 49 49

2000 16000 72 42 42 42

3500 7000 64 48 53 53

3500 17500 75 46 40 40

3500 28000 98 53 38 38

5000 10000 65 47 45 45

5000 25000 93 54 39 39

5000 40000 130 69 39 39

Tabela 1: Resultados experimentais para redes om 1000 n�os

-

6
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� algoritmo para rede linear

� algoritmo para rede linear por partes

Figura 1: Tempos de pu para redes om 1000 n�os
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diferen�a relativa entre os tempos.

no. aros no. interv. puL puP itrL itrP

4000 8000 240 195 79 79

4000 20000 215 148 56 56

4000 32000 219 137 48 48

7000 14000 224 175 63 63

7000 35000 216 138 44 44

7000 56000 275 157 43 43

10000 20000 226 167 54 54

10000 50000 260 158 42 42

10000 80000 373 196 43 43

Tabela 2: Resultados experimentais para redes om 2000 n�os

-

6
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�
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� algoritmo para rede linear

� algoritmo para rede linear por partes

Figura 2: Tempos de pu para redes om 2000 n�os

Conv�em observar que, omo era de se esperar, a superioridade da estrat�egia de

resolver o problema por um algoritmo espeializado para redes lineares por partes,

�a mais evidente quanto maior o n�umero de intervalos. Se omparamos os tempos

de CPU para redes om mesmo n�umero de aros, por�em om n�umero resente

de intervalos (note que h�a três n�umeros de intervalos para ada n�umero de aros),

vemos que a distânia entre o ��rulo heio \�" e o losango \�" �a maior. Este

fenômeno est�a presente em todos os gr�a�os.

10



no. aros no. interv. puL puP itrL itrP

8000 16000 948 788 92 92

8000 40000 774 570 67 67

8000 64000 748 494 55 55

14000 28000 862 697 76 76

14000 70000 699 478 50 50

14000 112000 780 468 44 44

20000 40000 795 618 63 63

20000 100000 821 504 46 46

20000 160000 1068 592 48 48

Tabela 3: Resultados experimentais para redes om 4000 n�os
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Figura 3: Tempos de pu para redes om 4000 n�os

no. aros no. interv. puL puP itrL itrP

16000 128000 2875 2051 67 67

28000 56000 3338 2837 90 90

28000 140000 2585 1856 57 57

28000 224000 2606 1679 50 50

40000 80000 2909 2351 71 71

40000 200000 2699 1807 51 51

Tabela 4: Resultados experimentais para redes om 8000 n�os
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Figura 4: Tempos de pu para redes om 8000 n�os

no. aros no. interv. puL puP itrL itrP

20000 100000 4647 3602 80 80

20000 160000 4334 3201 69 69

35000 70000 4940 4236 88 88

35000 175000 3920 2933 61 61

50000 100000 4615 3768 77 77

Tabela 5: Resultados experimentais para redes om 10000 n�os
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5 Coment�arios Finais

Apresentamos e omparamos duas implementa�~oes de m�etodos de ponto interiores

para redes, lineares e lineares por partes, respetivamente. Comparamos ent~ao duas

estrat�egias para a resolu�~ao de problemas de uxo lineares por partes:

(1) Converter o problema linear por partes em outro linear equivalente e apliar

o algoritmo para problemas lineares.

(2) Resolver o problema por um algoritmo espeializado, apaz de ataar o pro-

blema linear por partes diretamente.

A investiga�~ao do m�etodo mais adequado de onvers~ao a ser utilizado em (1) foi

objeto de estudo anterior pelos autores [10℄. No presente trabalho foi utilizado o

Æ-M�etodo, que onsiste em substituir ada vari�avel ujo usto �e linear por partes

por uma soma de vari�aveis, uma para ada intervalo em que o usto �e linear. Esta

transforma�~ao apresenta, entre outras, a vantagem de preservar a estrutura de rede

do problema, a matriz de oe�ientes do problema linear equivalente ontinua sendo

uma matriz de inidênia de uma rede.

Elaboramos uma vers~ao do m�etodo de pontos interiores para redes lineares adaptada

para a resolu�~ao de redes lineares por partes. As implementa�~oes dos algoritmos

foram testadas em 114 problemas gerados aleatoriamente. Ambos os algoritmos

utilizam as mesmas regras de parada, ou seja, o ontrole de qualidade da solu�~ao que

ser�a aeita omo �otima tem o mesmo rigor em ambos os asos. Os testes omprovam

a superioridade da estrat�egia (2), sendo os tempos de CPU aproximadamente 50%

maiores na estrat�egia (1).

Os autores investigam atualmente a adapta�~ao do programa PCx, baseado em

m�etodos de pontos interiores, para a resolu�~ao de problemas lineares para veri�-

ar se a superioridade da estrat�egia (2) permanee v�alida para problemas lineares

gerais.
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