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Abstract: O método dos elementos finitos é um dos mais conhecidos e
utilizados para a discretizacao de equacoes diferenciais, mas em sua forma
padrao, conhecida como método de Galerkin, ndao apresenta bom compor-
tamento em equacoes de difusao-conveccao quando o coeficiente de difusao
é pequeno em relacao ao coeficiente de convecgao. Neste trabalho, apresen-
tamos algumas variantes do método de Galerkin para a resolucao deste
tipo de equacoes , construidas para a obtencao de melhores propriedades de
estabilidade numérica.

1 Introducao

Equagoes diferenciais associadas a fenémenos de transporte tém grande im-
portancia pratica na modelagem de um vasto nimero de problemas em
mecanica dos fluidos. Vamos restringir nossas consideracoes ao seguinte



problema de difusao-conveccao que modela a evolucao espaco-tempo de man-
chas de 6leo no mar sob a influéncia dos ventos, correntes maritimas e marés.

% — div(a(z)Vu(z, b)) + f(x) - Vu(z,t) = flz) , QxI (1)
u(z,t) =g(x), x€ 00_, tel (2)
8ug;ft)=0,x€ 00, , tel (3)

u(z,0) = up(x) , x € Q. (4)
Aqui, “” indica o produto escalar do R?, Q é um dominio limitado do R?

com fronteira 02 = 0€2, U 0€)_, onde

—

00y ={wed /i) 6(x) =20},

também conhecido como bordo de saida do fluxo e

—

00 ={zed /i) 6(x) <0},

que recebe o nome de bordo de entrada do fluxo, sendo 7j(z) o vetor unitario
normal no ponto x € 0%, I = [0,7] C R, f(z) = (f1(x), f2(x)) é um dado
campo de velocidades e o > 0 é o coeficiente de difusao. As funcoes «, 3, f

e g€ Ly(Q).

2 Problema Variacional

Vamos considerar (H, (-,-)y) um espago de Hilbert com || - ||z a norma as-
sociada ao produto interno (-,-)y . Vamos indroduzir alguns conceitos que
serdo uteis no desenvolvimento deste trabalho. Uma forma linear b(-) em H
é dita continua se existe ¢; > 0 tal que

| b(v) |< cillvlla, Ve H.



De forma andloga, uma forma bilinear a(-,-) em H é dita continua se
existe co > 0 tal que

| a(v, w) [< ellollullwlly, Vo,weH

e dita coerciva se existe cg > 0 tal que
a(v,v) > esllvllf, Vo€ H.

Se a(u,v) = a(v,u), Y u,v € H, entdo dizemos que a(-,-) é uma forma
bilinear simétrica.

De modo geral, dada a(+, -) uma forma bilinear simétrica, continua e coer-
civa em H e dada uma forma linear continua b(-), podemos definir o problema
variacional simétrico abstrato

(V) encontrar u* € H solugao da equagao

a(u,v) =b(v), VoveH. (5)

rem uir, garan uai ndico r ma variacion
O teorema a seguir, garante sob quais condicoes o problema variacional
(5) terd solucao unica e apresenta uma estimativa de estabilidade da solugao.

Teorema de Lax-Milgram: Sejam H um espaco de Hilbert,
a(-,-) : H x H — R uma forma bilinear continua e coerciva e b(-) : H — R
uma forma linear continua. Entdo, existe um tnico u* € H solucao da
equacao

a(u,v) =b(v), YveH,
além disso, vale a seguinte estimativa de estabilidade

Jull < 2.

C3

Se tomarmos a(-, -) simétrica, entdo a demonstracao do teorema acima é

uma aplicacao do Teorema de Representacao de Riesz. Em ambos os casos,
simétrico ou nao-simétrico, a demonstracao pode ser encontrada em [1].

Associado ao problema variacional (5), temos o seguinte problema varia-

cional discreto ou aproximacao de Ritz-Galerkin: dado um subespaco de

dimensao finita V;, C H,



(Vn) encontrar u;, € Vj, solugao da equagao

a(up,v) =b(v), YveV,. (6)

Tal qual o problema variacional (5), o problema variacional discreto (6)
também tera solucao dnica garantida pelo Teorema de Lax-Milgram.

O proximo lema mostrard uma estimativa do erro da aproximacao de u*
por uy, solucao de (6).

Lema de Céa: Considerando validas as condi¢oes do Teorema de Lax-
Milgram e supondo que u* seja solugdo de (5). Entdo, para o problema
variacional discreto (6) vale que

& .
[u* — up||g < 0—2 min{ ||u — v||g, YveV,},
3
onde ¢y é a constante de continuidade e c3 a constante de coercividade.

2.1 Semi-discretizacao no Tempo

SejaIll: 0=ty <ty <--- <ty =T uma particao qualquer de I = [0, 7]
com I, = (t, 1,t,) e k, =t, —t,_1 0 passo local no tempo.
Vamos utilizar o método de Euler Regressivo para discretizar a equagao

(1). Procuramos u™(z) aproximacao de u(x,t,), n = 1,2,---,N, x € Q,
satisfazendo
ul — un—l ) 5
. — div(a(z)Vu") + B(x) - Vu" = f(x) (7)

e a condic¢ao inicial

u(z,0) = uo(z). (8)

A formulagao variacional do problema (7)-(8) com condigdes de contorno
(2)-(3) serd descrita a seguir.

Considerando o espago das fungoes-teste Hy = {v € H'(Q) / v |sq_= 0},

multiplicando (7) por v € Hy, para um dado nivel de tempo n, integrando
sobre {2 e usando o teorema de Green, tem-se que

(u",v) + kpa(u",v) = b(v), Yve Hy, 9)
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onde

a(u",v) =/Qoz(x)Vu”(x)Vv(x)dx—I—/Qﬂ_'(x)Vu”(x)v(x)dx,
b(v) = (knf +u", ) = /Q ko f (2)0(2)dz + /Q WY (@Yo (x)dx,

(u",v) =/Qu”(x)v(x)dx.

Impondo as condigoes de contorno fortemente, isto é, buscando a solucao
num conjunto cujas funcoes satisfacam as condicoes de contorno dadas em
(2), devemos definir o conjunto de funcoes admissiveis como

Hy={veN' (Q)/vl|on=g}
Assim, podemos enunciar o seguinte problema variacional:
(V) encontrar u” € Hy, n=1,2,---, N, solugdo da equagao
(u",v) + kpa(u",v) = b(v), Yve Hy, (10)

satisfazendo a condicao inicial

u’(z) = ug(zx). (11)

Repare que o problema variacional (10) nao se enquadra no teorema de
Lax-Milgram porque Hg1 ¢ um subconjunto e nao um subespago de H!'(L).
Para contornar esta dificuldade vamos redefinir o problema (10) da seguinte
forma, dado um elemento " € H gl, fixo, porém arbitrario, podemos descrever
H, por

Hy={u"eH (Q) /u"=w"+0", Vuw" € Hy }.
Reescrevendo (10) com u" da forma acima temos
A(w" + 4", v) = b(v),
onde a forma bilinear A(-,-) é dada por
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A(u",v) = (u",v) + kpa(u”, v).
Portanto, o problema variacional pode ser reescrito da seguinte forma
(V) encontrar w™ € Hy, n=1,2,---, N, solu¢ao da equagao
A(w",v) = b(v), Y v € Hy,
onde b(v) = b(v) — A(4", v).
Vamos supor que a(-, ) seja um forma bilinear continua e coerciva e b(-)
seja uma forma linear continua. Isto é, se existem constantes c¢i, ¢y, c3 > 0

tal que

0(0) 1< erllolly, Vo€ H(Q),
[ a(v, w) |< eollvlrallolla, v w e HAQ),

a(v,v) Z C3||U||3{1(Q), Vve %1(9)
Da defini¢ao de A(+, ) segue que
| A(u®, 0) [ = [ {u",0) + kna(u®,v) [ <[ (u"0) [ + | kna(u”,v) |

Usando a continuidade de a(-,-) e a desigualdade de Cauchy-Schartz
temos que

| A, 0) [ < [la™[llloll + Encallu™ @ vl @),
onde “|| - ||” denota a norma-L,.
Mas,

[ lloll < {lu" @ l[vlle @),

e entao,



A 0) | < Tl oo ol

onde &3 = max{ 1, k,cs }, que mostra que A(-,) também serd continua.

Da definicio de b(-) juntamente com as continuidades de b(-) e A(-,)
segue que

| 0(v) | = [ b(v) — A(@",v) [ < [b(v) |+ [ A(a",v) | <

< alvlbow + @ll@*e@lvliew < @llvlboe,
onde &7 = max{ c1,G||4" |31 (o) }, que mostra que b(-) também serd continua.
Para mostrar a coercividade de A(-, -), vamos usar a coercividade de a(-, -):
A(v,v) = (v,v) + kpa(v,v) > (v,v) + knc3||v||§{1(9).
Mas, (v,v) >0, e entdo,
Av,0) = Gllvli5s )
onde &3 = k,c3.

Assim, mostramos que A(-,-) é uma forma bilinear continua e coerciva e
l;() ¢ uma forma linear continua, o que coloca o problema variacional (V)
com as hipoteses do teorema de Lax-Milgram garantindo assim, existéncia e
unicidade de sua solucao.

2.2 Discretizacao no Espaco e no Tempo

Vamos considerar que () seja um dominio poligonal convexo e tomar os
subespacos de dimensao finita consistindo de funcoes polinomiais lineares
por partes,V;, C Hy dado por

Vi={veHy/v|gkePi(K)VKecT,},

e VY C H, definido como



Vi={veH,/v|keP(K)VKEeT,},

onde T), = { K'} é uma triangularizacao de 2 e Py (K) é o espago dos polinomios
de grau menor ou igual a 1, definidos no elemento K. Denotaremos também
hkg = diametro de K, que é o maior lado do triangulo K e

h={maxhyx /| K € Ty }.

Através de uma mudanca de variaveis, podemos levar cada triangulo K
no triangulo K, também conhecido como elemento padrao, de vértices (0, 0),
(1,0) e (0,1) e vice-versa. Desta forma, podemos construir uma base local
{A1, A2, A3} para P;(K) que recebe o nome de base local de Lagrange Linear
para o espaco de fungoes Li(T}).

Entao, enunciamos o seguinte problema variacional discreto no espaco e
no tempo, correspondente ao problema (10)-(11):

(Vn) encontrar uy € VY, n=1,2,--- N, tal que
(up, v) + kna(up, v) = b(v), Vv eV, (12)
(up,v) = (ug,v), Vv €V, (13)

2.3 Condicoes de Estabilidade

Para estabelecer condig¢oes de estabilidade, consideremos a seguinte desigual-
dade geométrica

2

b
2ab < a’e+—, Va,beER e € RN, (14)
€

Se tomarmos (1) com v = u}) e levando em consideragio (14) com € = 1,
temos

1 1
(un, up) = (w0, u) < Slluwoll” + 5 llug]l’,

onde “|| - ||” denota a norma-L,.



Logo, concluimos que

Jupll < lluoll- (15)
Para obter uma relagdo de estabilidade para o problema discreto (12)-

(13), com a simplificagdo f = 0, tomamos v = u} em (12), obtendo

lupll® = Cuh ™" ug) + alug, up)ka = 0.

Usando (14) com € = 1, concluimos que paran =1,2,--- N
§||Uh|| - §||Uh 1+ a(uy, u})k, <0.

Somando entre 1 e 7, fixo, temos
n

[z ll® + Z a(uy', up Vem < [lupl* < ol

Usando novamente a coercividade de a(-,-) chegamos a

lurll < llupll < lluoll, m=1,---,N, (16)

que é uma condicao de estabilidade que relaciona a solucao aproximada, em
cada nivel de tempo, com a aproximacao da condicao inicial e a condicao
inicial propriamente.

Podemos ainda obter uma outra estimativa de estabilidade envolvendo as
primeiras derivadas da aproximagao de Galerkin u,. Para isso, necessitamos
do seguinte resultado que se obtém diretamente da férmula de Green, desde
que div 5 =0:

— ]_ —
/ uf - Vudz = —/ u?f3 - ijds. (17)
Q 2 Joa
Tomando v = u}l em (12) com f =0 e usando (17), obtemos
n n kn 23 = n o, n n—1 ,n
kn(aVuy, Vug) + o /asz (up)"0 - 1ds + (up, up) = (up - up).
+

Levando em conta (14) com € = 1, temos que

9



1 kn 5 - 1 1 _
bl VP4 5 [ B dids g gl < Gl
Lembrando que a integral sobre 02, desta tultima desigualdade é nao-
negativa, porque -7 > 0 em 0, e usando (16)

Fallo Vgl + S gl < Sl I < SBIP < Slluol®. (19)
2 2 2 2

Observacao 1: Na estimativa (18) podemos notar que se a condi¢do
inicial uy for limitada obtemos um controle no comportamento das solucoes
aproximadas uy, bem como em suas derivadas de primeira ordem, desde que
o coeficiente de difusdo «(z) nao se aproxime de zero, isto é, a(z) > h.
Se «a(x) < h o controle sobre a norma-Ly de Vuj se perde, podendo entao
aparecer oscilacoes espurias na solucao de Galerkin. Nas proximas secoes,
apresentaremos métodos de elementos finitos desenvolvidos para contornar

este problema.

3 Método “Streamline Diffusion”

A forma mais simples de contornar as dificuldades apresentadas pelo método
de Galerkin (12) com «(z) < h, é evitar esta situagdo. Isto pode ser feito
decrescendo-se o parametro da triangularizacao h até que «(z) > h, mas
esta estratégia pode se tornar impraticavel se « for muito pequeno ou partic-
ularmente, se estivermos tratando de um problema puramente hiperbdlico,
isto é, sem transporte difusivo (a(x) = 0). Por outro lado, podemos sim-
plesmente acrescentar a equagao (1) um termo de difusdo artificial —JAuw,
onde § = h — «(z). Esta é a idéia principal dos métodos de difusao artificial
que, apesar de produzirem solucoes nao oscilatorias, tem o defeito de intro-
duzir uma perturbagao na equacao original que nao permite que a solugao
de elementos finitos seja melhor que O(h). Outra escolha seria a introdugao
de difusao artificial somente na direcao do campo de velocidades 3, através
do termo —dugg, com § = h — a(x), sem a violagao da consisténcia entre a
equagao diferencial e o esquema de discretizacao, onde por definicao

Ug:ﬂ_"vu
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Para isso, vamos alterar o espaco das func¢oes-teste tornando-o diferente
do espaco de aproximacao. Métodos com esta propriedade sao classifica-
dos como métodos de Petrov-Galerkin. O método “Streamline Diffusion”
¢ um destes métodos. Para estabelecé-lo, tomaremos funcoes-teste do tipo
w=uv+ 53- Vv, v €V}, no problema (12)-(13), que fica reescrito como

n n—1

(Tuh, v 406 - Vo) + (@Vul, Vo) — (div(aVu}), 863 - Vo) +  (19)

—|—(5-Vuz,v+6ﬁ-Vv):(f,v+5ﬁ-Vv), VoeV, n=1,2,---,N.

(Wl v+ 03 - Vo) = (ug, v+ 63 - Vo), Vv eV, (20)

onde 6 = Ch se a < h, C' > 0 suficientemente pequena e 6 =0 se a > h.

Repare que o termo 6(5 Vup, g Vu) é um transporte difusivo na diregao
de 5 e funciona como uma fonte de estabilizacao do método numeérico porque
aumenta a quantidade de difusao na direcao do vetor 3

Para estabelecer condicoes de estabilidade para o método “streamline
diffusion” , tomamos v = u}' em (19) com a simplificagdo f = 0, obtendo

(ulr, uf + 63 - Vul) + kn(aVul, Vulty — kp(div(aVul), 66 - Vul') +

+ k(B Vg, up + 66 V) = (upt up + 65 - V).
Supondo « constante e usando (14) e (17) temos que

0+ ky
2

Ballod Fupl + 25 [ i) ds + gl + k]| - Vg <
+

_ 1 € _ 6 -
< Slup~ I+ §||UZ||2 + 5 llun P+ 21 Vup|®.

DN |
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Usando a positividade da integral sobre o bordo 02, desta ultima de-
sigualdade,

1+¢€d B
Jup =M% (21)

1o n Lo Sz "
nllo? Vi |* + Sllupl* + (kad = S5 - Vag]® <

Observacao 2: A estimativa acima revela a existéncia de um controle
do gradiente de u} na direcao de # que nao pode ser obtido pelo método de
Galerkin.

4 Método de Galerkin com Funcoes Bolha

O método de Galerkin com funcgoes bolha se baseia na mesma formulacao
variacional do problema continuo (1)-(4), mas com espaco de aproximagao
maior. A idéia principal deste método é escolher o espaco V}, adequadamente,
de modo a aumentar a estabilidade do método de Galerkin. Isto pode ser
conseguido pela adi¢ao de fungoes bolha a cada elemento.

Uma funcao bolha ¢ tem suporte contido em um tnico elemento e satisfaz
p>0,Vre K, p(r) =0,V € 0K e ¢ =1 no baricentro do triangulo K,
V K € T},. Chamaremos de B(K) o espaco das fun¢oes bolha definidas sobre
cada elemento da triangularizacao 7,.

Em cada elemento padrao, a funcao bolha ¢ pode ser escrita como
85 = 275\15\25\3 )
onde {5\1, 5\2, 5\3} é a base local de Lagrange Linear para o espago P;(K).
Vamos considerar o subespaco
Vi={veH:v|xe Pi(K)®BK), VK € T, }.

Discretizando o tempo pelo método de Euler regressivo, estaremos procu-
rando uy, € V2, aproximagao de u(x,t,), n =1,2,--- N, x € €, satisfazendo

n 1

e
Up — Up

<Tav> + <avu’27 VU> + <5 VUZ,U> = <fav>7 Vv € foa (22)
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(ul), v) = (ug,v), Yo € V. (23)

Se em (22) tomarmos v = @(x) para ¢ € K e v = 0 caso contrario,
obtemos

n_

n—1
Up — Up

<k7’ €0>K + <CYVUZ; V@K + <ﬂ - Vuy, €0>K = <f7 €0>K; (24)
onde (-, )k indica o produto interno de Lo com integracao sobre o elemento

K.

Podemos decompor a solu¢ao uy em sua parte linear uf' € V}, e sua parte
gerada pelas bolhas, isto é,

up =uf + > upto, (25)
K
onde u} ¢é o coeficiente da fungao bolha no elemento K.

Substituindo (25) em (24) temos

(ul, )i + kn(aVul, Vo) + kn<ﬁ Vul, o) +
+ UM (0, )k + kn(aV o, Vo) i + kn(B - Vo, 0V k] =

= kn<f7 (10>K + <u;zl_17 (10>K

Entretanto, para V w; € V} temos, usando a férmula de Green

(Vwy, Vo) = —(Awy, )k + /aK ©Vwy - 1jds = 0. (26)

E entao,

e _ (hf +up™t —ut — BVt g)i
’ (¢ + knaV o+ k3 - Vo, 0)

Este procedimento pode ser repetido para cada elemento K € Tj},.

(27)
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Se em (22) tomarmos v = v} € Vj, e usarmos (25), teremos

(ul, v + ky(aVuy, Vol) + kn(ﬁ Vul, v}y +

+ ZU (P;Ul K+k <OZVQO,VUI>K—|—I€ <6 V(,O,U1> ] = (28)

= kn(f; U?>K + (szla U?)

Entdo, o problema variacional resultante (28) é equivalente a usar o
método de Galerkin com mais um termo que em vista de (27) e da férmula
de Green pode ser reescrito como

Zu (P+kﬁ V(P,'Ul> =

(knf +ul b —u — k- Vul, o)k
K (p+kaVo+k3 Vo, o)k

(907 ’U? - kng V,U?>K -

Z nf—i—uh —ul —k BVU?,U?— EVU?>K

Clloll%, 29
K (0 + knaVo + k- Vo, o)k Il 29)

onde C' é uma constante.

I[sto sugere uma alteracao do espaco das funcoes teste, ou seja, a inclusao
de fungoes bolha funciona como um método tipo Petrov-Galerkin para esta-
bilizar o problema variacional discreto.

5 Simulacoes Numéricas

A seguir, vamos mostrar algumas simula¢oes numéricas do problema (1)-(4)
com os métodos apresentados neste trabalho. No primeiro exemplo, vamos
tomar como coeficiente de difusio o = 1073, como campo de velocidades
3 = (1 — y%,0) que corresponde a um escoamento laminar bidimensional
entre placas paralelas, f = 0, g = 0 em 0f)_ e a condicao inicial
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up(z,y) = 0.lexp(—16((z + 0.5)> + y?)). O dominio Q serd dado por
Q =[-1,6] x [-1,1] e I = [0, 6]. Suas fronteiras podem ser descritas por

8972{(1‘,y)/1‘:—1, y e [_171] }7
O ={(z,y) /=6, ye[-1,1]}U

Uiy /y=-1Lzec[-L6]} U{(zy)/y=1 zc[-1,0]}

Para o dominio {2 foi gerada uma rede de triangulos com 5888 elementos
e 3057 nos. O intervalo I foi dividido em 120 subintervalos de tamanhos
iguais. As figuras 1, 2 e 3 mostram as curvas de nivel da evolugao da solucao
aproximada pelo método “Streamline Diffusion” utilizando o espaco Ly (7},)
parat=4,t =05 et = 6, respectivamente.

1 o 1 2 3 4 5 6

Figura 1: Método “Streamline Diffusion” - ¢t =4

Figura 2: Método “Streamline Diffusion” - ¢t =5
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-1 o 1 2 3 4 5 6

Figura 3: Método “Streamline Diffusion” - ¢t =6

Podemos observar nas figuras 1-% que a solucao toma a forma parabdlica
devido ao campo de velocidades escolhido para a simulacao, além disso, a
solugao passa pelo bordo 0€2, sem apresentar oscilacoes. Estes fatos eviden-
ciam que os métodos numéricos apresentados nao alteraram as caracteristicas
do problema.

No préximo exemplo, vamos tomar o dominio €2 composto pelo retangulo
dado por [—3.5,3.5] x [—1, 1] com um obstaculo dado pela circunferéncia de
centro na origem e raio r = 0.25, como pode ser visto na figura 4.

3f

2

L L L L L L L
-4 -3 -2 -1 o] 1 2 3 4

Figura 4: Dominio retangular com obstaculo

O campo de velocidades para este tipo de dominio sera dado por

= 22°r? r? 2xyr?
B={1-7 nz T T2 2 0 (2 ne |-
(@2 +y?)? (@ +y?) " (2% +y?)
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Escolhemos também o coeficiente de difusdo o = 1073,f = 0, e a condicdo
inicial ug(z, y) = 0.1exp(—16((x+2.5)?+y?)). Para as condigoes de contorno
tomamos g = 0 em 0f)_, onde as fronteiras sao descritas por

00 ={(z,y) /v=-35yec[-L1]}
0 ={(z,y) /2 +y*=r"} U {(z,y) /2 =35 ye[-11]} U

U{(z,y)/y=-1, 2€[-3535]} U {(x,y)/y=1, = €[-3.5,35]}.

Para o dominio {2 foi gerada uma rede de triangulos com 3520 elementos e
1840 nés. O intervalo I = [0, 6] foi dividido em 120 subintervalos de tamanhos
iguais. As figuras 5, 6 e 7mostram as curvas de nivel da evolugao da solugao
aproximada pelo método Galerkin com base Lagrange Linear mais fungoes
bolha para t =2, t = 3 e t = 4, respectivamente.

-3 -2 -1 0 1 2 3

I I I I I I I
-3 -2 1 o 1 2 3

Figura 6: Método de Galerkin com fungoes bolha - ¢ =3
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-3 -2 -1 0 1 2 3

Figura 7: Método de Galerkin com fungoes bolha - ¢t =4

Podemos observar nas figuras 5-7 que a solucao atravessa o obstaculo sem
perder massa e com o comportamento fisico esperado.

5.1 Conservacao da Massa

Vamos estabelecer uma propriedade de conservacao de massa da solucao do
problema (1)-(4) e que continua sendo valida apds sua discretizacdo. Para
isso, vamos tomar a equacao (7) para o caso especial f = 0 juntamente com
a condigao de Dirichlet (2) com g = 0:

n __ unfl

kn
Vamos integrar (30) sobre €2 para obter

u

— div(a(z)Vu") + f(z) - Vu" = 0. (30)

/ u"dr — kn/ div(e(z)Vu")dz + kn/ B(x) - Vu'ds = / u""tda.
Q Q Q Q

Usando o teorema de divergéncia chegamos a

/ u"dr — kn/ a(x)Vu™ - ijds + kn/ u"(x) - fjds = / u" tdr.  (31)
Q ) 20 Q

Analisando (81) para um dominio retangular sem furos, caso da primeira
simulacao que realizamos, concluimos que as integrais sobre o bordo de §2 se
anulam quando a solu¢ao nao estd em contato com a fronteira. Desta forma,

/u”dxz/u”’ldx, (32)
Q Q
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isto é, a massa medida em dois tempos consecutivos deve manter-se constante
enquanto a solucao nao sofrer influéncia das condigoes de contorno.

Esta propriedade do problema continuo no espago também foi verificada
nas simulacoes realizadas com os métodos de elementos finitos que tratamos
neste trabalho.

Para o dominio da segunda simulacao, valem as mesmas observagoes an-
teriores acrescidas de uma analise da passagem da solucao pelo obstaculo
no centro do dominio. Quando isto estiver acontecendo, cabe ressaltar que
o campo de velocidades 5 para este problema foi construido de forma a ter
apenas componente tangencial nas proximidades do bordo da circunferéncia
colocada no centro do retangulo. Assim, as integrais sobre o bordo de €2
também se anulam. Portanto, continua valendo a conservacao de massa e
esta propriedade foi alcancada com éxito pelos métodos de elementos finitos
que utilizamos.

Na figura 8, encontramos o grafico da massa da solucao aproximada do
problema do primeiro exemplo desta secao, em funcao do tempo. Observe
que, antes de atingir o bordo 0{2; a massa se mantém constante.

0.02

0.0191-

0.018

0.017

0.016-

massa

0.0151-

0.014-

0.0131-

0.012 I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

tempo

Figura 8: Grafico da massa em funcao do tempo

6 Conclusoes

Os métodos “Streamline Diffusion” e Galerkin com funcoes bolha alcangaram
bons resultados em nossas simulacoes numéricas. A escolha de um ou de
outro pode se basear no fato do primeiro apresentar dificuldades em sua
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implementagao devido ao aparecimento de termos adicionais em sua formu-
lagao variacional. J4 o segundo se baseia na mesma formulagao variacional do
método de Galerkin, mas introduz mais varidveis no sistema linear resultante
da discretizacao.

Como trabalho futuro, pretendemos testar os métodos apresentados neste
relatorio em problemas de Navier-Stokes. Desta forma, poderemos calcular
o campo de velocidades 5 para diversas geometrias mais complicadas e uti-
lizd-lo na simulacao dos problemas de difusao-convecgao em situagoes mais
proximas da realidade.
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