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Abstract: O m�etodo dos elementos �nitos �e um dos mais conhecidos e

utilizados para a discretiza�c~ao de equa�c~oes diferenciais, mas em sua forma

padr~ao, conhecida como m�etodo de Galerkin, n~ao apresenta bom compor-

tamento em equa�c~oes de difus~ao-convec�c~ao quando o coe�ciente de difus~ao

�e pequeno em rela�c~ao ao coe�ciente de convec�c~ao. Neste trabalho, apresen-

tamos algumas variantes do m�etodo de Galerkin para a resolu�c~ao deste

tipo de equa�c~oes , constru��das para a obten�c~ao de melhores propriedades de

estabilidade num�erica.

1 Introdu�c~ao

Equa�c~oes diferenciais associadas a fenômenos de transporte têm grande im-

portância pr�atica na modelagem de um vasto n�umero de problemas em

mecânica dos 
uidos. Vamos restringir nossas considera�c~oes ao seguinte
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problema de difus~ao-convec�c~ao que modela a evolu�c~ao espa�co-tempo de man-

chas de �oleo no mar sob a in
uência dos ventos, correntes mar��timas e mar�es.

@u(x; t)

@t

� div(�(x)ru(x; t)) +

~

�(x) � ru(x; t) = f(x) ; 
� I (1)

u(x; t) = g(x) ; x 2 @


�

; t 2 I (2)

@u(x; t)

@~�

= 0 ; x 2 @


+

; t 2 I (3)

u(x; 0) = u

0

(x) ; x 2 
: (4)

Aqui, \�" indica o produto escalar do <

2

, 
 �e um dom��nio limitado do <

2

com fronteira @
 = @


+

[ @


�

; onde

@


+

= f x 2 @
 = ~�(x) �

~

�(x) � 0 g;

tamb�em conhecido como bordo de sa��da do 
uxo e

@


�

= f x 2 @
 = ~�(x) �

~

�(x) < 0 g;

que recebe o nome de bordo de entrada do 
uxo, sendo ~�(x) o vetor unit�ario

normal no ponto x 2 @
, I = [0; T ] � <,

~

�(x) = (�

1

(x); �

2

(x)) �e um dado

campo de velocidades e � � 0 �e o coe�ciente de difus~ao. As fun�c~oes �;

~

�; f

e g 2 L

2

(
).

2 Problema Variacional

Vamos considerar (H; h�; �i

H

) um espa�co de Hilbert com k � k

H

a norma as-

sociada ao produto interno h�; �i

H

. Vamos indroduzir alguns conceitos que

ser~ao �uteis no desenvolvimento deste trabalho. Uma forma linear b(�) em H

�e dita cont��nua se existe c

1

> 0 tal que

j b(v) j� c

1

kvk

H

; 8 v 2 H:
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De forma an�aloga, uma forma bilinear a(�; �) em H �e dita cont��nua se

existe c

2

> 0 tal que

j a(v; w) j� c

2

kvk

H

kwk

H

; 8 v; w 2 H

e dita coerciva se existe c

3

> 0 tal que

a(v; v) � c

3

kvk

2

H

; 8 v 2 H:

Se a(u; v) = a(v; u); 8 u; v 2 H, ent~ao dizemos que a(�; �) �e uma forma

bilinear sim�etrica.

De modo geral, dada a(�; �) uma forma bilinear sim�etrica, cont��nua e coer-

civa emH e dada uma forma linear cont��nua b(�), podemos de�nir o problema

variacional sim�etrico abstrato

(V) encontrar u

�

2 H solu�c~ao da equa�c~ao

a(u; v) = b(v); 8 v 2 H: (5)

O teorema a seguir, garante sob quais condi�c~oes o problema variacional

(5) ter�a solu�c~ao �unica e apresenta uma estimativa de estabilidade da solu�c~ao.

Teorema de Lax-Milgram: Sejam H um espa�co de Hilbert,

a(�; �) : H � H ! < uma forma bilinear cont��nua e coerciva e b(�) : H ! <

uma forma linear cont��nua. Ent~ao, existe um �unico u

�

2 H solu�c~ao da

equa�c~ao

a(u; v) = b(v); 8 v 2 H;

al�em disso, vale a seguinte estimativa de estabilidade

kuk

H

�

c

1

c

3

:

Se tomarmos a(�; �) sim�etrica, ent~ao a demonstra�c~ao do teorema acima �e

uma aplica�c~ao do Teorema de Representa�c~ao de Riesz. Em ambos os casos,

sim�etrico ou n~ao-sim�etrico, a demonstra�c~ao pode ser encontrada em [1].

Associado ao problema variacional (5), temos o seguinte problema varia-

cional discreto ou aproxima�c~ao de Ritz-Galerkin: dado um subespa�co de

dimens~ao �nita V

h

� H,
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(V

h

) encontrar u

h

2 V

h

solu�c~ao da equa�c~ao

a(u

h

; v) = b(v); 8 v 2 V

h

: (6)

Tal qual o problema variacional (5), o problema variacional discreto (6)

tamb�em ter�a solu�c~ao �unica garantida pelo Teorema de Lax-Milgram.

O pr�oximo lema mostrar�a uma estimativa do erro da aproxima�c~ao de u

�

por u

h

, solu�c~ao de (6).

Lema de C�ea: Considerando v�alidas as condi�c~oes do Teorema de Lax-

Milgram e supondo que u

�

seja solu�c~ao de (5). Ent~ao, para o problema

variacional discreto (6) vale que

ku

�

� u

h

k

H

�

c

2

c

3

minf ku� vk

H

; 8 v 2 V

h

g;

onde c

2

�e a constante de continuidade e c

3

a constante de coercividade.

2.1 Semi-discretiza�c~ao no Tempo

Seja � : 0 = t

0

< t

1

< � � � < t

N

= T uma parti�c~ao qualquer de I = [0; T ]

com I

n

= (t

n�1

; t

n

) e k

n

= t

n

� t

n�1

o passo local no tempo.

Vamos utilizar o m�etodo de Euler Regressivo para discretizar a equa�c~ao

(1). Procuramos u

n

(x) aproxima�c~ao de u(x; t

n

), n = 1; 2; � � � ; N , x 2 
,

satisfazendo

u

n

� u

n�1

k

n

� div(�(x)ru

n

) +

~

�(x) � ru

n

= f(x) (7)

e a condi�c~ao inicial

u(x; 0) = u

0

(x): (8)

A formula�c~ao variacional do problema (7)-(8) com condi�c~oes de contorno

(2)-(3) ser�a descrita a seguir.

Considerando o espa�co das fun�c~oes-teste H

0

= fv 2 H

1

(
) = v j

@


�

= 0g,

multiplicando (7) por v 2 H

0

, para um dado n��vel de tempo n, integrando

sobre 
 e usando o teorema de Green, tem-se que

hu

n

; vi+ k

n

a(u

n

; v) = b(v); 8 v 2 H

0

; (9)
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onde

a(u

n

; v) =

Z




�(x)ru

n

(x)rv(x)dx+

Z




~

�(x)ru

n

(x)v(x)dx;

b(v) = hk

n

f + u

n�1

; vi =

Z




k

n

f(x)v(x)dx+

Z




u

n�1

(x)v(x)dx;

hu

n

; vi =

Z




u

n

(x)v(x)dx:

Impondo as condi�c~oes de contorno fortemente, isto �e, buscando a solu�c~ao

num conjunto cujas fun�c~oes satisfa�cam as condi�c~oes de contorno dadas em

(2), devemos de�nir o conjunto de fun�c~oes admiss��veis como

H

1

g

= f v 2 H

1

(
) = v j

@


�

= g g:

Assim, podemos enunciar o seguinte problema variacional:

(V

g

) encontrar u

n

2 H

1

g

; n = 1; 2; � � � ; N , solu�c~ao da equa�c~ao

hu

n

; vi+ k

n

a(u

n

; v) = b(v); 8 v 2 H

0

; (10)

satisfazendo a condi�c~ao inicial

u

0

(x) = u

0

(x): (11)

Repare que o problema variacional (10) n~ao se enquadra no teorema de

Lax-Milgram porque H

1

g

�e um subconjunto e n~ao um subespa�co de H

1

(
).

Para contornar esta di�culdade vamos rede�nir o problema (10) da seguinte

forma, dado um elemento û

n

2 H

1

g

, �xo, por�em arbitr�ario, podemos descrever

H

1

g

por

H

1

g

= f u

n

2 H

1

(
) = u

n

= w

n

+ û

n

; 8 w

n

2 H

0

g:

Reescrevendo (10) com u

n

da forma acima temos

A(w

n

+ û

n

; v) = b(v);

onde a forma bilinear A(�; �) �e dada por
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A(u

n

; v) = hu

n

; vi+ k

n

a(u

n

; v):

Portanto, o problema variacional pode ser reescrito da seguinte forma

(V) encontrar w

n

2 H

0

; n = 1; 2; � � � ; N , solu�c~ao da equa�c~ao

A(w

n

; v) =

^

b(v); 8 v 2 H

0

;

onde

^

b(v) = b(v)� A(û

n

; v).

Vamos supor que a(�; �) seja um forma bilinear cont��nua e coerciva e b(�)

seja uma forma linear cont��nua. Isto �e, se existem constantes c

1

; c

2

; c

3

> 0

tal que

j b(v) j� c

1

kvk

H

1

(
)

; 8 v 2 H

1

(
);

j a(v; w) j� c

2

kvk

H

1

(
)

kwk

H

1

(
)

; 8 v; w 2 H

1

(
);

a(v; v) � c

3

kvk

2

H

1

(
)

; 8 v 2 H

1

(
):

Da de�ni�c~ao de A(�; �) segue que

j A(u

n

; v) j = j hu

n

; vi + k

n

a(u

n

; v) j � j hu

n

; vi j + j k

n

a(u

n

; v) j :

Usando a continuidade de a(�; �) e a desigualdade de Cauchy-Schartz

temos que

j A(u

n

; v) j � ku

n

kkvk + k

n

c

2

ku

n

k

H

1

(
)

kvk

H

1

(
)

;

onde \k � k" denota a norma-L

2

.

Mas,

ku

n

kkvk � ku

n

k

H

1

(
)

kvk

H

1

(
)

;

e ent~ao,
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j A(u

n

; v) j � c

2

ku

n

k

H

1

(
)

kvk

H

1

(
)

;

onde c

2

= maxf 1; k

n

c

2

g, que mostra que A(�; �) tamb�em ser�a continua.

Da de�ni�c~ao de

^

b(�) juntamente com as continuidades de b(�) e A(�; �)

segue que

j

^

b(v) j = j b(v)� A(û

n

; v) j � j b(v) j + j A(û

n

; v) j �

� c

1

kvk

H

1

(
)

+ c

2

kû

n

k

H

1

(
)

kvk

H

1

(
)

� c

1

kvk

H

1

(
)

;

onde c

1

= maxf c

1

; c

2

kû

n

k

H

1

(
)

g, que mostra que

^

b(�) tamb�em ser�a continua.

Para mostrar a coercividade de A(�; �), vamos usar a coercividade de a(�; �):

A(v; v) = hv; vi+ k

n

a(v; v) � hv; vi + k

n

c

3

kvk

2

H

1

(
)

:

Mas, hv; vi � 0, e ent~ao,

A(v; v) � c

3

kvk

2

H

1

(
)

;

onde c

3

= k

n

c

3

.

Assim, mostramos que A(�; �) �e uma forma bilinear cont��nua e coerciva e

^

b(�) �e uma forma linear cont��nua, o que coloca o problema variacional (V)

com as hip�oteses do teorema de Lax-Milgram garantindo assim, existência e

unicidade de sua solu�c~ao.

2.2 Discretiza�c~ao no Espa�co e no Tempo

Vamos considerar que 
 seja um dom��nio poligonal convexo e tomar os

subespa�cos de dimens~ao �nita consistindo de fun�c~oes polinomiais lineares

por partes,V

h

� H

0

dado por

V

h

= f v 2 H

0

= v j

K

2 P

1

(K); 8 K 2 T

h

g;

e V

g

h

� H

1

g

de�nido como
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V

g

h

= f v 2 H

1

g

= v j

K

2 P

1

(K); 8 K 2 T

h

g;

onde T

h

= fKg �e uma triangulariza�c~ao de 
 e P

1

(K) �e o espa�co dos polinômios

de grau menor ou igual a 1, de�nidos no elemento K. Denotaremos tamb�em

h

K

� diâmetro de K, que �e o maior lado do triângulo K e

h = f maxh

K

= K 2 T

h

g:

Atrav�es de uma mudan�ca de vari�aveis, podemos levar cada triângulo K

no triângulo

^

K, tamb�em conhecido como elemento padr~ao, de v�ertices (0; 0),

(1; 0) e (0; 1) e vice-versa. Desta forma, podemos construir uma base local

f

^

�

1

;

^

�

2

;

^

�

3

g para P

1

(K) que recebe o nome de base local de Lagrange Linear

para o espa�co de fun�c~oes L

1

(T

h

).

Ent~ao, enunciamos o seguinte problema variacional discreto no espa�co e

no tempo, correspondente ao problema (10)-(11):

(V

h

) encontrar u

n

h

2 V

g

h

; n = 1; 2; � � � N , tal que

hu

n

h

; vi+ k

n

a(u

n

h

; v) = b(v); 8 v 2 V

h

; (12)

hu

0

h

; vi = hu

0

; vi; 8 v 2 V

h

: (13)

2.3 Condi�c~oes de Estabilidade

Para estabelecer condi�c~oes de estabilidade, consideremos a seguinte desigual-

dade geom�etrica

2ab � a

2

� +

b

2

�

; 8 a; b 2 < e � 2 <

�

+

: (14)

Se tomarmos (13) com v = u

0

h

e levando em considera�c~ao (14) com � = 1,

temos

hu

0

h

; u

0

h

i = hu

0

; u

0

h

i �

1

2

ku

0

k

2

+

1

2

ku

0

h

k

2

;

onde \k � k" denota a norma-L

2

.
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Logo, conclu��mos que

ku

0

h

k � ku

0

k: (15)

Para obter uma rela�c~ao de estabilidade para o problema discreto (12)-

(13), com a simpli�ca�c~ao f = 0, tomamos v = u

n

h

em (12), obtendo

ku

n

h

k

2

� hu

n�1

h

; u

n

h

i+ a(u

n

h

; u

n

h

)k

n

= 0:

Usando (14) com � = 1, conclu��mos que para n = 1; 2; � � � ; N

1

2

ku

n

h

k

2

�

1

2

ku

n�1

h

k

2

+ a(u

n

h

; u

n

h

)k

n

� 0:

Somando entre 1 e n, �xo, temos

ku

n

h

k

2

+ 2

n

X

m=1

a(u

m

h

; u

m

h

)k

m

� ku

0

h

k

2

� ku

0

k

2

:

Usando novamente a coercividade de a(�; �) chegamos a

ku

n

h

k � ku

0

h

k � ku

0

k; n = 1; � � � ; N; (16)

que �e uma condi�c~ao de estabilidade que relaciona a solu�c~ao aproximada, em

cada n��vel de tempo, com a aproxima�c~ao da condi�c~ao inicial e a condi�c~ao

inicial propriamente.

Podemos ainda obter uma outra estimativa de estabilidade envolvendo as

primeiras derivadas da aproxima�c~ao de Galerkin u

h

. Para isso, necessitamos

do seguinte resultado que se obt�em diretamente da f�ormula de Green, desde

que div

~

� = 0:

Z




u

~

� � rudx =

1

2

Z

@


u

2

~

� � ~�ds: (17)

Tomando v = u

n

h

em (12) com f = 0 e usando (17), obtemos

k

n

h�ru

n

h

;ru

n

h

i+

k

n

2

Z

@


+

(u

n

h

)

2

~

� � ~�ds+ hu

n

h

; u

n

h

i = hu

n�1

h

; u

n

h

i:

Levando em conta (14) com � = 1, temos que

9



k

n

k�

1

2

ru

n

h

k

2

+

k

n

2

Z

@


+

(u

n

h

)

2

~

� � ~�ds+

1

2

ku

n

h

k

2

�

1

2

ku

n�1

h

k

2

:

Lembrando que a integral sobre @


+

desta �ultima desigualdade �e n~ao-

negativa, porque

~

� � ~� � 0 em @


+

, e usando (16)

k

n

k�

1

2

ru

n

h

k

2

+

1

2

ku

n

h

k

2

�

1

2

ku

n�1

h

k

2

�

1

2

ku

0

h

k

2

�

1

2

ku

0

k

2

: (18)

Observa�c~ao 1: Na estimativa (18) podemos notar que se a condi�c~ao

inicial u

0

for limitada obtemos um controle no comportamento das solu�c~oes

aproximadas u

h

, bem como em suas derivadas de primeira ordem, desde que

o coe�ciente de difus~ao �(x) n~ao se aproxime de zero, isto �e, �(x) > h.

Se �(x) < h o controle sobre a norma-L

2

de ru

n

h

se perde, podendo ent~ao

aparecer oscila�c~oes esp�urias na solu�c~ao de Galerkin. Nas pr�oximas se�c~oes,

apresentaremos m�etodos de elementos �nitos desenvolvidos para contornar

este problema.

3 M�etodo \Streamline Di�usion"

A forma mais simples de contornar as di�culdades apresentadas pelo m�etodo

de Galerkin (12) com �(x) < h, �e evitar esta situa�c~ao. Isto pode ser feito

decrescendo-se o parâmetro da triangulariza�c~ao h at�e que �(x) > h, mas

esta estrat�egia pode se tornar impratic�avel se � for muito pequeno ou partic-

ularmente, se estivermos tratando de um problema puramente hiperb�olico,

isto �e, sem transporte difusivo (�(x) = 0). Por outro lado, podemos sim-

plesmente acrescentar �a equa�c~ao (1) um termo de difus~ao arti�cial ���u,

onde � = h� �(x). Esta �e a id�eia principal dos m�etodos de difus~ao arti�cial

que, apesar de produzirem solu�c~oes n~ao oscilat�orias, tem o defeito de intro-

duzir uma perturba�c~ao na equa�c~ao original que n~ao permite que a solu�c~ao

de elementos �nitos seja melhor que O(h). Outra escolha seria a introdu�c~ao

de difus~ao arti�cial somente na dire�c~ao do campo de velocidades

~

�, atrav�es

do termo ��u

~

�

~

�

, com � = h � �(x), sem a viola�c~ao da consistência entre a

equa�c~ao diferencial e o esquema de discretiza�c~ao, onde por de�ni�c~ao

u

~

�

=

~

� � ru

e
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u

~

�

~

�

=

~

� � r(

~

� � ru):

Para isso, vamos alterar o espa�co das fun�c~oes-teste tornando-o diferente

do espa�co de aproxima�c~ao. M�etodos com esta propriedade s~ao classi�ca-

dos como m�etodos de Petrov-Galerkin. O m�etodo \Streamline Di�usion"

�e um destes m�etodos. Para estabelecê-lo, tomaremos fun�c~oes-teste do tipo

w = v + �

~

� � rv ; v 2 V

h

, no problema (12)-(13), que �ca reescrito como

h

u

n

h

� u

n�1

h

k

n

; v + �

~

� � rvi+ h�ru

n

h

;rvi � hdiv(�ru

n

h

); �

~

� � rvi + (19)

+ h

~

� � ru

n

h

; v + �

~

� � rvi = hf; v + �

~

� � rvi; 8 v 2 V

h

; n = 1; 2; � � � ; N:

hu

0

h

; v + �

~

� � rvi = hu

0

; v + �

~

� � rvi; 8 v 2 V

h

; (20)

onde � = Ch se � < h; C > 0 su�cientemente pequena e � = 0 se � � h.

Repare que o termo �h

~

� �ru

n

h

;

~

� �rvi �e um transporte difusivo na dire�c~ao

de

~

� e funciona como uma fonte de estabiliza�c~ao do m�etodo num�erico porque

aumenta a quantidade de difus~ao na dire�c~ao do vetor

~

�.

Para estabelecer condi�c~oes de estabilidade para o m�etodo \streamline

di�usion" , tomamos v = u

n

h

em (19) com a simpli�ca�c~ao f = 0, obtendo

hu

n

h

; u

n

h

+ �

~

� � ru

n

h

i+ k

n

h�ru

n

h

;ru

n

h

i � k

n

hdiv(�ru

n

h

); �

~

� � ru

n

h

i +

+ k

n

h

~

� � ru

n

h

; u

n

h

+ �

~

� � ru

n

h

i = hu

n�1

h

; u

n

h

+ �

~

� � ru

n

h

i:

Supondo � constante e usando (14) e (17) temos que

k

n

k�

1

2

ru

n

h

k

2

+

� + k

n

2

Z

@


+

(u

n

h

)

2

~

� � ~�ds+ ku

n

h

k

2

+ k

n

�k

~

� � ru

n

h

k

2

�

�

1

2

ku

n�1

h

k

2

+

1

2

ku

n

h

k

2

+

��

2

ku

n�1

h

k

2

+

�

2�

k

~

� � ru

n

h

k

2

:
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Usando a positividade da integral sobre o bordo @


+

desta �ultima de-

sigualdade,

k

n

k�

1

2

ru

n

h

k

2

+

1

2

ku

n

h

k

2

+ (k

n

� �

�

2�

)k

~

� � ru

n

h

k

2

�

1 + ��

2

ku

n�1

h

k

2

: (21)

Observa�c~ao 2: A estimativa acima revela a existência de um controle

do gradiente de u

n

h

na dire�c~ao de

~

� que n~ao pode ser obtido pelo m�etodo de

Galerkin.

4 M�etodo de Galerkin com Fun�c~oes Bolha

O m�etodo de Galerkin com fun�c~oes bolha se baseia na mesma formula�c~ao

variacional do problema cont��nuo (1)-(4), mas com espa�co de aproxima�c~ao

maior. A id�eia principal deste m�etodo �e escolher o espa�co V

h

adequadamente,

de modo a aumentar a estabilidade do m�etodo de Galerkin. Isto pode ser

conseguido pela adi�c~ao de fun�c~oes bolha a cada elemento.

Uma fun�c~ao bolha ' tem suporte contido em um �unico elemento e satisfaz

' > 0; 8 x 2 K, '(x) = 0 ; 8 x 2 @K e ' = 1 no baricentro do triângulo K,

8 K 2 T

h

. Chamaremos de B(K) o espa�co das fun�c~oes bolha de�nidas sobre

cada elemento da triangulariza�c~ao T

h

.

Em cada elemento padr~ao, a fun�c~ao bolha '̂ pode ser escrita como

'̂ = 27

^

�

1

^

�

2

^

�

3

;

onde f

^

�

1

;

^

�

2

;

^

�

3

g �e a base local de Lagrange Linear para o espa�co P

1

(K).

Vamos considerar o subespa�co

V

b

h

= f v 2 H

0

: v j

K

2 P

1

(K)� B(K); 8K 2 T

h

g:

Discretizando o tempo pelo m�etodo de Euler regressivo, estaremos procu-

rando u

h

2 V

b

h

, aproxima�c~ao de u(x; t

n

), n = 1; 2; � � � ; N; x 2 
, satisfazendo

h

u

n

h

� u

n�1

h

k

n

; vi+ h�ru

n

h

;rvi+ h

~

� � ru

n

h

; vi = hf; vi; 8v 2 V

b

h

; (22)
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hu

0

h

; vi = hu

0

; vi; 8v 2 V

b

h

: (23)

Se em (22) tomarmos v = '(x) para x 2 K e v = 0 caso contr�ario,

obtemos

h

u

n

h

� u

n�1

h

k

n

; 'i

K

+ h�ru

n

h

;r'i

K

+ h

~

� � ru

n

h

; 'i

K

= hf; 'i

K

; (24)

onde h�; �i

K

indica o produto interno de L

2

com integra�c~ao sobre o elemento

K.

Podemos decompor a solu�c~ao u

n

h

em sua parte linear u

n

1

2 V

h

e sua parte

gerada pelas bolhas, isto �e,

u

n

h

= u

n

1

+

X

K

u

nK

b

'; (25)

onde u

nK

b

�e o coe�ciente da fun�c~ao bolha no elemento K.

Substituindo (25) em (24) temos

hu

n

1

; 'i

K

+ k

n

h�ru

n

1

;r'i

K

+ k

n

h

~

� � ru

n

1

; 'i

K

+

+ u

nK

b

[h'; 'i

K

+ k

n

h�r';r'i

K

+ k

n

h

~

� � r'; 'i

K

] =

= k

n

hf; 'i

K

+ hu

n�1

h

; 'i

K

:

Entretanto, para 8 w

1

2 V

h

temos, usando a f�ormula de Green

hrw

1

;r'i

K

= �h�w

1

; 'i

K

+

Z

@K

'rw

1

� ~�ds = 0: (26)

E ent~ao,

u

nK

b

=

hk

n

f + u

n�1

h

� u

n

1

� k

n

~

� � ru

n

1

; 'i

K

h'+ k

n

�r'+ k

n

~

� � r'; 'i

K

: (27)

Este procedimento pode ser repetido para cada elemento K 2 T

h

.
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Se em (22) tomarmos v = v

n

1

2 V

h

e usarmos (25), teremos

hu

n

1

; v

n

1

i+ k

n

h�ru

n

1

;rv

n

1

i+ k

n

h

~

� � ru

n

1

; v

n

1

i +

+

X

K

u

nK

b

[h'; v

n

1

i

K

+ k

n

h�r';rv

n

1

i

K

+ k

n

h

~

� � r'; v

n

1

i

K

] = (28)

= k

n

hf; v

n

1

i

K

+ hu

n�1

h

; v

n

1

i:

Ent~ao, o problema variacional resultante (28) �e equivalente a usar o

m�etodo de Galerkin com mais um termo que em vista de (27) e da f�ormula

de Green pode ser reescrito como

X

K

u

nK

b

h'+ k

n

~

� � r'; v

n

1

i

K

=

X

K

hk

n

f + u

n�1

h

� u

n

1

� k

n

~

� � ru

n

1

; 'i

K

h'+ k

n

�r'+ k

n

~

� � r'; 'i

K

h'; v

n

1

� k

n

~

� � rv

n

1

i

K

=

=

X

K

hk

n

f + u

n�1

h

� u

n

1

� k

n

~

� � ru

n

1

; v

n

1

� k

n

~

� � rv

n

1

i

K

h'+ k

n

�r'+ k

n

~

� � r'; 'i

K

Ck'k

2

K

; (29)

onde C �e uma constante.

Isto sugere uma altera�c~ao do espa�co das fun�c~oes teste, ou seja, a inclus~ao

de fun�c~oes bolha funciona como um m�etodo tipo Petrov-Galerkin para esta-

bilizar o problema variacional discreto.

5 Simula�c~oes Num�ericas

A seguir, vamos mostrar algumas simula�c~oes num�ericas do problema (1)-(4)

com os m�etodos apresentados neste trabalho. No primeiro exemplo, vamos

tomar como coe�ciente de difus~ao � = 10

�3

, como campo de velocidades

~

� = (1 � y

2

; 0) que corresponde a um escoamento laminar bidimensional

entre placas paralelas, f = 0, g = 0 em @


�

e a condi�c~ao inicial
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u

0

(x; y) = 0:1exp(�16((x + 0:5)

2

+ y

2

)). O dom��nio 
 ser�a dado por


 = [�1; 6]� [�1; 1] e I = [0; 6]. Suas fronteiras podem ser descritas por

@


�

= f (x; y) = x = �1; y 2 [�1; 1] g;

@


+

= f (x; y) = x = 6; y 2 [�1; 1] g [

[ f (x; y) = y = �1; x 2 [�1; 6] g [ f (x; y) = y = 1; x 2 [�1; 6] g:

Para o dom��nio 
 foi gerada uma rede de triângulos com 5888 elementos

e 3057 n�os. O intervalo I foi dividido em 120 subintervalos de tamanhos

iguais. As �guras 1, 2 e 3 mostram as curvas de n��vel da evolu�c~ao da solu�c~ao

aproximada pelo m�etodo \Streamline Di�usion" utilizando o espa�co L

1

(T

h

)

para t = 4, t = 5 e t = 6, respectivamente.

−1 0 1 2 3 4 5 6

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

2.5

Figura 1: M�etodo \Streamline Di�usion" - t = 4
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1

1.5
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Figura 2: M�etodo \Streamline Di�usion" - t = 5
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1

1.5
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Figura 3: M�etodo \Streamline Di�usion" - t = 6

Podemos observar nas �guras 1-3 que a soluc~ao toma a forma parab�olica

devido ao campo de velocidades escolhido para a simula�c~ao, al�em disso, a

solu�c~ao passa pelo bordo @


+

sem apresentar oscila�c~oes. Estes fatos eviden-

ciam que os m�etodos num�ericos apresentados n~ao alteraram as caracter��sticas

do problema.

No pr�oximo exemplo, vamos tomar o dom��nio 
 composto pelo retângulo

dado por [�3:5; 3:5]� [�1; 1] com um obst�aculo dado pela circunferência de

centro na origem e raio r = 0:25, como pode ser visto na �gura 4.

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−3

−2

−1

0

1

2

3

Figura 4: Dom��nio retangular com obst�aculo

O campo de velocidades para este tipo de dom��nio ser�a dado por

~

� =

 

1�

2x

2

r

2

(x

2

+ y

2

)

2

+

r

2

(x

2

+ y

2

)

; �

2xyr

2

(x

2

+ y

2

)

2

!

:
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Escolhemos tamb�em o coe�ciente de difus~ao � = 10

�3

,f = 0, e a condi�c~ao

inicial u

0

(x; y) = 0:1exp(�16((x+2:5)

2

+y

2

)). Para as condi�c~oes de contorno

tomamos g = 0 em @


�

, onde as fronteiras s~ao descritas por

@


�

= f (x; y) = x = �3:5; y 2 [�1; 1] g;

@


+

= f (x; y) = x

2

+ y

2

= r

2

g [ f (x; y) = x = 3:5; y 2 [�1; 1] g [

[ f (x; y) = y = �1; x 2 [�3:5; 3:5] g [ f (x; y) = y = 1; x 2 [�3:5; 3:5] g:

Para o dom��nio 
 foi gerada uma rede de triângulos com 3520 elementos e

1840 n�os. O intervalo I = [0; 6] foi dividido em 120 subintervalos de tamanhos

iguais. As �guras 5 , 6 e 7 mostram as curvas de n��vel da evolu�c~ao da solu�c~ao

aproximada pelo m�etodo Galerkin com base Lagrange Linear mais fun�c~oes

bolha para t = 2, t = 3 e t = 4, respectivamente.

−3 −2 −1 0 1 2 3

−2.5
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−1.5
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−0.5
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0.5
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1.5
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2.5

Figura 5: M�etodo de Galerkin com fun�c~oes bolha - t = 2
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Figura 6: M�etodo de Galerkin com fun�c~oes bolha - t = 3
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Figura 7: M�etodo de Galerkin com fun�c~oes bolha - t = 4

Podemos observar nas �guras 5-7 que a solu�c~ao atravessa o obst�aculo sem

perder massa e com o comportamento f��sico esperado.

5.1 Conserva�c~ao da Massa

Vamos estabelecer uma propriedade de conserva�c~ao de massa da solu�c~ao do

problema (1)-(4) e que continua sendo v�alida ap�os sua discretiza�c~ao. Para

isso, vamos tomar a equa�c~ao (7) para o caso especial f = 0 juntamente com

a condi�c~ao de Dirichlet (2) com g = 0:

u

n

� u

n�1

k

n

� div(�(x)ru

n

) +

~

�(x) � ru

n

= 0: (30)

Vamos integrar (30) sobre 
 para obter

Z




u

n

dx� k

n

Z




div(�(x)ru

n

)dx+ k

n

Z




~

�(x) � ru

n

dx =

Z




u

n�1

dx:

Usando o teorema de divergência chegamos a

Z




u

n

dx� k

n

Z

@


�(x)ru

n

� ~�ds+ k

n

Z

@


u

n

~

�(x) � ~�ds =

Z




u

n�1

dx: (31)

Analisando (31) para um dom��nio retangular sem furos, caso da primeira

simula�c~ao que realizamos, conclu��mos que as integrais sobre o bordo de 
 se

anulam quando a solu�c~ao n~ao est�a em contato com a fronteira. Desta forma,

Z




u

n

dx =

Z




u

n�1

dx; (32)
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isto �e, a massa medida em dois tempos consecutivos deve manter-se constante

enquanto a solu�c~ao n~ao sofrer in
uência das condi�c~oes de contorno.

Esta propriedade do problema cont��nuo no espa�co tamb�em foi veri�cada

nas simula�c~oes realizadas com os m�etodos de elementos �nitos que tratamos

neste trabalho.

Para o dom��nio da segunda simula�c~ao, valem as mesmas observa�c~oes an-

teriores acrescidas de uma an�alise da passagem da solu�c~ao pelo obst�aculo

no centro do dom��nio. Quando isto estiver acontecendo, cabe ressaltar que

o campo de velocidades

~

� para este problema foi constru��do de forma a ter

apenas componente tangencial nas proximidades do bordo da circunferência

colocada no centro do retângulo. Assim, as integrais sobre o bordo de 


tamb�em se anulam. Portanto, continua valendo a conserva�c~ao de massa e

esta propriedade foi alcan�cada com êxito pelos m�etodos de elementos �nitos

que utilizamos.

Na �gura 8, encontramos o gr�a�co da massa da solu�c~ao aproximada do

problema do primeiro exemplo desta se�c~ao, em fun�c~ao do tempo. Observe

que, antes de atingir o bordo @


+

a massa se mant�em constante.

0 1 2 3 4 5 6
0.012

0.013

0.014

0.015

0.016

0.017

0.018

0.019

0.02

tempo

m
as

sa

Figura 8: Gr�a�co da massa em fun�c~ao do tempo

6 Conclus~oes

Os m�etodos \Streamline Di�usion" e Galerkin com fun�c~oes bolha alcan�caram

bons resultados em nossas simula�c~oes num�ericas. A escolha de um ou de

outro pode se basear no fato do primeiro apresentar di�culdades em sua
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implementa�c~ao devido ao aparecimento de termos adicionais em sua formu-

la�c~ao variacional. J�a o segundo se baseia na mesma formula�c~ao variacional do

m�etodo de Galerkin, mas introduz mais vari�aveis no sistema linear resultante

da discretiza�c~ao.

Como trabalho futuro, pretendemos testar os m�etodos apresentados neste

relat�orio em problemas de Navier-Stokes. Desta forma, poderemos calcular

o campo de velocidades

~

� para diversas geometrias mais complicadas e uti-

liz�a-lo na simula�c~ao dos problemas de difus~ao-convec�c~ao em situa�c~oes mais

pr�oximas da realidade.
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