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Abstra
t

Apresentamos e dis
utimos o operador de Lapla
e (ou simplesmente lapla-


iano) do ponto de vista do teorema de Gauss, isto �e, a partir dos 
on
eitos de


urvas 
oordenadas sobre variedades, de onde emerge naturalmente que a lei

do inverso do quadrado da distân
ia est�a asso
iada �a tridimensionalidade do

espa�
o f��si
o. Com o advento da apli
a�
~ao da geometria de Riemann na f��si
a,

o assim 
hamado lapla
iano generalizado (tamb�em 
onhe
ido 
omo operador

de Lapla
e-Beltrami) passa a englobar a 
urvatura do espa�
o. A express~ao

para esse operador �e dis
utida a partir dos s��mbolos de Christo�el de se-

gunda ordem, 
onsiderando a imers~ao isom�etri
a da variedade n-dimensional

em um espa�
o eu
lideano (n+1)-dimensional. Finalmente generalizamos o

lapla
iano para qualquer multiforma diferen
ial (agora denominado por oper-

ador de Lapla
e-Hodge-de Rham), de�nindo-o por meio de operadores sobre

uma variedade de dimens~ao �nita munida de uma �algebra de Grassmann em


ada ponto. Tais operadores s~ao intr��nse
os e 
om o uso de 
artas mostramos

a equivalên
ia desta de�ni�
~ao �a sua express~ao 
oordenada usual.
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1 Introdu�
~ao

O lapla
iano tem sido usado desde o s�e
ulo XIX no estudo da dissipa�
~ao t�ermi
a

em 
orpos, vibra�
~ao em membranas e tamb�em em suas diversas apli
a�
~oes na elet-

rost�ati
a, atrav�es da equa�
~ao originalmente dada por Lapla
e[1℄. A sua forma orig-

inal �e a de um operador � =

�

2

�x

2

+

�

2

�y

2

+

�

2

�z

2

que age sobre um 
ampo es
alar

� : M ! R, onde M �e uma variedade 3-dimensional. O espa�
o eu
lideano �e um

espa�
o a�m que podemos pensar 
omo um 
onjunto de pontos, em 
ada qual est�a

de�nido um espa�
o vetorial V , onde dim(V ) = 3.

Uma generaliza�
~ao em rela�
~ao �a forma original do lapla
iano �e es
rever � =

�

2

�(x

1

)

2

+

�

2

�(x

2

)

2

+ : : :+

�

2

�(x

n

)

2

. Mas o que signi�
a um operador sobre um espa�
o

n-dimensional se nosso mundo se revela a nossos sentidos em 3 dimens~oes espa
iais?

A interpreta�
~ao f��si
a de um universo n-dimensional at�e hoje �e 
ompli
ada

1

.

Menos dif��
il �e a interpreta�
~ao de um universo 
om 4 dimens~oes. Com o surgimento

da Teoria da Relatividade Restrita (TRR), o universo passou a ser denominado

espa�
o-tempo

2

. A partir de ent~ao, o tempo n~ao mais seria visto 
omo uma 
oorde-

nada independente, mas a
oplado ao pr�oprio espa�
o. O pr�oprio espa�
o e o tempo

ir~ao mergulhar nas sombras e somente um tipo de uni~ao entre eles sobreviver�a.

3

No dia 10 de junho de 1854 Riemann legou ao mundo sua geometria e a rea�
~ao

da 
omunidade 
ient���
a na �epo
a foi de adverti-lo que sua geometria era abstrata

demais. Einstein, 61 anos mais tarde, mostrou que a geometria de Riemann era

a base matem�ati
a de sua Teoria da Gravita�
~ao Generalizada (Einstein era averso

ao nome Teoria da Relatividade Geral) e, portanto, tal geometria se mostrava n~ao

t~ao abstrata assim. Pela sua teoria, o movimento dos 
orpos obede
ia �a pr�opria

geometria do espa�
o. O 
on
eito de variedade sustentava-se �si
amente a partir

de ent~ao. At�e os �ultimos anos do s�e
ulo XIX, o lapla
iano, apesar de ser expresso

em diversos outros sistemas de 
oordenadas al�em do sistema 
artesiano, era um

operador inerente a um espa�
o eu
lideano.

Com o advento da apli
a�
~ao da geometria de Riemann na f��si
a, o espa�
o poderia

ser 
urvo e os experimentos feitos ap�os a Primeira Guerra Mundial davam ind��
ios

que tal 
urvatura era uma poss��vel expli
a�
~ao para os fenômenos observados. A


urvatura do espa�
o-tempo, �e diretamente expressa a partir do tensor m�etri
o g

��

=

g(e

�

; e

�

), onde fe

�

g formam uma base do espa�
o 
otangente em 
ada ponto da

1

Nos perguntamos se a per
ep�
~ao sensorial de um universo n-dimensional, mesmo que indireta,

seja poss��vel.

2

Atualmente na TRR o universo �e denominado espa�
o-tempo de Minkowski.

3

Cita�
~ao de Hermann Minkowski em R. P. Feynman, The 
hara
ter of Physi
al Law, Penguin

Books, Londres, 1965.
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variedade.

A partir de ent~ao todos os 
on
eitos, por exemplo o gradiente, o divergente,

o rota
ional e o lapla
iano teriam que ser reformulados, de modo a expressarem


orretamente o termo de 
urvatura do espa�
o

4

. Neste artigo iremos, a partir de


onsidera�
~oes sobre a geometria da variedade em estudo, apresentar e dis
utir de

três maneiras distintas a express~ao para o lapla
iano generalizado (que deve englo-

bar a informa�
~ao da 
urvatura do espa�
o), a
ompanhando o desenvolvimento das

estruturas matem�ati
as vigentes na �epo
a. Veremos tamb�em que, atrav�es do lapla-


iano, podemos mostrar que toda for�
a que pode ser des
rita pelo gradiente de um

poten
ial tem a�
~ao inversamente propor
ional ao quadrado da distân
ia devido �a

tridimensionalidade do espa�
o f��si
o. Para dim(V ) = n, 
om n 6= 3, veremos que

isso n~ao �e verdade.

Uma generaliza�
~ao da TRR �a Cosmologia denominada Relatividade Projetiva

(RP) trata o espa�
o-tempo de Minkowski 
omo um espa�
o tangente a uma variedade

S

4

difeomorfa[2℄ ao Universo de de Sitter. Esse universo �e uma das solu�
~oes da

equa�
~ao de Einstein e nele 
ada observador �e 
entro de um desses espa�
os tangentes

ao longo do universo. Diversos 
on
eitos foram reformulados, tais 
omo a massa,

que passou a ser de�nida na d�e
ada de 40, segundo a RP, 
omo o autovalor do

operador de Lapla
e-Beltrami. For�
as 
onservativas ainda podiam ser expressas

pelo gradiente de um 
ampo es
alar, mas o operador r foi sutilmente elaborado de

tal forma a englobar a 
urvatura da variedade em quest~ao.

�

E 
laro que, em toda

generaliza�
~ao, a teoria anterior deve ser obtida 
omo um 
aso parti
ular. Na RP,

o espa�
o-tempo de Minkowski �e obtido fazendo o raio da hiperesfera S

4

tender ao

in�nito[4, 5, 6℄. Todas as equa�
~oes radiais s~ao re
onduzidas �as equa�
~oes de 
ampos


l�assi
os da TRR [7, 8℄.

Todo o desenvolvimento des
rito a
ima foi feito atrav�es do uso de 
oordenadas.

Mas um tratamento independente das 
oordenadas pode ser feito. O estudo das

variedades segundo o 
�al
ulo de formas diferen
iais de Cartan, onde essas formas

satisfazem a uma �algebra de Grassmann, �e apropriado ao estudo dos problemas

sem o uso de 
oordenadas. O uso de uma 
arta (sistema de 
oordenadas lo
ais) �e


riterioso a �m de estabele
ermos uma 
orrespondên
ia lo
al entre a vizinhan�
a de

um ponto sobre a variedade e o R

n

.

Em 
ada ponto da variedade 
onstru��mos uma estrutura alg�ebri
a, dotando o

espa�
o vetorial do produto exterior. Com a aquisi�
~ao de uma m�etri
a, essa estru-

tura �e uma �algebra de Grassmann, que generaliza a �algebra de Gibbs

5

e o 
�al
ulo

vetorial usual. Atrav�es dos 
on
eitos de multivetores e formas diferen
iais sobre

4

Geralmente esse lapla
iano generalizado a espa�
os 
urvos �e 
hamado de Operador Lapla
e-

Beltrami [1℄.

5

Essa �algebra somente �e v�alida para o espa�
o tridimensional.
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variedades, dis
utimos uma forma mais elaborada para a express~ao do lapla
iano,

al�em das duas demonstra�
~oes pr�evias, a primeira utilizando uma variedade imersa

isometri
amente em um espa�
o eu
lideano e a segunda utilizando os 
on
eitos da ge-

ometria de Riemann e derivadas 
ovariantes. Com isso ilustramos o enrique
imento

da estrutura matem�ati
a quando essa �e munida de uma �algebra de Grassmann sobre

uma variedade.

Este artigo est�a organizado da seguinte maneira: na se�
~ao 2 demonstramos a

express~ao para o lapla
iano generalizado a partir do Teorema de Gauss, utilizando os


on
eitos de 
urvas 
oordenadas sobre variedades. Ilustramos o uso de tal express~ao

na subse�
~ao 2.2, provando que a lei do inverso do quadrado da distân
ia est�a ligada

�a tridimensionalidade do espa�
o f��si
o. Na se�
~ao 3 s~ao usados 
on
eitos da geometria

de Riemann para a dis
uss~ao do lapla
iano generalizado; esta express~ao �e um pou
o

mais geral que a primeira, por�em ainda temos que 
onsiderar a variedade imersa

isometri
amente em um espa�
o de maior dimens~ao. Na se�
~ao 4 h�a uma de�ni�
~ao

mais simples para o lapla
iano, atrav�es da 
onstru�
~ao de uma �algebra de Grassmann

sobre uma variedade. S~ao utilizados operadores intr��nse
os �a variedade e n~ao mais

�e ne
ess�ario o uso de 
oordenadas nem supor a imers~ao isom�etri
a da variedade em

um espa�
o de maior dimens~ao.

2 O lapla
iano a partir do teorema de Gauss

2.1 A express~ao para o lapla
iano

Nesta primeira demonstra�
~ao iremos adotar uma variedade eu
lideana E onde em


ada ponto est�a de�nido um espa�
o vetorial V ' T

x

(E), onde T

x

(E) �e o espa�
o

tangente a E no ponto x 2 E, dotado de uma m�etri
a g : V � V ! R. Para o

estabele
imento de um sistema de 
oordenadas 
riamos uma 
arta na vizinhan�
a de


ada ponto dessa variedade ao R

n

.

Seja um ponto ~r = (x

1

; x

2

; : : : ; x

n

) do sistema 
artesiano e um outro sistema de


oordenadas, no qual ~r = (y

1

; y

2

; : : : ; y

n

). A transforma�
~ao dessas 
oordenadas �e

de�nida 
omo:

x

i

= x

i

[y

j

℄ i; j = 1; 2; 3; : : : ; n:

Se a matriz ja
obiana J �

�(x

1

; : : : ; x

n

)

�(y

1

; : : : ; y

n

)

for n~ao singular, ent~ao podemos es
rever

y

j

= y

j

[x

i

℄ i; j = 1; 2; 3 : : : ; n:

Pode-se de�nir hipersuperf��
ies 
oordenadas quando para algum h 2 N tal que

1 � h � n, y

h

�e 
onstante. As 
urvas 
oordenadas y

w

, para algum w 2 N tal que

4



1 � w � n s~ao de�nidas �xando-se todas as 
oordenadas 
urvil��neas e deixando

somente y

w

variar.

Um vetor tangente �a 
urva, digamos, y

j

, �e dado por

�~r

�y

j

. De�ne-se o 
onjunto

�

0

= (e

y

1

; : : : ; e

y

n

) da seguinte maneira:

e

y

i

=

1

h

y

i

�~r

�y

i

onde h

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�~r

�y

i

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

.

Para a 
ontru�
~ao do operador de Lapla
e n-dimensional v�alida para um espa�
o


urvo, 
onsideramos o produto es
alar g(e

y

i

; e

y

j

) = Æ

y

i

y

j

, isto �e, primeiramente para

o 
aso parti
ular de um espa�
o eu
lideano. Para um dado 
ampo es
alar

� : E ! R

o lapla
iano, r

2

�, pode ser 
al
ulado por r � r�.

6

Seja 


i

: V !R, 
om a seguinte propriedade:

r� =

n

X

i=1




i

e

y

i

Torna-se ne
ess�ario en
ontrar uma express~ao que de�na 


i

. Tomando-se a difer-

en
ial total do 
ampo es
alar �, pode-se express�a-lo 
omo o diferen
ial total de 
ada


omponente y

i

da seguinte maneira:

d� =

n

X

i=1

��

�y

i

dy

i

= r� � d~r

O elemento de ar
o d~r �e de�nido a partir da express~ao:

d~r =

n

X

i=1

�~r

�y

i

dy

i

logo

d� =

n

X

i=1




i

h

y

i

dy

i

j�a que

e

y

i

�

�~r

�y

i

=

1

h

y

i

�

�~r

�y

i

�

�~r

�y

i

= h

y

i

6

O divergente de um 
ampo vetorial gen�eri
o �e de�nido 
omo o tra�
o da matriz Ja
obiana.

5



Podemos 
omparar as duas express~oes obtidas para o diferen
ial total d�, onde

en
ontramos:




i

=

1

h

y

i

��

�y

i

Portanto

r� =

n

X

i=1

1

h

y

i

��

�y

i

e

y

i

Da mesma forma feita para o gradiente, podemos obter uma forma expl��
ita, similar

para o divergente, 
omo faremos a seguir.

Pelo teorema de Gauss, o divergente de um vetor

~

V = (v

1

; v

2

; : : : ; v

n

) �e dado por:

r �

~

V = lim

R

d�!0

R

~

V � d~�

R

d�

sendo o diferen
ial de volume igual a:

d� =

n

Y

j=1

h

j

dy

j

A integral de �area relativa �as hipersuperf��
ies y

h

�e dada por:

Z

~

V � d~� =

2

6

4

V

h

n

Y

i=1

i6=h

h

i

+

�

�y

h

0

B

�

V

h

n

Y

i=1

i6=h

h

i

1

C

A

dy

h

3

7

5

n

Y

i=1

i6=h

dy

h

� V

h

n

Y

i=1

i6=h

h

i

dy

i

logo,

Z

~

V � d~� =

�

�y

h

0

B

�

V

h

n

Y

i=1

i6=h

h

i

1

C

A

n

Y

i=1

dy

h

Ao fazer h tomar o valor de todos os ��ndi
es (1; 2 : : : ; n), pode-se fazer o mesmo

pro
edimento anterior para todas as hiperfa
es do hiperelemento in�nitesimal de

volume 
ontido no R

n

. Para obtermos r �

~

V , basta dividir a express~ao para a

integral de 
uxo pelo elemento de volume ap�os somar as 
ontribui�
~oes das demais

hiperfa
es:

r �

~

V =

1

n

Y

i=1

h

i

n

X

j=1

�

�y

j

2

6

4

n

Y

k=1

k 6=j

(h

k

V

j

)

3

7

5

Finalmente, para a obten�
~ao do lapla
iano, lembramos que

r

2

� = r � r�

6



Da��

r

2

� =

1

n

Y

i=1

h

i

n

X

j=1

�

�y

j

2

6

4

1

h

j

0

B

�

n

Y

k=1

k 6=j

h

k

1

C

A

��

�y

j

3

7

5

Consideremos agora uma forma bilinear sim�etri
a de�nida em 
ada ponto pelos

seus 
oe�
ientes tensoriais

g

ij

= g

 

�

�y

i

;

�

�y

j

!

=

�~r

�y

i

�

�~r

�y

j

(1)

Na geometria riemanniana, os g

ij

s~ao tensores

7

sim�etri
os que rela
ionam di-

retamente o elemento de ar
o 
om deslo
amentos in�nitesimais nas 
oordenadas


urvil��neas, atrav�es da express~ao ds

2

= g

ij

dx

i


 dx

j

, onde est�a impl��
ita a nota�
~ao

de Einstein para os ��ndi
es.

Visto que temos

e

y

i

=

1

h

i

�~r

�y

i

onde h

i

= jj�~r=�y

i

jj, �e 
laro que g

ij

= e

y

i

�e

y

j

h

i

h

j

= 0 para i 6= j pois as 
oordenadas

s~ao ortogonais e

g

ii

= e

y

i

� e

y

i

h

2

i

= h

2

i

pois a base �e ortogonal.

A partir das duas �ultimas equa�
~oes podemos es
rever

g

ij

= h

i

h

j

Æ

ij

(2)

onde Æ

ij

�e a fun�
~ao delta de Krone
ker.

Ao 
al
ularmos det[g

ij

℄, somente s~ao n~ao-nulos os elementos da diagonal, da��:

g � det[g

ij

℄ =

n

Y

i=1

h

2

i

(3)

Lembrando da equa�
~ao obtida para o lapla
iano a partir do Teorema de Gauss

podemos es
rever

r

2

� =

1

g

1=2

n

X

j=1

�

�y

j

 

g

1=2

g

ii

��

�y

j

!

(4)

Essa primeira demonstra�
~ao foi feita utilizando-se uma matem�ati
a um pou
o

antiga e pre
�aria. Seu resultado �e a f�ormula do lapla
iano generalizado, dependente

7

Na Relatividade Geral �e 
omum denominarmos o tensor m�etri
o por Poten
ial Gra-vita
ional;

em verdade a geometrodinâmi
a ofere
e base para essa denomina�
~ao[8℄.

7



do sistema de 
oordenadas e v�alido somente para m�etri
as diagonais. N~ao foi feita

qualquer distin�
~ao entre vetores e seus respe
tivos 
ovetores, perten
entes ao espa�
o

vetorial dual V

�

.

2.2 A lei do inverso do quadrado da distân
ia

Aqui apresentamos o fato de que a lei do inverso do quadrado da distân
ia est�a

asso
iada �a tridimensionalidade do espa�
o f��si
o. Introduzimos as 
oordenadas

hiperesf�eri
as (r; �

1

; �

2

; : : : �

n�2

; ') e estabele
emos uma rela�
~ao direta atrav�es de

dois sistemas de 
oordenadas, de�nida por:

x

1

= r 
os �

1

x

2

= r sin �

1


os �

2

x

3

= r sin �

1

sin �

2


os �

3

: : : = : : :

x

n�1

= r sin �

1

sin �

2

: : : sin �

n�2


os'

x

n

= r sin �

1

sin �

2

: : : sin �

n�2

sin'

sendo r < 0; 0 < �

j

< �, 
om j = 1; 2; 3; : : : ; n� 2 e 0 � ' < 2�.

A partir dessa de�ni�
~ao, �e poss��vel obter uma express~ao para o lapla
iano em


oordenadas hiperesf�eri
as. De�nimos:

h

1

= k�~r=��

1

k = r

h

2

= k�~r=��

2

k = r sin �

1

h

3

= k�~r=��

3

k = r sin �

1

sin �

2

: : : = : : :

h

k

= k�~r=��

k

k = r sin �

1

sin �

2

sin �

3

: : : sin �

k�1

h

n�1

= k�~r=�rk = 1

h

n

= k�~r=�'k = r sin �

1

sin �

2

: : : sin �

n�2

Dessa maneira expli
itamos a equa�
~ao de Lapla
e em tais 
oordenadas a seguir:

r

2

� = r

�n�1

�

�r

 

r

n�1

��

�r

!

+ r

�2

(sin �

1

)

2�n

�

��

1

"

(sin �

1

)

n�2

��

��

1

#

+r

�2

(sin �

1

)

�2

(sin �

2

)

3�n

�

��

2

"

(sin �

2

)

n�3

��

��

2

#

+r

�2

(sin �

1

sin �

2

)

�2

(sin �

3

)

4�n

�

��

3

"

(sin �

3

)

n�4

��

��

3

#

+ � � �

� � �+ r

�2

(sin �

1

� � � sin �

n�3

)

�2

(sin �

n�2

)

�1

�

��

n�2

"

(sin �

n�2

)

��

��

n�2

#

8



+r

�2

(sin �

1

� � � sin �

n�2

)

�2

�

2

�

�'

2

= 0

Consideremos agora o 
aso radial, isto �e, suponha que � = �(r), ou seja, o


ampo es
alar n~ao �e dependente de seus n� 1 parâmetros angulares. Portanto para

j = 1; 2; 3; : : : ; n� 2, podemos es
rever

��

��

j

= 0;

��

�'

= 0

Assim, a equa�
~ao de Lapla
e para n dimens~oes �
a restrita �a dependên
ia radial:

r

2

� =

1

n

Y

i=1

h

i

0

B

�

�

�r

2

6

4

n

Y

k=1

k 6=n�1

h

k

��

�r

3

7

5

1

C

A

= 0

Substituindo os valores para h

k

, k = 1; 2; 3; : : : ; n obtidos na se�
~ao anterior, a

express~ao a
ima torna-se:

r

2

� =

1

r

n�1

�

�r

"

r

n�1

��

�r

#

= 0

Como o vetor posi�
~ao r n~ao est�a de�nido para r = 0, pois h�a a hip�otese de que

J 6= 0, e, al�em disso o 
ampo �e es
alar � = �(r) (ou seja, s�o h�a dependên
ia radial),

podemos es
rever:

d

dr

"

r

n�1

d�

dr

#

= 0

Integrando ambos os lados da equa�
~ao obtemos:

r

n�1

d�

dr

= 
 
 2 R:

Da express~ao anterior podemos es
rever

d�

dr

dr =




r

n�1

dr

e, efetuando a integral, obtemos:

�(r) =




r

n�2

1

2� n

+ d 
; d 2 R

Ora, essa equa�
~ao n~ao est�a de�nida no plano. Nesse 
aso (para n=2) a express~ao

a ser integrada torna-se:

d�

dr

dr =




r

dr

9



ou ainda

�(r) = 
 ln r + k;

onde 
 e k s~ao 
onstantes.

A partir do Teorema fundamental para integrais de linha, isto �e, seja

f : R

n

!R

m

um 
ampo vetorial 
ont��nuo em um 
onjunto aberto 
onexo S � R

n

e suponha que

a integral de linha de f seja independente do 
aminho em S.

De�na

�(~r) =

Z

~r

~a

f � d�

onde ~a 2 S e � �e uma trajet�oria suave por partes que liga ~a a ~r. Ent~ao o gradiente

r� existe e �e dado por

r�(~r) = f(~r); 8~r 2 S:

Campos vetoriais

f : R

3

!R

3

tais 
omo o el�etri
o e o gravita
ional diminuem sua a�
~ao propor
ionalmente ao

inverso do quadrado da distân
ia. Os ângulos �

j

e ' 
orrespondem aos agentes

de posi
ionamento angular do vetor, sendo portanto parâmetros de rota�
~ao. Toda

rota�
~ao �e uma transforma�
~ao unit�aria

8

, e, 
omo tal, deixa inalterada a norma do

vetor.

Portanto podemos 
onsiderar novamente que � = �(r), para estudar o 
ompor-

tamento de 
ampos vetoriais gen�eri
os que podem ser obtidos de �(~r) diretamente,

pelo teorema a
ima.

r�(r) =

d�(r)

dr

=




r

n�1

= f(~r)

Con
lui-se que o �uni
o espa�
o que a lei do inverso do quadrado da distân
ia �e

v�alido �e o E

3

e qualquer varia�
~ao isomorfa de tal espa�
o.

3 O lapla
iano e os s��mbolos de Christo�el

Nesta segunda demonstra�
~ao para o lapla
iano generalizado supomos ainda que uma

variedadeM n-dimensional esteja imersa isometri
amente em um espa�
o eu
lideano

de dimens~ao m, onde n � m. Estamos omitindo a 
omposi�
~ao 
 Æ	 :M ! R, onde

8

De�nida por um operador U, que satisfaz a seguinte 
ondi�
~ao: U

�1

= U

y

.

10




 : R

n

! R �e uma apli
a�
~ao real de vetores de R

n

e 	 : M ! R

n

�e uma 
arta, ou

seja, o estabele
imento de um sistema de 
oordenadas.

Considere um 
ampo vetorial V : M ! R

n

, o qual pode ser expresso por suas


omponentes V = V

i

e

i

, em 
ada ponto

9

de M . Portanto,

�V

�y

j

=

�V

i

�y

j

e

i

+ V

i

�e

i

�y

j

(5)

Como

�e

i

�y

j

�e um vetor do espa�
o, podemos express�a-lo 
omo uma 
ombina�
~ao linear

dos vetores da base

�e

i

�y

j

= �

k

ij

e

k

Lembrando que e

m

� e

k

= Æ

m

k

temos a seguinte de�ni�
~ao dos 
oe�
ientes de 
onex~ao,

mais 
omumente 
hamados de s��mbolos de Christo�el de segunda ordem

10

:

�

k

ij

= e

k

�

�e

i

�y

j

:

Os s��mbolos de Christo�el de primeira ordem s~ao de�nidos por

[ij; k℄ = g

mk

�

k

ij

= g

mk

e

m

�

�e

i

�y

j

= e

k

�

�e

i

�y

j

Dessa forma

�g

ij

�y

k

= e

j

�

�e

i

�y

k

+ e

i

�

�e

j

�y

k

= [ik; j℄ + [jk; i℄:

Ent~ao �e poss��vel rees
rever a eq.(5) 
omo

�V

�y

j

=

 

�V

i

�y

j

+ V

k

�

i

kj

!

e

i

(6)

Quando i = j

�

i

ik

=

1

2

g

im

"

�g

im

�y

k

+

�g

km

�y

i

�

�g

ik

�y

m

#

Rearranjando alguns ��ndi
es mudos, es
revemos:

�

i

ik

=

1

2

g

im

�g

im

�y

k

9

Daqui em diante estar�a impl��
ita a 
onven�
~ao de Einstein para somat�orios.

10

Tais s��mbolos s~ao sim�etri
os em rela�
~ao aos ��ndi
es 
ovariantes.

11



Seja g

0

= det[g

ij

℄. Da de�ni�
~ao dos determinantes temos

�g

�g

im

= �

im

� g

0

g

im

onde �

im

�e a matriz dos 
ofatores. Utilizando a regra da 
adeia

�g

0

�g

im

=

�g

0

�y

j

�y

j

�g

im

podemos es
rever

�g

0

�g

im

=

�g

im

�y

j

g

0

g

im

de onde segue que

�

i

ik

=

1

2g

�g

�y

k

=

1

g

1=2

�g

1=2

�y

k

 

=

1

g

1=2

"

1

2g

1=2

�g

�y

k

#!

A partir dos resultados a
ima e utilizando a eq.(2), obtemos a seguinte express~ao

para o divergente do 
ampo vetorial:

r �V =

�V

i

�y

i

+ V

k

1

g

1=2

�g

1=2

�y

k

=

1

g

1=2

�

�y

k

h

g

1=2

V

k

i

Da de�ni�
~ao de gradiente de vetores 
ontravariantes

V

i

= g

ik

� 

�y

k


hegamos �a f�ormula para o lapla
iano generalizado n-dimensional em 
oordenadas


urvil��neas:

r

2

 = r � r =

1

g

1=2

�

�y

k

"

g

1=2

g

ik

� 

�y

i

#

(7)

4 O lapla
iano de Hodge-de Rham

Dada uma variedade M , em 
ada ponto de M de�nimos um espa�
o vetorial V ,

tangente a M , o qual podemos munir 
om um produto denominado produto exte-

rior[10℄. O par (V;^) �e denominado �algebra exterior. Ao 
onsiderarmos um vetor

v 2 V , temos asso
iado a ele um elemento � : V !R (
hamado de fun
ional linear)

do espa�
o dual V

�

.

12



Ao efetuarmos a multipli
a�
~ao exterior entre 1-formas, obtemos 2-formas, 3-

formas, . . . , k-formas

11

(1 � k � n), dependendo do n�umero de vezes que efetuamos

o produto exterior (o mesmo vale para os vetores). Cada k-forma perten
e a uma

�algebra, digamos �

k

(V ). Al�em disso essa �algebra n~ao �e fe
hada em rela�
~ao ao pro-

duto exterior, pois se 	

k

2 �

k

(V ) e 	

m

2 �

m

(V ) ent~ao 	

k

^ 	

m

2 �

m+k

(V ). Para


ontornarmos essa situa�
~ao n~ao desejada, de�nimos a �algebra �(V ) = �

n

k=0

�

k

(V ).

Dada uma base fe

i

g de vetores unit�arios de V e a 
orrespondente base dual fe

i

g,

onde no 
aso de bases 
oordenadas e

i

= dx

i

e e

i

=

�

�x

i

temos dxi(

�

�x

j

) =

�x

i

�x

j

= Æ

j

i

,

podemos es
rever uma multiforma diferen
ial 	 2 �(V ) 
omo

	 = a+ a

i

e

i

+ a

ij

e

i

^ e

j

+ a

ijk

e

i

^ e

j

^ e

k

+ � � �+ be

1

^ e

2

^ � � � ^ e

n

(8)

Al�em disso se admitirmos que M tenha a m�etri
a g : V

�

� V

�

! R, de�nimos a

opera�
~ao linear 
orrela�
~ao 
omo �

�1

(�)(�) = g(�; �).

O lapla
iano

12

pode ser de�nido em termos da derivada exterior d : �

k

(V ) !

�

k+1

(V ) e do operador 
odiferen
ial Æ : �

k

(V ) ! �

k�1

(V )[13℄. Dado uma multi-

forma 	 2 �(V ) = �

n

k=0

�

k

(V ) o lapla
iano �e ent~ao de�nido

13

[14℄ por

�	 = �(dÆ + Æd)	 (9)

A �m de en
ontrarmos a mesma express~ao que obtivemos nas se�
~oes anteriores,

fazemos 	 = f 2 �

0

(V ), a �algebra das apli
a�
~oes reais.

Utilizamos o operador dual de Hodge � : �

p

(V )! �

n�p

(V ), que pode ser de�nido


omo

�df = �

�1

(df)
� (10)

onde � = e

1

^ e

2

^ � � � ^ e

n

�e o elemento de volume unit�ario no ponto da variedade.

Pela de�ni�
~ao de d, d

2

f = d(df) = 0, es
revemos o lapla
iano 
omo

�f = Ædf = �

�1

d � (df) (11)

Es
revemos o diferen
ial de f 
omo 
ombina�
~ao linear das 1-formas da base do

espa�
o 
otangente �a variedade (em um ponto arbitr�ario) df =

�f

�x

i

dx

i

, interpretada

nos livros b�asi
os de 
�al
ulo 
omo a regra da 
adeia.

11

Para uma interpreta�
~ao geom�etri
a plaus��vel dessas entidades, um elu
idador artigo �e [11℄

12

Em alguns textos en
ontramos tal operador 
om o nome de Operador de Lapla
e-Hodge-de

Rham [12℄.

13

Aqui de�nimos 
om um sinal negativo a mais, o que n~ao �e in
omum.

13



Podemos es
rever as 1-formas unit�arias 
omo 
ombina�
~ao linear das 1-formas

fdx

j

g

e

i

= h

i

j

dx

j

: (12)

Considerando �

ij

a m�etri
a (p; q) de Lorentz (p+ q = n) �e 
laro que

g(e

i

; e

j

) = �

ij

= g(h

i

k

dx

k

; h

j

l

dx

l

) = h

i

k

h

j

l

g(dx

k

; dx

l

) = h

i

k

h

j

l

g

kl

; (13)

portanto

�

ij

= h

i

k

h

j

l

g

kl

: (14)

Tomando-se o determinante em ambos os lados da equa�
~ao a
ima en
ontramos que

1 =

[det(h)℄

2

detg

0

(15)

onde denominamos det(g

0

) � g o determinante da matriz g

kl

que �e dada por g

kl

g

lm

=

Æ

m

k

. Com o elemento de volume � =j det(h) j dx

1

^ dx

2

� � � ^ dx

n

, 
on
lu��mos que

� = g

1=2

dx

1

^ dx

2

� � � ^ dx

n

: (16)

Pela rela�
~ao entre vetores e 
ovetores respe
tivamente sobre os espa�
os tangentes

e 
otangentes �a variedade notamos que

�

�1

(dx

i

) = g

ij

�

�x

j

(17)

Dessa maneira es
revemos o operador dual de Hodge apli
ado �a diferen
ial de f


omo:

) �df =

 

g

1=2

�f

�x

i

g

ij

�

�x

j

!


(dx

1

^ dx

2

� � � ^ dx

n

)

= g

1=2

�f

�x

i

g

ij

(�1)

j�1

dx

1

^ dx

2

� � � ^

d

dx

j

^ � � � ^ dx

n

(18)

O produto dx

1

^dx

2

� � �^

d

dx

j

^� � �^dx

n

simboliza o produto exterior das n 1-formas

fdx

l

g ex
lusive a 1-forma dx

j

. Agora pre
isamos tomar a diferen
ial desse termo

a
ima para 
ontinuar o 
�al
ulo do lapla
iano e a 
onseq�uente 
orrespondên
ia entre

a de�ni�
~ao dada e a f�ormula �nal da se�
~ao anterior. Ent~ao,

d � df = (�1)

2j�1

"

g

1=2

g

ij

�

2

f

�x

i

�x

j

+

�f

�x

i

g

1=2

�g

ij

�x

j

++

�f

�x

i

g

ij

1

2g

1=2

�g

�x

j

#

�g

�1=2

(19)
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Agora devemos 
al
ular � �

�1

d � df . Como o operador dual de Hodge �e linear,

portanto temos que 
al
ular �dx

1

^ dx

2

� � � ^ dx

n

. Algumas propriedades podem ser

demonstradas, utilizando-se simplesmente o operador dual de Hodge:

�1 = � = g

1=2

(dx

1

^ dx

2

� � � ^ dx

n

)) � � 1 = g

1=2

� (dx

1

^ dx

2

� � � ^ dx

n

)

) �(dx

1

^ dx

2

� � � ^ dx

n

) =

1

g

1=2

Ent~ao dada uma variedade e uma 
arta lo
al (M;�) podemos es
rever o lapla-


iano 
omo

�f = � �

�1

d � df = g

ij

�

2

f

�x

i

�x

j

+

�f

�x

i

�g

ij

�x

j

+

�f

�x

i

g

ij

1

2g

�g

�x

j

=

=

1

g

1=2

�

�x

j

 

g

1=2

g

ij

�f

�x

i

!

(20)

A express~ao �	 = �(dÆ+Æd)	 generaliza o lapla
iano para qualquer multiforma

diferen
ial, 
onstru��da a partir de uma forma diferen
ial por meio do produto exte-

rior. Ex
etuando-se a express~ao a
ima, as express~oes anteriores, obtidas nas se�
~oes

2 e 3, somente eram v�alidas para uma 0-forma (
ampo es
alar). Com o formalismo

das formas diferen
iais de Cartan sobre uma variedade munida em 
ada ponto de

uma �algebra de Grassmann, generalizamos o 
on
eito de lapla
iano.

5 Con
lus~oes

Nesse artigo vimos a evolu�
~ao das estruturas geom�etri
as usadas no desenvolvimento

do operador lapla
iano. Nessa seq�uên
ia, sempre s~ao 
onstru��das estruturas mais ri-


as que a
abam por simpli�
ar a teoria em quest~ao. Com essa ter
eira demonstra�
~ao

generalizamos o 
on
eito de lapla
iano 
om o uso das formas diferen
iais de Cartan,

que satisfazem a uma �algebra de Grassmann. A partir de uma de�ni�
~ao su
inta em

termos de operadores sobre uma variedade, onde essa �e munida de uma �algebra de

Grassmann em 
ada ponto, 
hegamos �a express~ao para o lapla
iano generalizado

outrora 
onstru��do 
om estruturas menos ri
as. Al�em disso, o lapla
iano pode ser

apli
ado a multiformas diferen
iais, n~ao somente a 
ampos es
alares (0-formas),


omo era feito at�e ent~ao.

Tamb�em nesse �ultimo 
aso n~ao foi pre
iso supor que a variedade estivesse imersa

em um espa�
o de maior dimens~ao. N~ao ne
essitamos do uso de 
oordenadas; entre-

tanto vimos que essa de�ni�
~ao �e equivalente ao lapla
iano generalizado quando faze-

mos uso de uma 
arta e seu 
orrespondente sistema de 
oordenadas. A 
onstru�
~ao

15



de estruturas sobre uma variedade a
aba por aumentar o grau de apli
abilidade do

formalismo desenvolvido: al�em de 
hegarmos, na �ultima se�
~ao, aos mesmos resulta-

dos das se�
~oes anteriores, 
onseguimos des
rever teorias que n~ao eram des
rit��veis

pelos formalismos anteriores. Um 
aso parti
ular �e a apli
a�
~ao desses formaslismo

em teorias de Gauge e teorias supersim�etri
as.
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os no

Universo de de Sitter, Resumos XXI CNMAC, p. 241 (1998).

8. Rold~ao da Ro
ha Jr. and E. Capelas de Oliveira, On the gravitational Poten-

tials and the Ri

ati like equations, Relat�orio de Pesquisa RP-24/99, IMECC,

UNICAMP.

9. C. W. Misner, K. S. Thorne and J. A. Wheeler, Gravitation, W. H. Freeman,

San Fran
is
o (1973).

10. Pertti Lounesto, Cli�ord Algebras and Spinors, Cambridge University Press,

Cambridge, 1996.

11. Bernard Jan
ewi
z, The extended Grassmann algebra of R

3

, em Cli�ord (ge-

ometri
) algebras with appli
ations in physi
s, Mathemati
s and Engineering,

editado por W. Baylis (editor), Birkh�auser, Boston, 1995.

12. G. de Rham, Vari�et�es Di��erentiables, Formes, Courants, Formes Harmoniques,

Hermann, Paris (1955).

13. Y. Choquet-Bruhat, C. DeWitt-Morette and M. Dillard-Blei
k,Analysis, Man-

ifolds and Physi
s, North-Holland, Amsterdam (1982).

14. R. Bishop and S. Goldberg, Tensor Analysis on Manifolds, Dover, New York,

1995.

17


