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Abstract

Apresentamos e discutimos o operador de Laplace (ou simplesmente lapla-
ciano) do ponto de vista do teorema de Gauss, isto é, a partir dos conceitos de
curvas coordenadas sobre variedades, de onde emerge naturalmente que a lei
do inverso do quadrado da distancia estd associada a tridimensionalidade do
espago fisico. Com o advento da aplicacao da geometria de Riemann na fisica,
o assim chamado laplaciano generalizado (também conhecido como operador
de Laplace-Beltrami) passa a englobar a curvatura do espago. A expressao
para esse operador é discutida a partir dos simbolos de Christoffel de se-
gunda ordem, considerando a imersao isométrica da variedade n-dimensional
em um espago euclideano (n+1)-dimensional. Finalmente generalizamos o
laplaciano para qualquer multiforma diferencial (agora denominado por oper-
ador de Laplace-Hodge-de Rham), definindo-o por meio de operadores sobre
uma variedade de dimensao finita munida de uma algebra de Grassmann em
cada ponto. Tais operadores sao intrinsecos e com o uso de cartas mostramos
a equivaléncia desta definicdo & sua expressao coordenada usual.
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1 Introducao

O laplaciano tem sido usado desde o século XIX no estudo da dissipagao térmica
em corpos, vibracao em membranas e também em suas diversas aplicagoes na elet-

rostatica, através da equagao originalmente dada por Laplace[l]. A sua forma orig-
82 82 2

inal é a de um operador A = — + — + —

P ox?  0y?  02°

¢ : M — R, onde M é uma variedade 3-dimensional. O espaco euclideano é um

espaco afim que podemos pensar como um conjunto de pontos, em cada qual estd
definido um espago vetorial V', onde dim (V') = 3.

Uma generalizacao em relagao a forma original do laplaciano é escrever A =

o2 o2 2
+ + ...+ =——. Mas o que significa um operador sobre um espago

A(z1)? " 9(2?)? A(zm)?

n-dimensional se nosso mundo se revela a nossos sentidos em 3 dimensoes espaciais?

A interpretacao fisica de um universo n-dimensional até hoje é complicada!.
Menos dificil é a interpretacao de um universo com 4 dimensoes. Com o surgimento
da Teoria da Relatividade Restrita (TRR), o universo passou a ser denominado
espaco-tempo?. A partir de entdo, o tempo ndo mais seria visto como uma coorde-
nada independente, mas acoplado ao préprio espaco. O proprio espaco e o tempo
irao mergulhar nas sombras e somente um tipo de unido entre eles sobreviverd.

No dia 10 de junho de 1854 Riemann legou ao mundo sua geometria e a reacao
da comunidade cientifica na época foi de adverti-lo que sua geometria era abstrata
demais. Einstein, 61 anos mais tarde, mostrou que a geometria de Riemann era
a base matemadtica de sua Teoria da Gravitagio Generalizada (Einstein era averso
ao nome Teoria da Relatividade Geral) e, portanto, tal geometria se mostrava nao
tao abstrata assim. Pela sua teoria, o movimento dos corpos obedecia a propria
geometria do espaco. O conceito de wvariedade sustentava-se fisicamente a partir
de entao. Até os ultimos anos do século XIX, o laplaciano, apesar de ser expresso
em diversos outros sistemas de coordenadas além do sistema cartesiano, era um
operador inerente a um espacgo euclideano.

Com o advento da aplicacao da geometria de Riemann na fisica, o espaco poderia
ser curvo e os experimentos feitos apds a Primeira Guerra Mundial davam indicios
que tal curvatura era uma possivel explicacao para os fenomenos observados. A
curvatura do espaco-tempo, é diretamente expressa a partir do tensor métrico g"* =
g(e* e”), onde {e*} formam uma base do espago cotangente em cada ponto da

que age sobre um campo escalar

!Nos perguntamos se a percepc¢ao sensorial de um universo n-dimensional, mesmo que indireta,
seja possivel.

2 Atualmente na TRR o universo é denominado espaco-tempo de Minkowsks.

3Citagdo de Hermann Minkowski em R. P. Feynman, The character of Physical Law, Penguin
Books, Londres, 1965.



variedade.

A partir de entao todos os conceitos, por exemplo o gradiente, o divergente,
o rotacional e o laplaciano teriam que ser reformulados, de modo a expressarem
corretamente o termo de curvatura do espaco®. Neste artigo iremos, a partir de
consideracoes sobre a geometria da variedade em estudo, apresentar e discutir de
trés maneiras distintas a expressao para o laplaciano generalizado (que deve englo-
bar a informacao da curvatura do espago), acompanhando o desenvolvimento das
estruturas matematicas vigentes na época. Veremos também que, através do lapla-
ciano, podemos mostrar que toda forca que pode ser descrita pelo gradiente de um
potencial tem acao inversamente proporcional ao quadrado da distancia devido a
tridimensionalidade do espago fisico. Para dim(V) = n, com n # 3, veremos que
isso nao é verdade.

Uma generalizacao da TRR a Cosmologia denominada Relatividade Projetiva
(RP) trata o espago-tempo de Minkowski como um espaco tangente a uma variedade
S* difeomorfa[2] ao Universo de de Sitter. Esse universo é uma das solugoes da
equagao de Einstein e nele cada observador é centro de um desses espagos tangentes
ao longo do universo. Diversos conceitos foram reformulados, tais como a massa,
que passou a ser definida na década de 40, segundo a RP, como o autovalor do
operador de Laplace-Beltrami. Forcas conservativas ainda podiam ser expressas
pelo gradiente de um campo escalar, mas o operador V foi sutilmente elaborado de
tal forma a englobar a curvatura da variedade em questao. E claro que, em toda
generalizagao, a teoria anterior deve ser obtida como um caso particular. Na RP,
o espaco-tempo de Minkowski é obtido fazendo o raio da hiperesfera S* tender ao
infinito[4, 5, 6]. Todas as equagoes radiais sao reconduzidas as equagoes de campos
classicos da TRR [7, 8|.

Todo o desenvolvimento descrito acima foi feito através do uso de coordenadas.
Mas um tratamento independente das coordenadas pode ser feito. O estudo das
variedades segundo o calculo de formas diferenciais de Cartan, onde essas formas
satisfazem a uma &lgebra de Grassmann, é apropriado ao estudo dos problemas
sem o uso de coordenadas. O uso de uma carta (sistema de coordenadas locais) é
criterioso a fim de estabelecermos uma correspondéncia local entre a vizinhanca de
um ponto sobre a variedade e o R".

Em cada ponto da variedade construimos uma estrutura algébrica, dotando o
espaco vetorial do produto exterior. Com a aquisicao de uma métrica, essa estru-
tura é uma dlgebra de Grassmann, que generaliza a dlgebra de Gibbs® e o cdlculo
vetorial usual. Através dos conceitos de multivetores e formas diferenciais sobre

“Geralmente esse laplaciano generalizado a espacos curvos é chamado de Operador Laplace-
Beltrami [1].
5Essa dlgebra somente é vilida para o espaco tridimensional.



variedades, discutimos uma forma mais elaborada para a expressao do laplaciano,
além das duas demonstracoes prévias, a primeira utilizando uma variedade imersa
isometricamente em um espaco euclideano e a segunda utilizando os conceitos da ge-
ometria de Riemann e derivadas covariantes. Com isso ilustramos o enriquecimento
da estrutura matemdtica quando essa é munida de uma algebra de Grassmann sobre
uma variedade.

Este artigo estd organizado da seguinte maneira: na secao 2 demonstramos a
expressao para o laplaciano generalizado a partir do Teorema de Gauss, utilizando os
conceitos de curvas coordenadas sobre variedades. Ilustramos o uso de tal expressao
na subsecao 2.2, provando que a lei do inverso do quadrado da distancia estd ligada
a tridimensionalidade do espaco fisico. Na se¢ao 3 sao usados conceitos da geometria
de Riemann para a discussao do laplaciano generalizado; esta expressao é um pouco
mais geral que a primeira, porém ainda temos que considerar a variedade imersa
isometricamente em um espaco de maior dimensao. Na secao 4 had uma definicao
mais simples para o laplaciano, através da construcao de uma algebra de Grassmann
sobre uma variedade. Sao utilizados operadores intrinsecos a variedade e nao mais
é necessario o uso de coordenadas nem supor a imersao isométrica da variedade em
um espaco de maior dimensao.

2 O laplaciano a partir do teorema de Gauss

2.1 A expressao para o laplaciano

Nesta primeira demonstracao iremos adotar uma variedade euclideana £ onde em
cada ponto estd definido um espago vetorial V' ~ T,(E), onde T,(E) é o espaco
tangente a E no ponto x € E, dotado de uma métrica g : V x V — R. Para o
estabelecimento de um sistema de coordenadas criamos uma carta na vizinhanca de
cada ponto dessa variedade ao R".

Seja um ponto 7 = (z1, s, ..., x,) do sistema cartesiano e um outro sistema de
coordenadas, no qual 7 = (y1,¥2,...,Yn). A transformacgio dessas coordenadas é
definida como:

T = x;[y;] i,j=1,2,3,...,n.
.. . 8(1}1,...,1}”) . . .
Se a matriz jacobiana J = ﬁ for nao singular, entao podemos escrever
Yi,- - Yn
yi = yjlzil i,j=1,2,3...,n.

Pode-se definir hipersuperficies coordenadas quando para algum h € N tal que
1 < h < n, y, é constante. As curvas coordenadas 1,,, para algum w € N tal que
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1 < w < n sao definidas fixando-se todas as coordenadas curvilineas e deixando
somente 1, variar.

—

N . p r .
Um vetor tangente a curva, digamos, y;, ¢ dado por ——. Define-se o conjunto

Yj
Co = (ey,,--.,ey,) da seguinte maneira:
1 or
Cp = e
Yi h’yz ayl
a—)
onde h; = a )
Ay

Para a contrucao do operador de Laplace n-dimensional védlida para um espaco
curvo, consideramos o produto escalar g(e,,, €,,) = 0y, , isto é, primeiramente para
o caso particular de um espaco euclideano. Para um dado campo escalar

o:F—R

o laplaciano, V2®, pode ser calculado por V - V®.°
Seja v; : V — R, com a seguinte propriedade:

Vo = Z% Cy;
=1

Torna-se necessario encontrar uma expressao que defina ;. Tomando-se a difer-
encial total do campo escalar ®, pode-se expressa-lo como o diferencial total de cada
componente y; da seguinte maneira:

n

o
dq):Zg—dyi:W-dF

i=1 Y1

O elemento de arco dr’ é definido a partir da expressao:

" or
dr =" — dy;
; Y
logo
d® ="y hy, dy
i=1
ja que

oF 1 OF OF

_m B Py, Oy Oy

€y

= hyi

60 divergente de um campo vetorial genérico é definido como o trago da matriz Jacobiana.



Podemos comparar as duas expressoes obtidas para o diferencial total d®, onde
encontramos:

i 0P
hyi 8yi

Vi =
Portanto
"1 00
7 ... Cui
=1 h?!z 8yl
Da mesma forma feita para o gradiente, podemos obter uma forma explicita, similar

para o divergente, como faremos a seguir.
Pelo teorema de Gauss, o divergente de um vetor V' = (v, vy, ..., v,) é dado por:

Vo =

sendo o diferencial de volume igual a:
n
dT = H hj dy]
=1
A integral de area relativa as hipersuperficies y, é dada por:

Va5 = VhHh+ 5 VhHh dyn | TT dyn — Vi [ hady:
h

i=1 i=1

z;éh z;éh. i£h i#h
logo,
n
/V da—— VhH 1] dy
yn, i=1
z;éh
Ao fazer h tomar o valor de todos os indices (1,2...,n), pode-se fazer o mesmo

procedimento anterior para todas as hiperfaces do hiperelemento infinitesimal de
volume contido no R". Para obtermos V -V, basta dividir a expressao para a
integral de fluxo pelo elemento de volume apds somar as contribui¢oes das demais
hiperfaces:
n 8 n
VV= Z g [ 11 (15)
= Y |
H kit

Finalmente, para a obtencao do laplamano, lembramos que

V=V -V



By]
k#]

Consideremos agora uma forma bilinear simétrica definida em cada ponto pelos
seus coeficientes tensoriais

o 0 or or 1)
95=9\a 75| = a3 " A
Oyi Oy;) Oy Oy,
Na geometria riemanniana, os g;; sao tensores’simétricos que relacionam di-
retamente o elemento de arco com deslocamentos infinitesimais nas coordenadas
curvilineas, através da expressao ds® = g;;dz’ @ da?, onde estd implicita a notagao
de Einstein para os indices.
Visto que temos
1 or
€y, = ——
i Oy
onde h; = |[07/dyi||, é claro que g;; = e, e, hih; = 0 para i # j pois as coordenadas
sao ortogonais e
_ 2 12
i = ey, - ey hy = Iy
pois a base é ortogonal.
A partir das duas ultimas equacoes podemos escrever

9ij = hihjog; (2)

onde d;; é a funcao delta de Kronecker.
Ao calcularmos det[g;;], somente sao ndo-nulos os elementos da diagonal, dai:

g = det[g;] = H h; (3)

Lembrando da equacao obtida para o laplamano a partir do Teorema de Gauss

podemos escrever
o (g% 0d
P = — 4
v 1/2 Z 1 0y ( gii 0Y; @

Essa primeira demonstracao foi fe1ta utilizando-se uma matematica um pouco
antiga e precaria. Seu resultado ¢ a férmula do laplaciano generalizado, dependente

"Na Relatividade Geral é comum denominarmos o tensor métrico por Potencial Gra-vitacional;
em verdade a geometrodindmica oferece base para essa denominacaol8].
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do sistema de coordenadas e valido somente para métricas diagonais. Nao foi feita
qualquer distincao entre vetores e seus respectivos covetores, pertencentes ao espaco
vetorial dual V*.

2.2 A lei do inverso do quadrado da distancia

Aqui apresentamos o fato de que a lei do inverso do quadrado da distancia estéa
associada a tridimensionalidade do espacgo fisico. Introduzimos as coordenadas
hiperesféricas (r,0y,0s,...0, 2, ¢) e estabelecemos uma relagdo direta através de
dois sistemas de coordenadas, definida por:

ry = rcost
Ty = rsinfy cosb,
T3 = rsinfy sinf, cos by
Tp_y = rsinf;sinfy...sinf,_scosp
T, = rsin#;sinfy...sinf, osinp

sendo r < 0;0<§; <m,comj=1,23,....,.n—2e0 < p <27
A partir dessa definicao, é possivel obter uma expressao para o laplaciano em
coordenadas hiperesféricas. Definimos:

hy = [|07/90,|| = r

hg = ||8F/892|| = rsin 91

h,3 = ||8F/803|| = rsin 91 sin 02

hy = ||0F/00k|| = rsinb; sinfysinbs .. .sinbj_,
hn—y = ||OF/0r| =1

h, = ||0F/0¢| =rsinf,sinb,...sinb, -

Dessa maneira explicitamos a equacao de Laplace em tais coordenadas a seguir:

0 0P 0 0P
2 _ ..—n—1 n—1 -2/ 2—n . n—2
Vo =r o (T —8T> + r~*(sin #;) 20, l(sm 6) —801]

+7?(sinf;) *(sin 92)3_71% l(sin 92)“38—(1)]
2

00y
+772(sin f; sin 92)72(sin 03)4"8103 l(sin 93)”42—2)] 4.
o417 %(sinf, - - -sin 9n_3)72(sin 0p_2)"" 0, l(sin On_2) a(Z:I)J



LPD
o0
Consideremos agora o caso radial, isto é, suponha que ® = ®(r), ou seja, o
campo escalar nao é dependente de seus n — 1 parametros angulares. Portanto para
j=1,2,3,...,n — 2, podemos escrever
od
B—Hj =

+r2(sinf; - - - sin 6,,_5)

0o

0 — =0
Y 8(10

Assim, a equacao de Laplace para n dimensoes fica restrita a dependéncia radial:

‘72¢,:: 1 jz_ fi hké%? =0
n or | = or
H hi k#n—1
=1

Substituindo os valores para hy, K = 1,2,3,...,n obtidos na secao anterior, a
expressao acima torna-se:

V20 = L 0 lr”la—q)]:

=1 9r or

Como o vetor posicao r nao estd definido para r = 0, pois ha a hipdtese de que
J # 0, e, além disso o campo é escalar & = ®(r) (ou seja, s6 ha dependéncia radial),

podemos escrever:
d 1 d®
— |22 =
dr [T dr]

Integrando ambos os lados da equacao obtemos:

d_q)
dr

Da expressao anterior podemos escrever

by _

r =
dr rn—1

Tnfl

=c c€eR.

dr
e, efetuando a integral, obtemos:
®(r) =

Ora, essa equacao nao esta definida no plano. Nesse caso (para n=2) a expressao
a ser integrada torna-se:

¢ 1 L4 cdewr

rm=292 _n

d—q)dr = Edr

dr T



ou ainda
O(r)=clnr+k,

onde ¢ e k sao constantes.
A partir do Teorema fundamental para integrais de linha, isto é, seja

f:R" > R™

um campo vetorial continuo em um conjunto aberto conexo S C R" e suponha que
a integral de linha de fseja independente do caminho em S.
Defina

CI)(F):/;f-da

onde @ € S e o é uma trajetoria suave por partes que liga @ a 7. Entao o gradiente
V& existe e é dado por
Vo(r) = f(F), Vi e S.

Campos vetoriais
f:R?—=R?

tais como o elétrico e o gravitacional diminuem sua ac¢ao proporcionalmente ao
inverso do quadrado da distancia. Os angulos 0; e ¢ correspondem aos agentes
de posicionamento angular do vetor, sendo portanto parametros de rotacao. Toda
rotacao é uma transformacao unitaria®, e, como tal, deixa inalterada a norma do
vetor.

Portanto podemos considerar novamente que ® = ®(r), para estudar o compor-
tamento de campos vetoriais genéricos que podem ser obtidos de ®() diretamente,
pelo teorema acima.

do(r) c
Vo(r) = = = f(7
(=" =2 = 1)
Conclui-se que o unico espaco que a lei do inverso do quadrado da distancia é

valido é o E? e qualquer variacdo isomorfa de tal espaco.

3 O laplaciano e os simbolos de Christoffel

Nesta segunda demonstracao para o laplaciano generalizado supomos ainda que uma
variedade M n-dimensional esteja imersa isometricamente em um espacgo euclideano
de dimensao m, onde n < m. Estamos omitindo a composicao yoWV : M — R, onde

8Definida por um operador U, que satisfaz a seguinte condicdo: U~! = UT.
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v : R" — R é uma aplicagao real de vetores de R" e ¥ : M — R™ é uma carta, ou
seja, o estabelecimento de um sistema de coordenadas.
Considere um campo vetorial V : M — R"™, o qual pode ser expresso por suas
componentes V = V'e;, em cada ponto” de M. Portanto,
ov. oV

o~ ow T oy ®)

861 , , . T
Como — é um vetor do espaco, podemos expressa-lo como uma combinacao linear
a ] > s

dos vetores da base

8ei

oyJ
Lembrando que €™ - e, = 05 temos a seguinte definicao dos coeficientes de conezao,
mais comumente chamados de simbolos de Christoffel de sequnda ordem!:

_ 1k

ij — € '8yj'

Os simbolos de Christoffel de primeira ordem sao definidos por

861 861

T = €L .
oy’ F oy’

m

[ij, k] = gkl = gmee

Dessa forma 5 5 5
Gij €; €j o
oyt €j - Byt te - 8—yk = [ik, j] + 5k, .

Entao é possivel reescrever a eq.(5) como

ov (Vi
oy (ayj +V kj) €; (6)

Quando i = j

ik = 59 oy* oyt oy™

Rearranjando alguns indices mudos, escrevemos:

i _l im lagim OGkm 892’19]

i 1 imagz’m

9Daqui em diante estard implicita a convencao de Einstein para somatorios.
10Tais simbolos sdo simétricos em relacdo aos indices covariantes.
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Seja ¢’ = det[g;;]. Da defini¢do dos determinantes temos

onde A" ¢ a matriz dos cofatores. Utilizando a regra da cadeia

dg' 99 0y

podemos escrever

99" _ 9gim , gim
OGim  Oy;

de onde segue que

i _ 109 _ 1 9g'/? _ 1 1 dg

ik 29 Oy gl/2 oyt gl/2 291/2 oyt
A partir dos resultados acima e utilizando a eq.(2), obtemos a seguinte expressao
para o divergente do campo vetorial:

oV’ . 1 0g*? 1 0

.V = — 1/27/k
V-V Dy +V g2 yk gl gyt [9 v ]
Da definicao de gradiente de vetores contravariantes
O
V= ik 27
g By

chegamos a férmula para o laplaciano generalizado n-dimensional em coordenadas
curvilineas:

1 9 O
2, — . - - 1/2 ik 7%
V=V V= o lg g ayi] (7)

4 O laplaciano de Hodge-de Rham

Dada uma variedade M, em cada ponto de M definimos um espago vetorial V,
tangente a M, o qual podemos munir com um produto denominado produto exte-
rior{10]. O par (V,A) é denominado dlgebra exterior. Ao considerarmos um vetor
v € V, temos associado a ele um elemento o : V' — R (chamado de funcional linear)
do espaco dual V'*.

12



Ao efetuarmos a multiplicacao exterior entre 1-formas, obtemos 2-formas, 3-
formas, ..., k-formas!! (1 < k < n), dependendo do ntimero de vezes que efetuamos
o produto exterior (o mesmo vale para os vetores). Cada k-forma pertence a uma
dlgebra, digamos A*(V'). Além disso essa algebra nao ¢ fechada em relagdao ao pro-
duto exterior, pois se ¥y € AF(V) e U,, € A™(V) entdo ¥y, A U, € A™*(V). Para
contornarmos essa situagao nao desejada, definimos a dlgebra A(V) = @?_ A*(V).
Dada uma base {e;} de vetores unitdrios de V e a correspondente base dual {e'},
onde no caso de bases coordenadas €' = dx’ e ¢; = % temos dm'(%) = gf:; =,
podemos escrever uma multiforma diferencial ¥ € A(V') como

\If:a—l—aiei—l-aijei/\ej—I-aijkei/\ej/\ek—i----—i—bel/\62/\---/\6” (8)

Além disso se admitirmos que M tenha a métrica g : V* x V* — R, definimos a
operagao linear correla¢do como 7 1(a)(8) = g(a, 3).

O laplaciano!'? pode ser definido em termos da derivada exterior d : A*(V) —
AFTL(V) e do operador codiferencial § : AF(V) — A*1(V)[13]. Dado uma multi-
forma ¥ € A(V) = ®7_,A¥(V) o laplaciano é entdo definido!® [14] por

AV = —(d5 + 6d) T 9)

A fim de encontrarmos a mesma expressao que obtivemos nas secOes anteriores,
fazemos W = f € Ay(V), a dlgebra das aplicacoes reais.

Utilizamos o operador dual de Hodge x : AP(V') — A" P(V'), que pode ser definido
como

«df =7 (df)n (10)

onde n =e* Ae? A---Ae" é o elemento de volume unitdrio no ponto da variedade.
Pela defini¢ao de d, d?f = d(df) = 0, escrevemos o laplaciano como

Af = 6df =+ *d = (df) (11)
Escrevemos o diferencial de f como combinacao linear das 1-formas da base do
0 .
espaco cotangente a variedade (em um ponto arbitrario) df = a—fidajz, interpretada
x

nos livros basicos de calculo como a regra da cadeia.

1 Para uma interpretagio geométrica plausivel dessas entidades, um elucidador artigo é [11]

12Em alguns textos encontramos tal operador com o nome de Operador de Laplace-Hodge-de
Rham [12].

13 Aqui definimos com um sinal negativo a mais, o que nfo é incomum.
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Podemos escrever as 1-formas unitarias como combinacao linear das 1-formas

{da}

¢’ = hida’. (12)

Considerando % a métrica (p,q) de Lorentz (p + ¢ = n) é claro que
gle' €)= = g(hida®, hldz') = hih]g(dz®, da') = hih] g™, (13)

portanto
= hihigH. (14)
Tomando-se o determinante em ambos os lados da equacao acima encontramos que
det(h)]?
detg

onde denominamos det(¢g') = g o determinante da matriz g, que é dada por g g'™ =
6™, Com o elemento de volume n =| det(h) | dz' A dz? - - - A dx™, concluimos que

n = g"%da' Ada?- - A da (16)

Pela relacao entre vetores e covetores respectivamente sobre os espacgos tangentes
e cotangentes a variedade notamos que

~ 0
“Hda') = g7 — 17
7 ) = g (17)
Dessa maneira escrevemos o operador dual de Hodge aplicado a diferencial de f
como: of 5
_ [ 129 i 9 1 2 n

= xdf (g 57 Y 8xj>J(dx A dx A dz™)

1/2 3f j i—1 3,1 2 Y n
=g =g (=1) Yt Ada? - AdTI A - ANdo (18)

oz’

O produto dz! Adxz? - - Adzi A---Adz™ simboliza o produto exterior das n 1-formas
{d2'} exclusive a 1-forma da’/. Agora precisamos tomar a diferencial desse termo
acima para continuar o calculo do laplaciano e a conseqiiente correspondéncia entre
a definicao dada e a férmula final da secao anterior. Entao,

igi _OF L OF 1pp0¢Y  OF ;1 Og ) i (19)

dx*d 1)1 —— . . . .
wdf =(=1) J P +8xlg 2g1/2 Oz
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Agora devemos calcular — *~1 d x df. Como o operador dual de Hodge ¢ linear,
portanto temos que calcular *dz! A dz? - -+ A dz™. Algumas propriedades podem ser
demonstradas, utilizando-se simplesmente o operador dual de Hodge:

s1=n=g"?(de' Nda® - Nda") = xx 1= g% % (da' Ada® - A da™)
" 1
= *(dz' Adz® - A dw ):W
Entdo dada uma variedade e uma carta local (M, ¢) podemos escrever o lapla-
ciano como
O°f | 0f 09" 0f ;10 _

—_ — -1 — ij —
Af #dxdf=g D00 | Oxi 0xd | Oaid 29 OxJ

1 0 12 i Of
_ e /2 qt5 ZJ_
A expressao AV = —(dd+0d) ¥ generaliza o laplaciano para qualquer multiforma

diferencial, construida a partir de uma forma diferencial por meio do produto exte-
rior. Excetuando-se a expressao acima, as expressoes anteriores, obtidas nas secoes
2 e 3, somente eram vélidas para uma 0O-forma (campo escalar). Com o formalismo
das formas diferenciais de Cartan sobre uma variedade munida em cada ponto de
uma algebra de Grassmann, generalizamos o conceito de laplaciano.

5 Conclusoes

Nesse artigo vimos a evolugao das estruturas geométricas usadas no desenvolvimento
do operador laplaciano. Nessa sequéncia, sempre sao construidas estruturas mais ri-
cas que acabam por simplificar a teoria em questao. Com essa terceira demonstracao
generalizamos o conceito de laplaciano com o uso das formas diferenciais de Cartan,
que satisfazem a uma algebra de Grassmann. A partir de uma defini¢cao sucinta em
termos de operadores sobre uma variedade, onde essa ¢ munida de uma algebra de
Grassmann em cada ponto, chegamos a expressao para o laplaciano generalizado
outrora construido com estruturas menos ricas. Além disso, o laplaciano pode ser
aplicado a multiformas diferenciais, nao somente a campos escalares (0-formas),
como era feito até entao.

Também nesse ultimo caso nao foi preciso supor que a variedade estivesse imersa
em um espago de maior dimensao. Nao necessitamos do uso de coordenadas; entre-
tanto vimos que essa definicao é equivalente ao laplaciano generalizado quando faze-
mos uso de uma carta e seu correspondente sistema de coordenadas. A construcao
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de estruturas sobre uma variedade acaba por aumentar o grau de aplicabilidade do
formalismo desenvolvido: além de chegarmos, na ultima secao, aos mesmos resulta-
dos das secoes anteriores, conseguimos descrever teorias que nao eram descritiveis
pelos formalismos anteriores. Um caso particular é a aplicacao desses formaslismo
em teorias de Gauge e teorias supersimétricas.
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